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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 
Στην παρούσα διδακτορική διατριβή ερευνάται καταρχάς η σηµασία των όρων «δο-

θέν» και «δεδοµένον» και ο τρόπος λειτουργίας τους στο έργο ∆εδοµένα του Ευκλεί-

δη. Το χαρακτηριστικό γνώρισµα αυτού του έργου είναι η συνεχής χρήση των όρων 

«δοθέν» και «δεδοµένον». Ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται σε αυτό 923 φορές, ενώ ο 

όρος «δεδοµένον» 478 φορές. Τους όρους «δοθέν» και «δεδοµένον» τους συναντού-

µε επίσης στα σχετικώς λίγα παραδείγµατα επίλυσης γεωµετρικών προβληµάτων µε 

τη µέθοδο της ανάλυσης και σύνθεσης, που διασώζονται από την αρχαιοελληνική 

µαθηµατική παράδοση. Οι εν λόγω όροι χρησιµοποιούνται στο αναλυτικό στάδιο της 

επίλυσης των προβληµάτων και συγκεκριµένα στο δεύτερο µέρος του. 

Η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» έχει προκαλέσει και συνεχίζει να προκαλεί 

προβλήµατα κατανόησης στα κείµενα των ελληνικών Μαθηµατικών στα οποία χρη-

σιµοποιείται. ∆εν είναι τυχαίο το γεγονός ότι τόσο τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη όσο 

και το δεύτερο µέρος της γεωµετρικής ανάλυσης δεν έχουν ακόµη τύχει, το καθένα 

χωριστά, µιας κοινά αποδεκτής ερµηνείας του περιεχοµένου, του τρόπου που λει-

τουργούν αλλά ούτε καν του λόγου και της αναγκαιότητας της ύπαρξής τους. Ο 

Πάππος έχει συνδέσει τα ∆εδοµένα µε τη γεωµετρική ανάλυση µε ρητό τρόπο στην 

εισαγωγή του 7ου βιβλίου της Συναγωγής, όπου χαρακτηρίζει τα ∆εδοµένα ως το 

πρώτο τη τάξει βιβλίο της ανάλυσης. Στην εργασία αυτή θα προσπαθήσουµε να κά-

νουµε φανερό ότι το θέµα της ορολογίας και του περιεχοµένου των ∆εδοµένων δεν 

µπορούσε να µελετηθεί παρά µόνο σε συνδυασµό µε το θέµα της γεωµετρικής ανά-

λυσης και αντίστροφα. Έτσι τα κύρια θέµατα αυτής της διατριβής είναι δύο. Πρώτον 

τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη, ο τρόπος που λειτουργούν µε την ορολογία «δοθέν» – 

«δεδοµένον» και η αναγκαιότητα της ύπαρξής τους και δεύτερον η γεωµετρική ανά-

λυση των ελληνικών Μαθηµατικών και ο τρόπος που αυτή λειτουργεί, στο δεύτερο 

και ίσως πιο σηµαντικό για την ερµηνεία της µέρος, µε την ίδια ορολογία. ∆ύο θέµα-

τα που όπως θα γίνει φανερό µε την παρούσα διατριβή οι απαντήσεις τους συνδέο-

νται άµεσα. 

 

Η διατριβή µας δοµείται σε εννέα κεφάλαια. Ειδικότερα, στο εισαγωγικό κεφά-

λαιο µε τίτλο «Η ‘νέα’ ιστοριογραφία των Μαθηµατικών, οι µεθοδολογικοί άξονες 
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και τα ερωτήµατα της παρούσας διατριβής», παρουσιάζουµε συνοπτικά τις δύο κύριες 

µεθοδολογικές τάσεις της σύγχρονης ιστορίας των Μαθηµατικών: την παραδοσιακή 

ιστορία των Μαθηµατικών και τη «νέα» ιστορία των Μαθηµατικών. Μετά από σύ-

γκριση των δύο τάσεων, αιτιολογούµε γιατί ακολουθούµε τη δεύτερη από την οποία 

και αντλούµε τους µεθοδολογικούς άξονες της έρευνάς µας που συνοπτικά συνίστα-

νται: στο να κατανοήσουµε τα µαθηµατικά κείµενα του παρελθόντος ιστορικά, λαµ-

βάνοντας υπόψη το ιστορικό και πολιτισµικό πλαίσιο µέσα στο οποίο εντάσσονται, 

να δείξουµε σε ποιο βαθµό οι παρελθούσες ιδέες ήταν διαφορετικές από τις σύγχρο-

νες και τελικά να προσπαθήσουµε να ανασυγκροτήσουµε, όσο αυτό είναι δυνατόν, 

τις αυθεντικές προθέσεις του συγγραφέα τους. Στη συνέχεια του κεφαλαίου, στα 

πλαίσια της νέας αυτής ιστοριογραφίας, θέτουµε τα ερωτήµατα που απασχολούν τη 

διατριβή µας και αφορούν τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη, τη γεωµετρική ανάλυση και 

τον ουσιαστικό συνδετικό τους κρίκο, την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον».  

Στο κεφάλαιο 1, µε τίτλο «Οι έρευνες για τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη», παρουσιά-

ζουµε, συζητάµε και οµαδοποιούµε τις απόψεις των διαφόρων µελετητών για την 

αξία, το περιεχόµενο και την ορολογία που χρησιµοποιούν τα ∆εδοµένα του Ευκλεί-

δη. Απόψεις οι οποίες εµφανίζονται πολλές φορές αντικρουόµενες, αποσπασµατικές 

και στο σύνολό τους όχι ιδιαίτερα διαφωτιστικές. Επίσης, στο κεφάλαιο 1, ερευνού-

µε το πώς εµφανίζεται σε πρώτη ανάγνωση η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» στα 

κείµενα του Ευκλείδη, του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου και καταλήγουµε ότι η 

ορολογία αυτή συνδέεται αποκλειστικά µε προβλήµατα και όχι µε θεωρήµατα.  

Στο κεφάλαιο 2, µε τίτλο «Οι όροι ‘δοθέν’ και ‘δεδοµένον’: γλωσσική διάκρι-

ση», αναδεικνύουµε δύο σηµαντικά στοιχεία που αφορούν τον τρόπο µε τον οποίο 

εµφανίζεται και αποδίδεται η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» στα διάφορα κείµενα 

και ειδικότερα στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη. Το πρώτο είναι, ότι στην πορεία του 

χρόνου ο όρος «δεδοµένον» έχει σχεδόν ταυτιστεί εννοιολογικά µε τον όρο «δοθέν» 

από τους διάφορους µελετητές και δεν γίνεται πια καµία διάκριση ανάµεσά τους. Το 

δεύτερο είναι ότι οι δύο όροι, ως ένας όρος πλέον, έχουν φτάσει σήµερα να σηµαί-

νουν το «γνωστό». Οι πρώτοι µετά τους αρχαίους Έλληνες που χρησιµοποίησαν τον 

όρο «γνωστό» αντί του όρου «δεδοµένον» στην γεωµετρική ανάλυση ήταν οι Άρα-

βες µαθηµατικοί. Έκτοτε πολλοί, από τη λατινική κυρίως παράδοση, τους ακολού-

θησαν, για να φτάσουµε σήµερα τα «δεδοµένα» ενός αλγεβρικού προβλήµατος ή 
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ενός προγράµµατος του υπολογιστή1 να σηµαίνουν αποκλειστικά τα «γνωστά» στοι-

χεία του, σε αντιδιαστολή µε αυτά που ψάχνουµε, δηλαδή τα άγνωστα. Μια προσε-

κτικότερη όµως ανάγνωση των πρωτότυπων ελληνικών µαθηµατικών κειµένων, µας 

δείχνει ότι οι δύο όροι δεν εναλλάσσονται τυχαία στα ελληνικά Μαθηµατικά. Το 

ερώτηµα που τίθεται εποµένως µε αφετηρία τη γλώσσα είναι: Υποδηλώνει η χρήση 

διαφορετικών χρόνων στα αρχαία µαθηµατικά κείµενα, όπως είναι τα ∆εδοµένα, 

διαφοροποίηση στον τρόπο που οι συγγραφείς τους αντιλαµβάνονται τη λειτουργία 

των όρων «δεδοµένον» και «δοθέν» αντίστοιχα; Αν ισχύει αυτό -όπως εµείς υποστη-

ρίζουµε- τότε η χωρίς διάκριση απόδοσή τους, όπου δεν προκαλεί σύγχυση στο ση-

µερινό αναγνώστη, τουλάχιστον δεν του επιτρέπει την ορθή και πλήρη κατανόηση 

των κειµένων που περιλαµβάνουν τους δύο όρους. Το βασικό εργαλείο που χρησι-

µοποιούµε στο κεφάλαιο 2, προκειµένου να αναδείξουµε τη διάκριση ανάµεσα 

στους δύο όρους είναι το «ποιόν ενεργείας» των χρόνων των ρηµάτων στα αρχαία 

Ελληνικά.  

 Στο κεφάλαιο 3, µε τίτλο «Το υπόµνηµα του Μαρίνου του Φιλοσόφου στα ∆εδο-

µένα του Ευκλείδη», παρουσιάζουµε για πρώτη φορά στα Νέα Ελληνικά το κείµενο 

του Μαρίνου του Φιλοσόφου, νεοπλατωνικού φιλοσόφου του 5ου µ. Χ. αιώνα, που 

αναλύει την κεντρική έννοια «δεδοµένον» των ∆εδοµένων του Ευκλείδη και περι-

λαµβάνει το µοναδικό ορισµό της που φτάνει σε εµάς από την αρχαιότητα. Ένα κεί-

µενο που µέχρι τώρα έχει αντιµετωπισθεί αποσπασµατικά από τη διεθνή έρευνα, αν 

και περιλαµβάνει σηµαντικές θέσεις που βοηθούν στην κατανόηση του όρου «δεδο-

µένον» και κατ’ επέκταση των ∆εδοµένων. Συγκεκριµένα, ο Μαρίνος, διακρίνει το 

«δοθέν» από το «δεδοµένον», συνδέει άµεσα το «δεδοµένον» µε τον στωικό όρο 

«καταληπτόν» και κατ’ επέκταση µε τη νοητική σύλληψη και επεξεργασία. Επίσης, 

µε τον ορισµό του «δεδοµένον» που µας παραδίδει συνδέει άµεσα τον όρο µε τη 

«δυνατότητα» η οποία έχει υπάρξει. Οι θέσεις αυτές είναι ιδιαίτερα χρήσιµες στην 

κατεύθυνση της έρευνας της φιλοσοφικής διάκρισης –µε απώτερο στόχο τη µαθηµα-

τική διάκριση– ανάµεσα στο «δοθέν» και το «δεδοµένον», που ακολουθεί στο επό-

µενο κεφάλαιο.  

                                                 
1  Τα data ενός προγράµµατος ηλεκτρονικού υπολογιστή, έχει επικρατήσει σήµερα ως όρος να 
σηµαίνει αποκλειστικά τις γνωστές πληροφορίες που πρέπει να εισαχθούν στο πρόγραµµα από 
τον χρήστη. 
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Στο κεφάλαιο 4, µε τίτλο «Φιλοσοφική διάκριση ‘δοθέντος’ – ‘δεδοµένου’», ανα-

λύοντας τους διάφορους ορισµούς των δύο όρων που φτάνουν σε εµάς σήµερα και 

τους ορισµούς των ειδών του «δεδοµένου» από τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη, δείχνου-

µε ότι η διάκριση «δοθέν» – «δεδοµένον» συνδέεται στα αρχαία κείµενα εννοιολογι-

κά µε τη φιλοσοφική διάκριση «ενδεχόµενον» – «δυνατόν». ∆ιάκριση, η οποία µε τη 

σειρά της, προσδίδει στο «δοθέν» τον χαρακτήρα του όχι αδύνατου και ταυτόχρονα 

τυχαίου-ενδεχοµένου, ενώ στο «δεδοµένον» τον χαρακτήρα του όχι αδυνάτου αλλά, 

υπό ορισµένες συνθήκες, λογικά αναγκαίου. Αυτός ακριβώς υποστηρίζουµε ότι είναι 

ο τρόπος που λειτουργεί η διάκριση «δοθέν» – «δεδοµένον» στην ελληνική γεωµε-

τρία. Τις θέσεις µας αυτές τις επιβεβαιώνουµε στη συνέχεια, µέσα από την ίδια την 

πρακτική των µαθηµατικών κειµένων, όπως είναι οι προτάσεις των ∆εδοµένων αλλά 

και οι θεωρητικές περιγραφές και η πρακτική του Πάππου, µέσα από ένα πρώτο συ-

γκεκριµένο παράδειγµα, στη γεωµετρική ανάλυση. Από τη µελέτη της µαθηµατικής 

αυτής πρακτικής, αναδεικνύεται ο βεβαιωτικός χαρακτήρας των προτάσεων των ∆ε-

δοµένων αλλά και του δεύτερου µέρους της γεωµετρικής ανάλυσης. Έτσι γίνεται 

φανερό πλέον ότι η κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο λειτουργούν οι προτάσεις 

των ∆εδοµένων, µπορεί να µας οδηγήσει σε καλύτερη κατανόηση του τρόπου µε τον 

οποίο λειτουργεί το αινιγµατικό µέχρι τώρα δεύτερο µέρος της ανάλυσης και αντί-

στροφα. 

Στο κεφάλαιο 5, µε τίτλο «Γεωµετρική ανάλυση. Μια νέα ερµηνεία», αρχικά πα-

ραθέτουµε τους ορισµούς της γεωµετρικής ανάλυσης που έχουν σωθεί, διατυπώνου-

µε και συζητάµε τα ερωτήµατα που την αφορούν καθώς και τις µέχρι σήµερα απα-

ντήσεις που έχουν δοθεί αλλά και τις βασικές ερµηνείες που έχουν υπάρξει για αυτή 

τη µέθοδο των ελληνικών Μαθηµατικών. Από τις ερµηνείες αυτές αναδεικνύουµε 

κάποια στοιχεία που θα µας είναι χρήσιµα στη συνέχεια, προκειµένου να συνθέσου-

µε παρακάτω τη δική µας ερµηνεία. Η θέση µας συνοπτικά είναι ότι σε αυτό το µέ-

ρος της ανάλυσης, το «βεβαιωτικό» όπως εµείς το ονοµάζουµε πλέον, παράγεται από 

τον γεωµέτρη-ερευνητή η «δυνατότητα», µε την έννοια της «υποθετικής αναγκαιό-

τητας», να λυθεί το πρόβληµα. Με άλλα λόγια ο ερευνητής απαντά στο εσωτερικό 

του ερώτηµα, βεβαιώνεται ότι µπορεί να λύσει το πρόβληµα. Επίσης, προσπαθούµε 

να δείξουµε ότι η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» συνδέεται µε την έκφραση της 

διαλεκτικής έρευνας του Πλάτωνα «λόγον ἑαυτῷ διδόναι». Έτσι η συνολική ερµη-
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νεία µας για την ανάλυση περιλαµβάνει το πρώτο µέρος της ανάλυσης, «υποθετικό» 

όπως το ονοµάζουµε, στο οποίο ο γεωµέτρης-ερευνητής κάνει µια «πορεία προς τα 

πάνω», δηλαδή µια πορεία αναζήτησης προκειµένων µε πρώτο αυτό της λήψης του 

ζητουµένου και στόχο να καταλήξει σε κάτι που είναι αληθές ανεξάρτητα του ζη-

τουµένου, από το οποίο υποθέτει ότι µπορεί να παραχθεί το ζητούµενο. Ακολουθεί 

το δεύτερο µέρος της ανάλυσης –το «βεβαιωτικό»– η «προς τα κάτω» πορεία, µια 

σειρά συµπερασµών που έχει στόχο να απαντήσει ο γεωµέτρης-ερευνητής στον εαυ-

τό του, να βεβαιωθεί δηλαδή κατά πόσο αυτά που προηγήθηκαν στο «υποθετικό» 

µέρος, εφόσον αντιστραφούν, συγκροτούν έναν παραγωγικό συµπερασµό ο οποίος 

µπορεί να λύσει το πρόβληµα.  

Στο κεφάλαιο 6, µε τίτλο «Οι θεωρητικές περιγραφές και η πρακτική της γεωµε-

τρικής ανάλυσης στον Πάππο», υπό το πρίσµα πλέον της ερµηνείας µας για τη γεω-

µετρική ανάλυση, αναλύουµε τις τρεις θεωρητικές περιγραφές του Πάππου για αυ-

τήν, δείχνουµε ότι δεν αντιφάσκουν µεταξύ τους, ούτε χρειάζεται κάποια από αυτές 

να θεωρηθεί ως παρεµβολή, αντίθετα µπορούν και οι τρεις για πρώτη φορά να αλλη-

λοσυµπληρωθούν και να συνυπάρξουν κάτω από την ίδια ερµηνεία. Στη συνέχεια 

δείχνουµε τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργούσε η γεωµετρική ανάλυση στην πράξη, 

παρουσιάζοντας ένα ακόµη αντιπροσωπευτικό και ίσως το πιο συχνά χρησιµοποιού-

µενο από τους σύγχρονους ερευνητές παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου από τον 

Πάππο. 

Στο κεφάλαιο 7, µε τίτλο «Η γεωµετρική ανάλυση πριν από τον Πάππο: Μέναιχ-

µος, Αρχιµήδης, Απολλώνιος», µετά από έρευνα και µελέτη των αναλύσεων του Αρ-

χιµήδη και του Απολλώνιου που διασώθηκαν, καθώς και ενός αποσπάσµατος γεωµε-

τρικής ανάλυσης του Μέναιχµου (που διασώθηκε από τον Ευτόκιο) και τη σύγκρισή 

τους τόσο µε τις περιγραφές του Πάππου όσο και µε τη συνολικότερη πρακτική του, 

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η ουσία, η δοµή και τα εργαλεία που χρησιµο-

ποιούνται στη µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης παραµένουν ίδια από την κλασική 

εποχή µέχρι την ύστερη αρχαιότητα. Μοναδική, ίσως, παραφωνία δείχνουµε ότι α-

ποτελούν οι απόπειρες κάποιων σχολιαστών κυρίως της ύστερης αρχαιότητας και 

του Πάππου, να εισάγουν για λόγους που δεν αφορούσαν τη µαθηµατική παραγωγή 

αλλά µάλλον το κοινωνικό- πολιτισµικό πλαίσιο της εποχής τους, τη λεγόµενη «θε-

ωρητική ανάλυση», µέσα από λίγες προτάσεις και µια τεχνητή διάκριση της γεωµε-
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τρικής ανάλυσης, που δεν βρίσκουν όµως στήριγµα στη µαθηµατική βιβλιογραφία 

της κλασικής εποχής ούτε είναι ικανές να τροποποιήσουν την εικόνα της ελληνικής 

γεωµετρικής ανάλυσης.  

Στο κεφάλαιο 8, µε τίτλο «Η ορολογία ‘δοθέν’ – ‘δεδοµένον’, τα ∆εδοµένα και η 

αξία του Ευκλείδη ως ερευνητή», έχοντας κατανοήσει πλέον σε σηµαντικό βαθµό τον 

τρόπο µε τον οποίο εµφανίζεται και λειτουργεί η ορολογία «δοθέν» - «δεδοµένον» 

στη γεωµετρική ανάλυση και στα ∆εδοµένα, κάνουµε µια τελική αποτίµηση για αυ-

τήν. Με βάση αυτή την αποτίµηση, την όλη συζήτηση που έχει προηγηθεί για τα ∆ε-

δοµένα αλλά και την αντιπαραβολή που κάνουµε ανάµεσα σε προτάσεις των Στοι-

χείων και των ∆εδοµένων που φαίνεται να έχουν το ίδιο µαθηµατικό περιεχόµενο, 

ολοκληρώνουµε την εικόνα µας τόσο για τον τρόπο που λειτουργούν οι προτάσεις 

των ∆εδοµένων όσο και για την αναγκαιότητα και την ερευνητική φύση του έργου. 

Αυτή ακριβώς η ερευνητική φύση των ∆εδοµένων και συνολικά ο ερευνητικός χα-

ρακτήρας της ανάλυσης, µας οδηγούν τέλος σε µια νέα αποτίµηση της αξίας του Ευ-

κλείδη ως ερευνητή.  

 

 



ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΟ ΚΕΦΑΛΑΙΟ  

 

Η «νέα» ιστοριογραφία των Μαθηµατικών, οι µεθοδολογικοί άξονες 

και τα ερωτήµατα της παρούσας διατριβής 
 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζουµε τις δύο κύριες µεθοδολογικές τάσεις της σύγχρο-

νης ιστορίας των Μαθηµατικών: την παραδοσιακή ιστορία των Μαθηµατικών και 

την «νέα» ιστορία των Μαθηµατικών. Τις συγκρίνουµε και, εν τέλει, τοποθετούµα-

στε για το βαθύτερο περιεχόµενο των διαφορών τους. Στόχος µας είναι να γίνουν 

σαφείς οι µεθοδολογικοί άξονες της έρευνάς µας η οποία εντάσσεται στην νέα ιστο-

ριογραφία των Μαθηµατικών. Στη συνέχεια, στα πλαίσια της νέας αυτής ιστοριο-

γραφίας, θέτουµε και αναπτύσσουµε τα ερωτήµατα που απασχολούν το σύνολο της 

διατριβή µας και αφορούν: τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη, τη γεωµετρική ανάλυση και 

τον ουσιαστικό συνδετικό τους κρίκο, την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον».  

  

 

1. Η νέα ιστοριογραφία των αρχαίων ελληνικών Μαθηµατικών  

και οι µεθοδολογικοί άξονες της παρούσας έρευνας 

 

Ίσως το πρώτο ερώτηµα που αυθόρµητα έρχεται στο νου του καθενός που αντικρίζει 

ένα διδακτορικό πάνω στην Ιστορία των ελληνικών Μαθηµατικών είναι: «Τι υπάρχει 

άραγε ακόµη για να ειπωθεί σε σχέση µε τα ελληνικά Μαθηµατικά; ∆εν είναι ένα 

πεδίο ερευνητικά κορεσµένο;» Είναι γεγονός ότι έχουν γραφεί πολλά για τα ελληνι-

κά Μαθηµατικά, από πολλούς και σηµαντικούς µελετητές. Τα περισσότερα αρχαία 

κείµενα που έχουν διασωθεί, έχουν εκδοθεί και µελετηθεί και σπάνια πια κάποιο νέο 

κείµενο έρχεται στο φως. Όσο µεγάλο και αν είναι χρονικά το εύρος των ελληνικών 

Μαθηµατικών, περίπου από τον 6ο αιώνα π.Χ. µέχρι τον 6ο αιώνα µ.Χ., και όσο µε-

γάλος ο όγκος των κειµένων που έχουν διασωθεί, εξίσου µεγάλη φαίνεται πως υπήρ-

ξε η προσπάθεια της σύγχρονης ιστοριογραφίας γύρω από αυτά. Μια ιστοριογραφία 

η οποία αρχίζει χοντρικά από τα µέσα του 18ου αιώνα όταν ο Montucla δηµοσίευσε 

τη δίτοµη Histoire des Mathématiques αφιερώνοντας έναν µεγάλο αριθµό σελίδων 

στην ιστορία των Μαθηµατικών των αρχαίων Ελλήνων, και φτάνει µέχρι την αρχή 
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της δεκαετίας του 1970, που φαινόταν να έχει απαντήσει οριστικά, στο σύνολο των 

βασικών τουλάχιστον ερωτηµάτων που αφορούσαν στα ελληνικά Μαθηµατικά. Η 

ιστοριογραφία αυτή, είχε ως βασικό εργαλείο προσέγγισης των ελληνικών Μαθηµα-

τικών, την λογικο-µαθηµατική ανάλυσή τους, µε άλλα λόγια την ανάγνωση των αρ-

χαίων µαθηµατικών κειµένων, µε τη βοήθεια των µοντέρνων µαθηµατικών, των ό-

ρων, των συµβολισµών, των σηµασιών και των µεθόδων τους. Το εργαλείο αυτό η 

παραδοσιακή ιστοριογραφία το χρησιµοποιούσε µε στόχο να αποκαλύψει την ουσία 

των αρχαίων µαθηµατικών κειµένων στο σύγχρονο αναγνώστη, πολλές φορές όµως 

παραβίαζε ή στην καλύτερη περίπτωση αγνοούσε τον εννοιολογικό ορίζοντα της ε-

ποχής που γράφτηκαν και λειτούργησαν τα κείµενα αυτά. Έναν εννοιολογικό ορίζο-

ντα εντελώς διαφορετικό από αυτόν του σύγχρονου αναγνώστη.  

Κάπου εκεί όµως στα µέσα της δεκαετίας του 1970, η ιστοριογραφία των ελλη-

νικών Μαθηµατικών έκανε µια σηµαντική στροφή προς αυτό που σήµερα ονοµάζε-

ται «νέα» ιστοριογραφία των ελληνικών µαθηµατικών. Ίσως το πρώτο σηµαντικό 

επεισόδιο αυτής της στροφής στην ιστοριογραφία των ελληνικών Μαθηµατικών, 

υπήρξε το αιρετικό-ανατρεπτικό, για την εποχή του, άρθρο του Sabetai Unguru το 

1975 µε τίτλο: «On the Need to Rewrite the History of Greek Mathematics». Στην 

εισαγωγή αυτού του άρθρου ο Unguru, περιγράφει µε γλαφυρό τρόπο το πώς λει-

τουργεί ο παραδοσιακός ιστορικός των Μαθηµατικών µέχρι εκείνη τη στιγµή, ενώ 

καλεί τη νέα γενιά των ιστορικών να ξαναγράψουν την ιστορία των µαθηµατικών σε 

µια νέα και ιστορικά υγιή βάση: «…ο σκοπός του ιστορικού των Μαθηµατικών είναι 

να ξεµπερδέψει και να ξεδιαλύνει τα µαθηµατικά κείµενα του παρελθόντος και να τα 

µεταγράψει στη µοντέρνα γλώσσα των Μαθηµατικών, κάνοντάς τα έτσι εύκολα δια-

θέσιµα για όλους όσους ενδιαφέρονται. …Πράγµατι είναι ο στόχος αυτού του άρ-

θρου να δείξουµε τι είναι ιστορικά λάθος µε τον παραδοσιακό τρόπο, µε τον οποίο 

έχει γραφεί η ιστορία των αρχαίων ελληνικών Μαθηµατικών, και να καλέσουµε τη 

νέα γενιά των ιστορικών των ελληνικών Μαθηµατικών να ξαναγράψει την ιστορία 

σε µια νέα και ιστορικά υγιή βάση.» (Unguru, 1975, 69)  

Η αιρετική αυτή πρόταση, για απόρριψη ουσιαστικά της παραδοσιακής ιστορίας 

των Μαθηµατικών και των συµπερασµάτων της και για στροφή σε µια νέα ιστοριο-

γραφία των ελληνικών Μαθηµατικών, ιστορικά υγιέστερη από την προηγούµενη, 

είχε ως αφορµή τη γνωστή στη συνέχεια «διαµάχη για τη ‘γεωµετρική άλγεβρα’». 

Αυτό που ο ίδιος ο Unguru (1975, 69) περιγράφει ως: «…τη θεώρηση ότι τα ελληνι-
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κά Μαθηµατικά, ειδικά µετά την ανακάλυψη της ‘ασυµµετρίας’ από τη σχολή των 

Πυθαγορείων, είναι άλγεβρα ντυµένη, µε γεωµετρικό ένδυµα, πρωτίστως για χάρη 

της αυστηρότητας.»  

Η µετάφραση του αρχαίου τρόπου γραφής, µε όρους σύγχρονης άλγεβρας, ήταν 

απαράδεκτη για τη νέα ιστοριογραφία. ∆εν επρόκειτο µόνο για ένα θέµα συµβολι-

σµού, ήταν κάτι πολύ ουσιαστικότερο. Σύµφωνα µε τον Unguru (1975, 80): «Η 

γλώσσα είναι η άµεση πραγµατικότητα της σκέψης. …∆ιαφορετικοί τρόποι σκέψης 

υπονοούν διαφορετικούς τρόπους έκφρασης.» Θέση η οποία µας βρίσκει απόλυτα 

σύµφωνους και αποτελεί σηµείο εκκίνησης αλλά και έναν από τους µεθοδολογικούς 

άξονες της παρούσας διατριβής. 

Η πρότασή του Unguru αφορούσε την αποκάλυψη του πραγµατικού τρόπου 

σκέψης των αρχαίων µαθηµατικών, µέσα από τον τρόπο που οι λέξεις, οι όροι, οι 

έννοιες νοηµατοδοτούνται, λειτουργούν και αποκτούν σηµασία στα πλαίσια του ελ-

ληνικού µαθηµατικού λόγου. Οι απόψεις αυτές, σε συνδυασµό µε τις σύγχρονες α-

ντιλήψεις για τη σηµασία της γλώσσας και πως αυτή διαµορφώνεται µέσα από τη 

χρήση της, σε αλληλεπίδραση µε το κοινωνικό και πολιτισµικό περιβάλλον, που εί-

ναι επηρεασµένες από τις όψιµες θέσεις τόσο του Wittgenstein όσο και άλλων εκ-

προσώπων της αναλυτικής φιλοσοφίας και είχαν ως αφετηρία τους τη φιλοσοφία 

των Μαθηµατικών, έµελλε τώρα να επηρεάσουν µε καθοριστικό τρόπο την ιστοριο-

γραφία των Μαθηµατικών.  

Η ανάγνωση των αρχαίων µαθηµατικών κειµένων, µε τη βοήθεια των µοντέρνων 

µαθηµατικών, των όρων, των συµβολισµών, των σηµασιών και των µεθόδων τους, 

είναι σύµφωνα µε τον Unguru, η ασφαλέστερη µέθοδος για την παρανόηση του χα-

ρακτήρα των αρχαίων µαθηµατικών, στα οποία οι φιλοσοφικές τους προϋποθέσεις 

και οι µεταφυσικές δεσµεύσεις έπαιξαν ένα πολύ περισσότερο θεµελιώδη και απο-

φασιστικό ρόλο, από αυτόν που παίζουν στα µοντέρνα µαθηµατικά.  

Οι υποστηρικτές2 της «γεωµετρικής άλγεβρας» ήταν επόµενο να απαντήσουν 

και να υπερασπιστούν, βέβαια, κατ’ αυτόν τον τρόπο το κύρος της ιστοριογραφίας 

που είχε υπάρξει µέχρι τότε, ενάντια σε οποιαδήποτε αιρετική πρόταση για νέα ιστο-

ριογραφία, όπως αυτή που είχε εκφράσει ο Unguru. Ο χρόνος όµως έµελλε να δι-

καιώσει την επιστηµονική αξία αυτής της πρότασης.  

                                                 
2  Βλέπε: Weil (1978), Van Der Waerden (1976) και Freudenthal (1977). 
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Παρόµοιες θέσεις για την ιστορία των µαθηµατικών είχαν εκφραστεί και από 

άλλους στο παρελθόν, όπως αυτή του Mahoney (1973, ΧΙΙ-ΧΙΙΙ): «Οποιοσδήποτε 

ιστορικός των Μαθηµατικών συνειδητοποιεί τους κρυφούς και φανερούς κινδύνους 

της Whig ιστορίας, ανακαλύπτει γρήγορα ότι η µετάφραση των Μαθηµατικών του 

παρελθόντος σε µοντέρνο συµβολισµό και ορολογία, αντιπροσωπεύει το µεγαλύτερο 

από όλους τους κινδύνους. Τα σύµβολα και οι όροι των µοντέρνων µαθηµατικών 

είναι οι φορείς των εννοιών και των µεθόδων τους. Η εφαρµογή τους σε ιστορικό 

υλικό περιλαµβάνει πάντοτε το ρίσκο να επιβαρυνθεί το υλικό µε κάποιο περιεχόµε-

νο που δεν του ανήκει στην πραγµατικότητα.»  

Όπως αναφέρει επίσης στο άρθρο του ο Unguru, θέσεις που συµφωνούσαν µε τις 

δικές του και ήταν σοβαρά τεκµηριωµένες, είχαν εκφραστεί στο παρελθόν τόσο από 

τον Jacob Klein (1934-6/1968), όσο και από τον Áprad Szabό (1969). Ο πρώτος είχε 

δοµήσει το έργο του, µε µεθοδολογικό άξονα την εννοιολογική εξέλιξη της έννοιας 

του αριθµού, από τα ελληνικά στα µοντέρνα Μαθηµατικά, τονίζοντας ότι η άλγεβρα 

είναι ένα προϊόν της νεώτερης επιστήµης και υπάρχουν µεγάλες διαφορές ανάµεσα 

στον αλγεβρικό και γεωµετρικό τρόπο σκέψης. Ενώ ο δεύτερος, που επίσης είχε αµ-

φισβητήσει ευθέως την ιστορική αξία της έννοιας της «γεωµετρικής άλγεβρας», θε-

ωρεί ότι η µέθοδός του είναι που διαφοροποιεί το έργο του από αυτό των υπολοίπων, 

αναφέρει ότι ανατρέχει στις πηγές µέσα από τα πρωτότυπα κείµενα, γιατί οι κατά τα 

άλλα ορθές φιλολογικές µεταφράσεις δεν προσφέρουν σχεδόν τίποτα στην ιστορία 

των Μαθηµατικών, και προτείνει την εµπεριστατωµένη γλωσσική και ιστορική ανά-

λυση, λέξεων και εκφράσεων µέσα στο πλαίσιο της ελληνικής επιστήµης.  

Τα επιχειρήµατα που αντάλλαξαν οι υποστηρικτές τόσο της νέας όσο και της 

παραδοσιακής ιστοριογραφίας µπορεί να τα µελετήσει και να τα κρίνει κάποιος δια-

βάζοντας τα συγκεκριµένα άρθρα. Ωστόσο, αν και η αφορµή της διαµάχης είναι η 

«γεωµετρική άλγεβρα», η ουσία της δεν βρίσκεται εκεί αλλά στις βαθύτερες µεθο-

δολογικές διαφορές που χωρίζουν τις δύο ιστοριογραφίες. Η αφετηρία αυτών των 

διαφορών βρίσκεται στο πως αντιλαµβάνονται το αντικείµενο της ιστορίας των Μα-

θηµατικών και κατ’ επέκταση το έργο του ιστορικού των Μαθηµατικών οι οπαδοί 

των δύο σχολών. Οι οπαδοί της παραδοσιακής ιστοριογραφίας, οι οποίοι κατά κανό-

να είναι ή έχουν υπάρξει ερευνητές µαθηµατικοί, αντιλαµβάνονται τα µαθηµατικά 

κείµενα του παρελθόντος ως ουδέτερα, αυτοτελή αντικείµενα, µέσα στα οποία είναι 

ενσωµατωµένες ρητά ή υπόρρητα όλες οι ιδέες και τα µηνύµατά τους. Αυτές οι ιδέες 
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και τα µηνύµατα, αν και εµφανίζονται στα κείµενα διαφόρων εποχών µε τη µια ή µε 

την άλλη µορφή, αντιπροσωπεύουν ουσιαστικά διαφορετικές εκφάνσεις των ίδιων 

αναλλοίωτων µαθηµατικών Μορφών που είναι απρόσβλητες από την ιστορική εξέ-

λιξη και διαπερνούν τα πολιτισµικά και ιστορικά περιβάλλοντα µέσα στα οποία ανα-

δύονται. Κάτω από µια τέτοια οντολογία, το αντικείµενο της ιστορίας των Μαθηµα-

τικών είναι η διερεύνηση της «νοµοθετικής» πλευράς των Μαθηµατικών, η µελέτη 

δηλαδή του «αντικειµενικού» σηµασιολογικού περιεχοµένου των µαθηµατικών κει-

µένων, η αποστολή δε του ιστορικού των Μαθηµατικών είναι να συλλάβει και να 

αποκαλύψει αυτό το περιεχόµενο. Έτσι, το έργο του ιστορικού των Μαθηµατικών 

περιορίζεται σε µια απλή αναγνώριση των αναλλοίωτων, τελικά, παρά την ποικιλία 

των ιστορικών τους εκφάνσεων, µαθηµατικών Μορφών, που παρουσιάζονται στο 

έργο του κάθε ιστορικού συγγραφέα και η απονοµή της δέουσας τιµής σε εκείνον 

τον µαθηµατικό ο οποίος έδωσε πρώτος έκφραση σε µια από αυτές τις Μορφές, σε 

εκείνον που πρώτος την κατέβασε από το Πλατωνικό βασίλειο των Ιδεών στον κό-

σµο της ανθρώπινης συνείδησης. 

Οι οπαδοί της νέας ιστοριογραφίας, από την πλευρά τους, θεωρούν ότι η παρα-

πάνω προσέγγιση δεν µπορεί να γίνει δεκτή ως ιστορική προσέγγιση και ως εκ τού-

του πρέπει να απορριφθεί. Τα µαθηµατικά κείµενα του παρελθόντος δεν είναι µόνο 

τα αυτάρκη, καλώς ορισµένα αντικείµενα για τα οποία µπορεί κάποιος σύγχρονος 

αναγνώστης να προσδιορίσει ποιες µοντέρνες ιδέες λανθάνουν µέσα τους και ποιες 

όχι, αλλά ταυτόχρονα είναι προϊόντα της ανθρώπινης δραστηριότητας η οποία είναι 

συµφυώς εµπρόθετη, εκφράζει τη βούληση, τις προθέσεις, τις επιθυµίες και τους 

στόχους του εκάστοτε συγγραφέα. Εστιάζοντας την προσοχή µόνο στη «νοµοθετι-

κή» πλευρά, στο «αντικειµενικό» σηµασιολογικό περιεχόµενο των κειµένων του πα-

ρελθόντος, η παραδοσιακή ιστοριογραφία παραβλέπει το σπουδαιότερο καθήκον 

που πρέπει να επιτελεί η ιστορία των Μαθηµατικών, που είναι η µελέτη των «ιδιο-

γραφικών» πλευρών της δραστηριότητας των µαθηµατικών του παρελθόντος.3 Υπ’ 

                                                 
3  Οι όροι «νοµοθετικός» και «ιδιογραφικός» εισήχθηκαν από τον Γερµανό φιλόσοφο Wilhelm 

Winderband (1848-1915) και χρησιµοποιήθηκαν στο παρελθόν για να χαρακτηρίσουν τις διά-
φορες επιστήµες. Έτσι, «νοµοθετικές» έχουν χαρακτηριστεί οι επιστήµες οι οποίες, κατά το 
πρότυπο των φυσικών επιστηµών, επιζητούν να κατανοήσουν γεγονότα και διαδικασίες µέσα 
από την αναζήτηση γενικών, καθολικών νόµων που τα διέπουν στην επ’ άπειρον επανάληψή 
τους· αντίθετα «ιδιογραφικές» έχουν χαρακτηριστεί οι επιστήµες που επιζητούν να κατανοή-
σουν το κάθε γεγονός ως µοναδικό και µη επαναλαµβανόµενο. Με βάση αυτή τη διάκριση τα 
Μαθηµατικά ανήκουν στις «νοµοθετικές» επιστήµες. Αντίθετα, ο χώρος της ιστορίας είναι ο 
χώρος του «ιδιογραφικού».       
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αυτή την έννοια, η αποστολή του ιστορικού των Μαθηµατικών δεν µπορεί να περιο-

ριστεί µόνο στο να βλέπει τα Μαθηµατικά του παρελθόντος απλά και µόνο ως προ-

άγγελους των σύγχρονων Μαθηµατικών, στο να διερευνά κάθε φορά ποιες σύγχρο-

νες µαθηµατικές ιδέες µπορεί να αναγνωρίσει στο ένα ή στο άλλο κείµενο του πα-

ρελθόντος. Η κύρια προσπάθειά του θα πρέπει να κατευθύνεται στο να κατανοεί τα 

µαθηµατικά κείµενα του παρελθόντος ιστορικά, να λαµβάνει υπόψη του το ιστορικό 

και πολιτισµικό πλαίσιο στο οποίο εντάσσονται, να προσπαθεί να ανασυγκροτεί, όσο 

αυτό είναι δυνατόν τις αυθεντικές προθέσεις του κάθε ιστορικού συγγραφέα, να α-

πορρίπτει τις ανιστορικές ερµηνείες, να δείχνει τελικά σε ποιο βαθµό οι παρελθού-

σες ιδέες είναι διαφορετικές από τις σύγχρονες. «Η ιστορία των Μαθηµατικών», 

γράφει ο Unguru, «είναι ιστορία, όχι Μαθηµατικά. Είναι η µελέτη των ιδιογραφικών 

πλευρών της δραστηριότητας των µαθηµατικών, οι οποίοι ασχολούνται οι ίδιοι µε τη 

µελέτη του νοµοθετικού, δηλαδή αυτού που ισχύει δια νόµου. Αν κάποιος πρόκειται 

να γράψει την ιστορία των Μαθηµατικών, και όχι τα Μαθηµατικά της ιστορίας, αυ-

τός ο συγγραφέας οφείλει να προσέξει ώστε να µην υποκαταστήσει το ιδιογραφικό 

από το νοµοθετικό, δηλαδή να µην πραγµατευθεί τα Μαθηµατικά του παρελθόντος 

σαν να µην είχαν τα Μαθηµατικά παρελθόν, πέραν των τετριµµένων διαφορών στην 

εξωτερική εµφάνιση ενός κατά βάση αναλλοίωτου σκληρού περιεχοµένου.»  
 

Στα πλαίσια αυτής της νέας ιστοριογραφίας των ελληνικών Μαθηµατικών, οι 

παλιές ερµηνείες επανεξετάζονται και αναδεικνύονται νέα ερωτήµατα. Τόσο όµως 

τα ερωτήµατα όσο και οι ερµηνείες-προτάσεις για την απάντησή τους θα πρέπει να 

έχουν ένα βασικό χαρακτηριστικό, δεν θα πρέπει να παραβιάζουν τον εννοιολογικό 

ορίζοντα της εποχής που αναφέρονται. Πρέπει όµως ταυτόχρονα να µπορούν να α-

ναµετρηθούν και να σταθούν επάξια απέναντι στις παλιές ερµηνείες.  

Το τοπίο της επιστήµης της ιστορίας των ελληνικών Μαθηµατικών, µετά και τη 

σηµαντική αυτή παρέµβαση του Unguru, διεθνώς είχε αρχίσει να διαφοροποιείται σε 

σχέση µε το παρελθόν. Ενδεικτικό για το πόσο αυτή η νέα αντίληψη για την ιστοριο-

γραφία των ελληνικών Μαθηµατικών επηρέασε την έρευνα µέσα στην επόµενη δε-

καετία, είναι το απόσπασµα από ένα άρθρο επισκόπησης του J.L. Berggren (1984, 

395): «… η ιστορία των ελληνικών Μαθηµατικών, µακράν από το να περιµένει τη 

συµπλήρωση κάποιων λεπτοµερειών, είναι ένα πεδίο στο οποίο υπάρχει ακόµη δια-

µάχη πάνω σε κάποια από τα κύρια χαρακτηριστικά του και που θέµατα σηµαντικής 

ιστορικής σηµασίας είναι ακόµη εκκρεµή.»  
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Η αντιπαράθεση που ακολούθησε, µε θέµα την ύπαρξη ή όχι της µεθόδου της 

µαθηµατικής επαγωγής στα ελληνικά Μαθηµατικά, ανάµεσα στον Unguru και τον 

Fowler4, ήταν το επόµενο σηµαντικό επεισόδιο στην αντιπαράθεση παραδοσιακής 

και «νέας» ιστοριογραφίας, που έδειξε ότι η επικράτησή της τελευταίας σε συνδυα-

σµό µε τις σύγχρονες αντιλήψεις περί σηµασίας, γλώσσας και γενικότερα επιστήµης 

ήταν σχεδόν βέβαιη. Σύµφωνα µε αυτές τις αντιλήψεις, η επιστήµη, τείνει όλο και 

περισσότερο, προς µια κατανόηση των εννοιών, όχι πια µε την κλασική αίσθηση της 

έννοιας-υπόσταση-περιεχόµενο, αλλά ως σχέση ή λειτουργική έννοια µέσα σε ένα 

συγκεκριµένο περιβάλλον και σε αλληλεπίδραση µε αυτό. Οι έννοιες δεν είναι ονό-

µατα ή προσδιορισµοί πραγµάτων, αλλά σχέσεων ανάµεσα σε πράγµατα. Τα Μαθη-

µατικά δεν µπορούν πλέον να αντιµετωπίζονται ως καθολικές και αιώνιες αλήθειες, 

οι οποίες βρίσκονταν ανέκαθεν εκεί και γίνονταν αντιληπτές µε τον ίδιο τρόπο, απλά 

σε διαφορετικές εποχές εκφράζονταν σε µια µορφή γλώσσας, που ήταν αδέξια, δυ-

σκίνητη και αναίτια δύσκολη.  
 

Μελετώντας τις παραπάνω επιστηµονικές διαµάχες και έχοντας κατά νου τα θέ-

µατα που µας ενδιαφέρουν, αποκαλύφθηκε µπροστά µας ένα ερευνητικό πεδίο που 

κάθε άλλο παρά ερευνητικά κορεσµένο είναι. Αντίθετα είναι εξαιρετικά ενδιαφέρον 

και ανοιχτό σε νέα ερωτήµατα, όπως και σε νέες απαντήσεις και ερµηνείες σε παλιά 

ερωτήµατα. Τα µεθοδολογικά του εργαλεία και πλαίσια επίσης έχουν ανανεωθεί και 

εκτός από τις λογικο-µαθηµατικές ανακατασκευές που πλέον αντιµετωπίζονται ως 

εύλογες υποθέσεις που αναζητούν την επαλήθευση στα υπάρχοντα κείµενα, έχουν 

συµπεριλάβει τη µελέτη της γλώσσας και της µορφής ενός έργου, της δοµής του, του 

φιλοσοφικού και γενικότερα πολιτισµικού περιβάλλοντος του στο οποίο λειτούργη-

σε, τη µελέτη του συνόλου των έργων ενός συγγραφέα αλλά και άλλων µαθηµατι-

κών παραδόσεων που προηγήθηκαν ή ακολούθησαν.  

 Θεωρούµε ότι µέσα στα πλαίσια αυτής της νέας, ζωντανής ιστοριογραφίας των 

ελληνικών Μαθηµατικών µπορούµε να µελετήσουµε νέα ερωτήµατα αλλά και να 

δώσουµε νέες ερµηνείες σε παλιά, που θα έχουν όµως σε κάθε περίπτωση να µετρη-

θούν µε τις παλιές και να αποδείξουν την αξία τους. Η άρνηση µιας ερµηνείας της 

παραδοσιακής ιστοριογραφίας για ένα θέµα δεν αποτελεί µε κανένα τρόπο νέα ερ-

                                                 
4  Βλέπε: Unguru (1991), Fowler (1994)  και Unguru (1994). 
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µηνεία. Πρέπει να παρουσιαστεί µια νέα ερµηνεία επεξεργασµένη και πλήρως τεκ-

µηριωµένη. Το γεγονός ότι αυτή η ερµηνεία θα χρησιµοποιεί νέα εργαλεία και θα 

εντάσσεται στη νέα ιστοριογραφία δεν την καθιστά αυτόµατα καλύτερη ή ορθότερη 

της παραδοσιακής. Έχουµε πλέον στα χέρια µας τους µεθοδολογικούς άξονες σύµ-

φωνα µε τους οποίους το να γράφει κάποιος την ιστορία της αρχαίας µαθηµατικής 

επιστήµης, συνίσταται σε µια συνεχή αλληλεπίδραση ανάµεσα στον ιστορικό και τις 

πηγές που έχει στη διάθεσή του. Ο ιστορικός επιχειρεί την ανασύσταση του παρελ-

θόντος βασιζόµενος σε ό,τι εκείνο του έχει κληροδοτήσει. Ωστόσο, οφείλει να χειρί-

ζεται το υλικό του µε σεβασµό, χωρίς να το παραποιεί ή να το διαστρεβλώνει. Η µε-

λέτη των πηγών είναι εύλογο να γεννά προβληµατισµούς και νέα ερωτήµατα. Είναι 

απαραίτητο όµως τα ερωτήµατα αυτά να διατυπώνονται προσεκτικά, ώστε να µην 

παραβιάζουν τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του πολιτισµικού πλαισίου στο οποίο α-

ναφέρονται και που ο ιστορικός των Μαθηµατικών οφείλει επίσης να γνωρίζει. Επι-

πλέον, η συλλογιστική των προτεινοµένων ερµηνειών και των υποθέσεων του πρέπει 

να συνοδεύεται πάντα από τεκµήρια, τα οποία δεν θα υπερβαίνουν ή προσβάλλουν 

τα εννοιολογικά και θεωρητικά πλαίσια της ιστορικής περιόδου που ενδιαφέρει κάθε 

φορά.  

  

2. Τα ερωτήµατα της διατριβής και η νέα ιστοριογραφία 

 

Αρκετά από τα ερωτήµατα που απασχολούν τη διατριβή µας και τα οποία θέτουµε 

αµέσως παρακάτω, ίσως στα πλαίσια της παραδοσιακής ιστοριογραφίας των Μαθη-

µατικών να µην είχαν µεγάλη αξία, ενώ κάποια άλλα ίσως να µην είχαν καν νόηµα. 

Στα πλαίσια της νέας ιστοριογραφίας όµως έχουν νόηµα, και οι απαντήσεις τους 

βοηθούν µε ουσιαστικό τρόπο στην ανασύσταση δύο σηµαντικών τµηµάτων του µα-

θηµατικού παρελθόντος, όπως είναι τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη και η γεωµετρική 

ανάλυση.  

 

Τα ερωτήµατα που απασχολούν τη διατριβή µας, κάποια από τα οποία έχουν τε-

θεί και από άλλους µελετητές στο παρελθόν, είναι τα εξής:  

Α) Ποιος ο λόγος και ποια η αναγκαιότητα της ύπαρξής του έργου του Ευκλείδη 

∆εδοµένα; Σε ποιους απευθυνόταν;  
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B) Τι σηµαίνει ο όρος «δεδοµένον» στα ελληνικά Μαθηµατικά; Γιατί ο Ευκλεί-

δης δεν έχει χρησιµοποιήσει πουθενά αλλού στα συγγράµµατά του αυτόν τον όρο; 

Έχει το ίδιο περιεχόµενο µε τον όρο «δοθέν» που εµφανίζεται και στα Στοιχεία; Αν 

συµβαίνει αυτό γιατί τα ∆εδοµένα δεν αποτέλεσαν απλώς ένα επιπλέον βιβλίο των 

Στοιχείων συµπληρωµατικό των έξι πρώτων, όπως πολλοί υποστηρίζουν, αλλά ο 

Ευκλείδης το έγραψε ως διαφορετικό έργο χρησιµοποιώντας αυτή την ιδιόµορφη 

ορολογία «δοθέντων»-«δεδοµένων»;  

Γ) Τι σηµαίνει η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» και γιατί εµφανίζεται απο-

κλειστικά στα ∆εδοµένα και στο δεύτερο µέρος της γεωµετρικής ανάλυσης; ∆ιαφέ-

ρουν σηµαντικά οι δύο όροι µεταξύ τους ή όχι; Αποτελούσε αυτή η ορολογία µια 

απλή ιδιοµορφία στη γλώσσα των Ελλήνων που θα µπορούσε σήµερα να αντικατα-

σταθεί συνολικά από τον όρο «γνωστό»;  

∆) Βοηθάει το υπόµνηµα του Μαρίνου του Φιλοσόφου για τα ∆εδοµένα προκει-

µένου να κατανοήσουµε καλύτερα την έννοια του «δεδοµένου»; Μήπως έχει αντιµε-

τωπισθεί αποσπασµατικά και τελικά υποτιµηθεί από τη σύγχρονη έρευνα;  

Ε) Σε τι χρησιµεύει στην ανάλυση η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον»; Ποια εί-

ναι η αναγκαιότητα του δευτέρου µέρους της γεωµετρικής ανάλυσης, στο οποίο αυ-

τή η ορολογία εµφανίζεται; Ποια είναι η δοµή της γεωµετρικής ανάλυσης και πως 

λειτουργεί αυτή η µέθοδος στην πράξη; Η γεωµετρική ανάλυση έχει κατεύθυνση και 

αν ναι ποια είναι αυτή;  

ΣΤ) Η ανάλυση ήταν µόνο προβληµατική ή υπήρχε και θεωρη(µα)τική όπως ι-

σχυρίζεται ο Πάππος στην εισαγωγή του 7ου βιβλίου της Συναγωγής;  

Ζ) Ποια ήταν η ευρετική αξία της µεθόδου και ποια η σηµασία της για τα ελλη-

νικά Μαθηµατικά;  

Η) Αν η σηµασία της µεθόδου της γεωµετρικής ανάλυσης ήταν πράγµατι µεγά-

λη, όπως πολλοί ισχυρίζονται ότι ήταν, τότε γιατί διασώζεται σε τόσο µικρό αριθµό 

κειµένων; Οι αρχαίοι προσπάθησαν να κρύψουν την αναλυτική µέθοδο από τους µε-

ταγενέστερους προκειµένου να φανεί ακόµη µεγαλύτερη η αξία τους ως µαθηµατι-

κών, όπως υποθέτουν ο Descartes και άλλοι µαθηµατικοί της νεώτερης εποχής; Η 

µήπως υπάρχει κάποια άλλη πιο πειστική εξήγηση που θα πρέπει ενδεχοµένως να 

αναζητηθεί στην κατεύθυνση της έρευνας του κοινού προς το οποίο απευθυνόταν η 

γεωµετρική ανάλυση και το οποίο κατ’ ανάγκη ήταν πολύ περιορισµένο;  
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Θ) Οι τρεις θεωρητικές περιγραφές του Πάππου για τη γεωµετρική ανάλυση που 

περιλαµβάνονται στην εισαγωγή του 7ου βιβλίου της Συναγωγής, µπορούν να συνυ-

πάρξουν κάτω από µια ερµηνεία της ανάλυσης, ή θα πρέπει πάντα να θεωρούµε ως 

παρεµβολή κάποια από αυτές, όπως κάνουν οι µέχρι σήµερα υπάρχουσες ερµηνείες; 

Ο Πάππος χρησιµοποιεί στην πρακτική του την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» µε 

τον ίδιο τρόπο που την χρησιµοποιούσαν ο Ευκλείδης, ο Αρχιµήδης και ο Απολλώ-

νιος και τελικά είναι στην ουσία της ίδια η µέθοδος που εφαρµόζει, µε αυτήν που 

εφαρµόζουν οι µεγάλοι µαθηµατικοί της κλασικής εποχής;  

 

Από τη συζήτηση που θα ακολουθήσει πιστεύουµε ότι θα γίνει σαφές το γεγονός 

ότι για τα περισσότερα από τα ερωτήµατα που θέσαµε και έχουν τεθεί και στο πα-

ρελθόν, όχι µόνο δεν υπάρχουν οριστικές απαντήσεις αλλά αντίθετα υπάρχουν αρκε-

τά σοβαρές διχογνωµίες οι οποίες κρατάνε πολλά χρόνια. Οι απαντήσεις που εµείς 

θα προσπαθήσουµε να δώσουµε σε αυτά τα ερωτήµατα αλλά και στα καινούργια 

ερωτήµατα στην παρούσα διατριβή, άλλες φορές θα χρησιµοποιήσουν στοιχεία των 

παλιών απαντήσεων και άλλες φορές θα αναµετρηθούν µαζί τους, αποδεικνύοντας 

πάντα ότι δεν παραβιάζουν αλλά αντίθετα σέβονται τον εννοιολογικό ορίζοντα της 

εποχής που αναφέρονται.  

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

Οι έρευνες για τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη 
 

Απαραίτητη προϋπόθεση, πριν από οποιαδήποτε προσπάθεια απάντησης των ερωτη-

µάτων που τέθηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο, είναι η διερεύνηση του διεθνούς 

ερευνητικού τοπίου γύρω από τα κείµενα που τα ερωτήµατα αυτά αφορούν. Στο κε-

φάλαιο αυτό θα παραθέσουµε και θα συζητήσουµε τα αποτελέσµατα της σύγχρονης 

έρευνας σχετικά µε τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη και την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµέ-

νον» που χρησιµοποιούν. Επίσης θα καταγράψουµε την εµφάνιση των όρων «δοθέν» 

και «δεδοµένον» όπως παρουσιάζονται σε πρώτη ανάγνωση στα κείµενα του Ευ-

κλείδη, του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου.  

 

1.1. Τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη. Οι απόψεις για την αξία, το περιεχόµενο  

και την ορολογία που χρησιµοποιούν  
 

Ο Μαρίνος ο φιλόσοφος τον 5ο αι. µ.Χ., όταν έγραφε στις πρώτες γραµµές του υπο-

µνήµατός του «Ὁρίζονται δὴ τὸ δεδοµένον πολλαχῶς, καὶ ἄλλως µὲν οἱ παλαιότε-

ροι, ἄλλως δὲ οἱ νεώτεροι· διὸ καὶ συνέβη χαλεπὴν εἶναι τὴν ἀληθῆ περὶ αὐτοῦ ἀπό-

δοσιν. καὶ ἔνιοι µὲν οὐδὲ ὁρισµόν τινα αὐτοῦ ἀποδεδώκασιν,» (234. 4-7), γνώριζε 

µόνο τις δυσκολίες που είχε προκαλέσει µέχρι εκείνη τη στιγµή η προσπάθεια κατα-

νόησης και απόδοσης του περιεχοµένου του όρου «δεδοµένον» στα µαθηµατικά. 

Μάλλον δεν θα µπορούσε να φανταστεί την πορεία του όρου στο µέλλον, ή τις δυ-

σκολίες που θα προκαλούσε τόσο ο ίδιος ο όρος όσο και τα ∆εδοµένα, στους µαθη-

µατικούς και τους ιστορικούς των µαθηµατικών τους δεκαπέντε αιώνες που θα ακο-

λουθούσαν. Σε αυτή την ενότητα θα ασχοληθούµε µε το διεθνές τοπίο της έρευνας 

που έχει υπάρξει γύρω από τα ∆εδοµένα και την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» µε 

την οποία διατυπώνονται.  

Ο Ευκλείδης έγραψε ένα ολόκληρο έργο, που φέρει τον τίτλο ∆εδοµένα1, στο 

οποίο περιέλαβε 14 ορισµούς και 94 προτάσεις2, µε αντικείµενο την επίπεδη γεωµε-

                                                 
1  Οι τίτλοι σε αρκετά αρχαία και µεσαιωνικά κείµενα δίνονταν από την πρώτη λέξη του κειµέ-
νου. Αυτό ακριβώς συνέβη και µε τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη.  

2  90 θεωρήµατα σύµφωνα µε την εκδοχή του Πάππου, από το Jones (1986, 85, 638.2-3).  
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τρία και περιεχόµενο που εκ πρώτης όψεως φαίνεται να είναι ανάλογο των έξι πρώ-

των βιβλίων των Στοιχείων. Από το 7ο βιβλίο της Συναγωγής του Πάππου, αντλούµε 

τις πληροφορίες ότι τα ∆εδοµένα είναι το πρώτο ως προς την τάξη βιβλίο της ανάλυ-

σης3 (Αναλυόµενος), η ύλη της οποίας4 είναι ιδιαίτερη και επινοήθηκε µετά την σύν-

θεση των κοινών στοιχείων, για αυτούς που ήθελαν να αποκτήσουν ευρετική δύναµη 

στη Γεωµετρία, που θα τους βοηθούσε στην επίλυση των προβληµάτων.  

Οι απόψεις των σύγχρονων µελετητών του έργου για αρκετά στοιχεία του όπως 

η αξία του, το περιεχόµενό του, η ανάγκη ύπαρξής του δεν συµφωνούν πάντα µετα-

ξύ τους. Είναι χαρακτηριστικές δύο από τις πρώτες χρονολογικά αξιολογήσεις του 

έργου, που παραθέτει ο Ito (1980, 12): 

Ο Heiberg αξιολόγησε τα ∆εδοµένα µε βεβαιότητα ως ανήκοντα στην ανώτερη 

γεωµετρία, ενώ ο Cantor σηµείωσε ότι ήταν µόνο ένα τετράδιο ασκήσεων για να 

φρεσκάρει κανείς τα Στοιχεία.  

∆ύο θέσεις που είναι προφανώς εκ διαµέτρου αντίθετες για την αξία των ∆εδο-

µένων και κατά συνέπεια για το πώς το έργο πρέπει να γίνεται κατανοητό και ποιους 

αφορά. Με τη σειρά του ο Heath (1926, 8), κάνει µια πιο εκτενή αξιολόγηση για τα 

∆εδοµένα που είναι πιο διπλωµατική και µάλλον βρίσκεται στο ενδιάµεσο των δύο 

προηγουµένων: 

Τα ∆εδοµένα αφορούν τη στοιχειώδη γεωµετρία, αν και αποτελούν ένα µέρος της 

εισαγωγής στην ανώτερη ανάλυση. Η µορφή τους είναι αυτή προτάσεων που α-

ποδεικνύουν ότι, αν συγκεκριµένα πράγµατα είναι δεδοµένα (are given) (ως προς 

το µέγεθος, το είδος, κ.ά) σε ένα σχήµα, κάτι άλλο είναι δεδοµένο (is given). Το 

αντικείµενό τους είναι εν πολλοίς το ίδιο όπως αυτό των βιβλίων της επιπεδοµε-

τρίας των Στοιχείων, προς τα οποία τα ∆εδοµένα είναι συµπληρωµατικά (supple-

mentary). Θα το κατανοήσουµε αυτό καλύτερα αργότερα όταν θα έρθουµε να συ-

γκρίνουµε τις προτάσεις στα Στοιχεία οι οποίες µας δίνουν τα µέσα για την επίλυ-

ση της γενικής δευτεροβάθµιας εξίσωσης µε τις αντίστοιχες προτάσεις των ∆εδο-

µένων οι οποίες δίνουν τις λύσεις. Τα ∆εδοµένα µπορούν στην πραγµατικότητα να 

θεωρηθούν ως στοιχειώδεις ασκήσεις στην ανάλυση.  

Το κύριο χαρακτηριστικό των ∆εδοµένων κατά τον Heath εποµένως είναι η συ-

µπληρωµατικότητά τους προς τα Στοιχεία. Τα εντάσσει επίσης, έστω και µε υπόρρη-

                                                 
3  Jones (1986, 85, 636.18-19). 
4  Jones (1986, 83, 634.3-5). 
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το τρόπο, σε αυτό που ονοµάζεται «γεωµετρική άλγεβρα» όταν αναφέρει ότι κάποιες 

από τις προτάσεις του έργου «δίνουν τις λύσεις της γενικής δευτεροβάθµιας εξίσω-

σης». Θέση η οποία θα υποστηριχθεί µε ρητό τρόπο στη συνέχεια και από άλλους 

επιφανείς εκπροσώπους της παραδοσιακής ιστοριογραφίας. Ο Heath (1921, τόµ. Ι, 

422), όµως, έχει παρατηρήσει σε προηγούµενο έργο του κάτι σηµαντικό για το είδος 

των προτάσεων των ∆εδοµένων, που σε πρώτη ανάγνωση φαίνεται να αντιτίθεται 

στην προηγούµενη δήλωσή του ότι οι προτάσεις των Στοιχείων δίνουν τα µέσα για 

την επίλυση της δευτεροβάθµιας ενώ οι προτάσεις των ∆εδοµένων δίνουν τις λύσεις: 

Ας σηµειωθεί ότι αυτή η µορφή πρότασης [των ∆εδοµένων] δεν προσδιορίζει 

στην πραγµατικότητα το αντικείµενο ή τη σχέση η οποία αποδεικνύεται ότι δίνε-

ται, αλλά απλώς αποδεικνύει ότι µπορεί να προσδιορισθεί (can be detrmined), ό-

ταν τα γεγονότα που διατυπώνονται στην υπόθεση είναι γνωστά (are known).  

Μια δήλωση η οποία από τη µια αναγνωρίζει και αναδεικνύει τη «δυνητικότητα» 

των αποτελεσµάτων και των προτάσεων των ∆εδοµένων, ενός στοιχείου που είναι πο-

λύ σηµαντικό όπως θα δείξουµε παρακάτω στην έρευνά µας, από την άλλη όµως δεν 

αποφεύγει την ταύτιση των «δεδοµένων» έστω της υπόθεσης µε τα «γνωστά».  

 

Ο Van Der Waerden (2000, 198), ένας από τους βασικούς υποστηρικτές της πα-

ραδοσιακής ιστοριογραφίας και θιασώτης της θεωρίας της «γεωµετρικής άλγεβρας» 

όπως έχουµε αναφέρει, βλέπει µε τη σειρά του στα ∆εδοµένα ένα έργο σηµαντικό για 

την ιστορία της άλγεβρας, όπως δηλώνει. Μια δήλωση ή αλήθεια της οποίας του 

φαίνεται σχεδόν προφανής γι’ αυτό και αρκείται να την αιτιολογήσει παραθέτοντας 

απλώς στη συνέχεια του κειµένου του µερικές προτάσεις από τα ∆εδοµένα µεταφρα-

σµένες σε αλγεβρική γλώσσα µε τη βοήθεια εξισώσεων:  

Τα ∆εδοµένα είναι ένα βιβλίο µεγάλης σπουδαιότητας για την ιστορία της άλγε-

βρας. Το έργο αποτελείται από προτάσεις της ακόλουθης µορφής: όταν ορισµένα 

µεγέθη είναι δεδοµένα (are given) ή καθορισµένα (determined), τότε άλλα µεγέθη 

είναι επίσης καθορισµένα (determined).  

Υποσηµειώνει επίσης την υπόδειξη που έχει δεχθεί από τον Dijksterhuis για την 

απόδοση του όρου «δεδοµένον» µε τον όρο «καθορισµένο», χωρίς να αιτιολογεί το 

γιατί ο ίδιος την έχει αποδεχτεί: «Το κείµενο µιλάει παντού για ‘δεδοµένα’ (given), 

αλλά o Dr.Dijksterhuis επέστησε την προσοχή µου στο γεγονός ότι ο όρος ‘καθορι-

σµένο’ εκφράζει καλύτερα το νόηµα.» Συνοψίζοντας θα µπορούσαµε να πούµε ότι ο 
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Van Der Waerden θεωρεί τα ∆εδοµένα ως ένα αλγεβρικό έργο προφανής στόχος των 

προτάσεων του οποίου είναι να καθοριστούν κάποια µεγέθη µε τη βοήθεια κάποιων 

άλλων που είναι ήδη καθορισµένα. Ένα ακόµη τυπικό δείγµα δηλαδή της «γεωµε-

τρικής άλγεβρας».  

  

Στη σύνδεση των ∆εδοµένων µε την άλγεβρα έχει προηγηθεί όµως ο Neugebauer 

(1936, 249), βασιζόµενος σε απόψεις του Zeuthen όπως ο ίδιος αναφέρει:  

Σε πολλά σηµεία αυτός [ο Zeuthen], έκανε ιδιαίτερη µνεία για το ότι στα παρα-

δείγµατα «παραβολής χωρίων» από το 6ο βιβλίο και τις αντίστοιχες προτάσεις 

των ∆εδοµένων, υπάρχει η πλήρης συζήτηση γύρω από τις εξισώσεις 2ου βαθµού.  

 

Επηρεασµένος από τις παραπάνω θέσεις ο Ε. Σταµάτης5 αναφέρει για τα ∆εδο-

µένα: «Το υπό τον τίτλον ∆εδοµένα βιβλίον περιλαµβάνει 94 θεωρήµατα, εις µερικά 

των οποίων σπουδάζονται αλγεβρικαί και τριγωνοµετρικαί προτάσεις υπό γεωµετρι-

κήν µορφήν. Ενδεικτικώς αναφέροµεν το 93 θεώρηµα, όπου σπουδάζεται γεωµετρι-

κώς η πρότασις: [2ηµγ + 2ηµ(α + γ)] : 2ηµ(
2
a  + γ) = 2ηµα : 2ηµ

2
a  …Τα πρώτα θεω-

ρήµατα τριγωνοµετρίας απαντούν εις την πραγµατείαν ∆εδοµένα του Ευκλείδου.» 

Μια θέση η οποία προφανώς εντάσσεται στην ιστοριογραφία της εποχής του και ει-

δικότερα στις απόψεις περί «γεωµετρικής άλγεβρας». 

 

Στην ίδια κατεύθυνση µε τους προηγούµενους, ο Mahoney (1968, 331), συνδέει 

επίσης τα ∆εδοµένα µε τη «γεωµετρική άλγεβρα», παρόλο που στη συνέχεια, θεωρη-

τικά τουλάχιστον, όπως είδαµε, διατύπωσε απόψεις υπέρ της νέας ιστοριογραφίας. 

Συγκεκριµένα αναφέρει: 

Η γεωµετρική άλγεβρα ήταν ένα από τα βασικά εργαλεία του µαθηµατικού ανα-

λυτή. Στα ∆εδοµένα, ο σκοπός των οποίων ήταν να επαναδιατυπώσουν και να α-

ναδιατάξουν το υλικό των Στοιχείων σε µια µορφή πιο εύκολα εφαρµόσιµη στην 

ανάλυση νέων προβληµάτων, ο Ευκλείδης έδωσε εξέχουσα θέση στο δόγµα της 

παραβολής χωρίων, το οποίο είναι η ουσία της ελληνικής γεωµετρικής άλγεβρας.  

                                                 
5  Μεγάλη Παιδαγωγική Εγκυκλοπαίδεια, λήµµα Ευκλείδης, σ. 756.  
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Θεωρεί δηλαδή ο Mahoney ότι τα ∆εδοµένα είναι µια απλή αναδιατύπωση της 

ύλης που είναι ήδη γνωστή από τα Στοιχεία, µε στόχο αυτή η ύλη να εφαρµόζεται 

ευκολότερα σε αναλύσεις νέων προβληµάτων. Με άλλα λόγια το αντίστοιχο του πε-

ριεχοµένου κάποιας ήδη γνωστής πρότασης των Στοιχείων απλά επαναδιατυπώνεται 

µε τη βοήθεια της ορολογίας «δοθέντων» – «δεδοµένων». Προφανώς η επαναδιατύ-

πωση είναι κάτι που ακολουθεί την πρώτη διατύπωση, κάτι που σηµαίνει ότι ο 

Mahoney αναγνωρίζει και χρονική προτεραιότητα στο υλικό των Στοιχείων έναντι 

αυτού των ∆εδοµένων. Μια θέση η οποία όπως θα φανεί στη συνέχεια της διατριβής 

µας δεν µας βρίσκει καθόλου σύµφωνους. Θα µπορούσαµε ενδεχοµένως να αποδε-

χθούµε τη συζήτηση για χρονική προτεραιότητα της ανάγνωσης των Στοιχείων ένα-

ντι των ∆εδοµένων από κάποιον που ασχολείται µε τα Μαθηµατικά, λόγω της δια-

φορετικής στόχευσης του κάθε έργου που θα υποστηρίξουµε παρακάτω, αλλά όχι 

και αυτήν της ύπαρξης και της λειτουργίας του υλικού τους. Θα ήταν σα να υποστη-

ρίζαµε τη χρονική προτεραιότητα της σύνθεσης ενός προβλήµατος έναντι της ανά-

λυσής του. Ο Mahoney (1968, 341), χωρίς να ξεφεύγει και αυτός από τον γενικό κα-

νόνα της µέχρι σήµερα ιστοριογραφίας για ταύτιση των όρων «δοθέν» και «δεδοµέ-

νον» και απόδοσή τους µε το «γνωστό» γράφει:  

Από τη στιγµή που αυτός που κάνει την ανάλυση υπέθεσε στο ξεκίνηµα ότι το 

πρόβληµα ήταν λυµένο, λειτούργησε για όλες τις ποσότητες στο σχήµα του σαν 

να ήταν γνωστές (known). Τα ∆εδοµένα εξυπηρέτησαν το σκοπό να του υπενθυ-

µίσουν τι πραγµατικά ήταν γνωστό (known) και τι άγνωστο (unknown) και να 

παραθέσουν τα λιγότερα δυνατόν αναγκαία στοιχεία για να εκτελεστούν συγκε-

κριµένες κατασκευές.  

 

Ο Freudenthal (1977, 194) µε τη σειρά του, ως ένας ακόµη από τους γνήσιους 

εκπροσώπους της παραδοσιακής ιστοριογραφίας και στα πλαίσια της διαµάχης για 

τη «γεωµετρική άλγεβρα», θα πάρει θέση που εντάσσει ευθέως τα ∆εδοµένα στη 

«γεωµετρική άλγεβρα»: 

…τα Στοιχεία δεν είναι εγχειρίδιο για την επίλυση εξισώσεων. Ένα τέτοιο κείµε-

νο εντούτοις υπάρχει: είναι τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη. …Το ύφος του γραψίµα-

τος των ∆εδοµένων, που δεν µεταβάλλεται, είναι: ∆εδοµένων (Given) ορισµένων 

µεγεθών a, b, c και µιας σχέσης F (a, b, c, x), τότε το x είναι επίσης δεδοµένον 
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(given), και η απόδειξη µιας τέτοιας δήλωσης συνίσταται στην έκθεση του κάθε 

επιµέρους βήµατος που οδηγεί από το a, b, και c στο x.  

Μια θέση την οποία σχολίασε ιδιαίτερα αρνητικά από ιστοριογραφική άποψη ο 

Unguru (1979, 560), θεωρώντας τη ως µια τυπική έκφραση της παραδοσιακής ιστο-

ριογραφίας η οποία χρησιµοποιεί όρους, σύµβολα και έννοιες των µοντέρνων Μα-

θηµατικών για να αποδώσει µε εντελώς εσφαλµένο τρόπο κείµενα του παρελθόντος. 

Με την ευκαιρία αυτής της κριτικής ο Unguru διατύπωσε τη δική του άποψη για τα 

∆εδοµένα:  

Αλλά το γεγονός παραµένει ότι η ελληνική γεωµετρία δεν περιείχε εξισώσεις. ∆εν 

µπορεί κανείς να βρει ούτε µια εξίσωση σε όλο το κείµενο των ∆εδοµένων. Από-

δειξη (όπως θα έλεγε ένας Ινδός µαθηµατικός): Εκτός αν κάποιος έχει στη διάθε-

σή του την αλγεβρική γλώσσα και την ικανότητα να µεταφράζει σε αυτή, είναι 

αδύνατο να συνοψίσει αυτή τη µικρή πραγµατεία του µάλλον ποικίλου περιεχο-

µένου τόσο απερίσκεπτα όσο έχει κάνει ο Freudenthal. …Κάθε περίπτωση στα 

∆εδοµένα του Ευκλείδη είναι µοναδική, έχοντας τη δική της µέθοδο της ανάλυ-

σης, και καµία δεν µπορεί να υπαχθεί κάτω ή να αναχθεί σε άλλες περιπτώσεις. 

Βεβαίως η περιγραφή του Freudenthal είναι µαθηµατικά ορθή. Ιστορικά όµως εί-

ναι ανεπαρκής.  

 Παρόλο που θα συµφωνήσουµε µε την κριτική του Unguru στη θέση του 

Freudenthal για τα ∆εδοµένα, θα πρέπει επίσης να σηµειώσουµε ότι και η δική του 

θέση για τα ∆εδοµένα, µέχρι εδώ τουλάχιστον, θα πρέπει να χαρακτηριστεί από ελά-

χιστα διαφωτιστική έως ανεπαρκής. Τονίσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο ότι η κρι-

τική στην παραδοσιακή ιστοριογραφία θα πρέπει να συνοδεύεται από νέες θέσεις οι 

οποίες θα πρέπει να είναι σε θέση να αναµετρηθούν επάξια µε τις παλιές και να απο-

δείξουν την υπεροχή τους. Αυτό δυστυχώς δεν είναι κάτι που µπορούµε να το ισχυ-

ριστούµε στην παρούσα διαµάχη και αποτελεί ίσως µια αφορµή για να κατανοήσου-

µε το γεγονός ότι δεν είναι εξορισµού ούτε συνολικά οι θέσεις της νέας ιστοριογρα-

φίας καλύτερες ή επιστηµονικά επαρκέστερες από τις θέσεις της παραδοσιακής ι-

στοριογραφίας. Η απόρριψη των θέσεων της παραδοσιακής ιστοριογραφίας για ένα 

συγκεκριµένο ζήτηµα δεν αποτελεί θέση από µόνη της. Πρέπει να παρουσιαστεί µια 

θέση επεξεργασµένη και πειστική για να µπορέσει να ανατρέψει ή να τροποποιήσει 

µια προηγούµενη θέση. Αυτή η νέα θέση πρέπει επιπλέον να έχει όλα τα απαραίτητα 
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ποιοτικά χαρακτηριστικά που προαναφέραµε, τα οποία θα της επιτρέψουν να εντα-

χθεί στη νέα ιστοριογραφία.  

Συνεχίζοντας παρακάτω, ο Unguru (1979, 560), θα δεχτεί ότι ο Heath είναι πιο 

κοντά στην αλήθεια µε τις θέσεις του για τα ∆εδοµένα, ενώ θα καταλήξει ότι το έργο 

αυτό αποτελεί µια άλλου είδους προσέγγιση στη στοιχειώδη γεωµετρία από αυτή 

των Στοιχείων. Μπορεί ο Unguru µε µην θέση του για τα ∆εδοµένα να µην προσφέ-

ρει τίποτε αξιόλογο, άλλωστε είναι ένα πεδίο µε το οποίο δεν έχει ασχοληθεί ιδιαίτε-

ρα, αλλά οι τοποθετήσεις των διαφόρων µελετητών, σχετικά µε το µαθηµατικό πε-

ριεχόµενο και το λόγο ύπαρξης των ∆εδοµένων, είναι αρκετά πιο συγκρατηµένες, 

µετά από τις παρεµβάσεις του για τη νέα ιστοριογραφία. Είναι χαρακτηριστικό το 

γεγονός ότι έκτοτε οι τοποθετήσεις των διαφόρων µελετητών δεν αναφέρονται πλέον 

στη σχέση των ∆εδοµένων µε την άλγεβρα. 

  

Η εκτίµηση του Jones (1986, 68) για τα ∆εδοµένα είναι ότι το έργο: «περιλαµβά-

νει ένα µεγάλο αριθµό θεωρηµάτων σχετικά µε την κατασκευασιµότητα (construc-

tability) των αντικειµένων, τα οποία είναι ιδιαίτερα πολύτιµα στην ανάλυση ενός 

προβλήµατος.» Μεγαλύτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η άποψή του για την ορολογία 

«δοθέν»-«δεδοµένον» που έχει διατυπώσει στην προηγούµενη σελίδα: 

Ουσιώδης για την ανάλυση των προβληµάτων ήταν η έννοια του «δεδοµένου» 

(being given), η οποία αφορούσε και τα αντικείµενα της υπόθεσης στην αρχή ε-

νός προβλήµατος, και σε όλα τα άλλα αντικείµενα που καθορίζονται από τις υπο-

θέσεις. Ο όρος «δεδοµένον» (given) είχε στην αρχαιότητα µια µεγάλη γκάµα εν-

νοιολογικών αποχρώσεων αλλά οι πιο κοινές σηµασίες ήταν «εξελήφθει ως αλη-

θές», «καθορισµένο», και «καθορισµένο και κατασκευάσιµο»  

Αναγνωρίζει δηλαδή ο Jones τη σπουδαιότητα του όρου «δεδοµένον» γι’ αυτό 

και θα επανέλθει σε αυτό στην προσπάθειά του να αναλύσει τον ορισµό του πορί-

σµατος, όταν θα αναφερθεί στα λεγόµενα του Πάππου (7.652.10-15) σχετικά µε τη 

δυσκολία κατανόησης των πορισµάτων, εξαιτίας της λακωνικότητά τους. Μιας λα-

κωνικότητας, που αφήνει πολλά πράγµατα να κατανοηθούν µε τον συνήθη εθιµικό 

τρόπο. Γεγονός όµως, που έχει ως αποτέλεσµα, σύµφωνα µε τον Πάππο: «ὥστε 

πολλοὺς τῶν γεωµετρῶν ἐπὶ µὲν µέρους ἐκδέχεσθαι, τὰ δὲ ἀναγκαιότερα ἀγνοεῖν 

τῶν σηµαινοµένων.» Αναδεικνύει δηλαδή ο Jones (1986, 552), το γεγονός ότι και ο 
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ίδιος ο Πάππος αµφιβάλει κατά πόσο όλοι οι γεωµέτρες αντιλαµβάνονται πλήρως τα 

σπουδαιότερα από τα σηµαινόµενα των εκφωνήσεων. Ως παράδειγµα αναφέρει την 

εκφώνηση του πρώτου από τα Πορίσµατα του Ευκλείδη µε την ορολογία «δοθέν» –

«δεδοµένον».6  
  

Για το περιεχόµενο και τη σχέση των ∆εδοµένων µε τα Στοιχεία η άποψη του 

Knorr δεν έχει να προσφέρει κάτι ιδιαίτερο:  

Τα ∆εδοµένα είναι ένα συµπλήρωµα των Στοιχείων, αναπλασµένο σε µια µορφή 

πιο κατάλληλη για χρήση στην ανάλυση προβληµάτων. …Πραγµατικά, µόνο σε 

σπάνιες περιπτώσεις τα ∆εδοµένα παρουσιάζουν ένα αποτέλεσµα χωρίς ένα πα-

ραλληλισµό µε τα Στοιχεία. (Knorr, 1986, 109) … Τα ∆εδοµένα ήταν πρωτότυπα 

µόνο στη µορφή, το περιεχόµενό τους εν πολλοίς επαναλαµβάνει αυτό των Στοι-

χείων. (Knorr, 1986, 138)  

Είναι όµως αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι ενώ προηγουµένως ο ίδιος ο Knorr, έ-

χοντας αναπτύξει έναν λίγο πολύ γνωστό συλλογισµό σύµφωνα µε τον οποίο τα 

Στοιχεία του Ευκλείδη δεν προσδίδουν στο συγγραφέα τους καµία ιδιαίτερη ερευνη-

τική αξία, δεδοµένου ότι τα σηµαντικότερα από τα περιεχόµενά τους αποδίδονται σε 

άλλους µαθηµατικούς, δηλώνει για τα ∆εδοµένα ότι:  

Έτσι το κατάλληλο µέτρο για τις γεωµετρικές έρευνες που διεξήχθησαν από τον 

Ευκλείδη και τους συγχρόνους του δεν πρέπει να αναζητηθεί στα Στοιχεία, αλλά 

στα ∆εδοµένα και στα χαµένα Πορίσµατα και Κωνικά, που συνελήφθησαν για να 

βοηθήσουν στην επίλυση των γεωµετρικών προβληµάτων. (Knorr, 1986, 102) 

Με άλλα λόγια, ο Knorr αν και από τη µια υποστηρίζει ότι τα ∆εδοµένα είναι ένα 

συµπλήρωµα των Στοιχείων και η πρωτοτυπία τους είναι µόνο η µορφή τους, από 

                                                 
6  Jones (1986, 552): «Η µια εκφώνηση που έχουµε µε τα λόγια του Ευκλείδη υποδηλώνει ήδη 
κάποιους πιθανούς κινδύνους. Το πιο επικίνδυνο είναι η αµφισηµία του όρου ‘given’. Ο όρος 
χρησιµοποιείται ή υπονοείται στην εκφώνηση έξι φορές … 656.1-5… Στις περιπτώσεις (1), 
(2), (3) και (4) το ‘given’ προφανώς σηµαίνει ‘εξελήφθει ως αληθές’. ∆εν είναι άµεσα προφα-
νές αν η (5) και η (6) αναφέρονται σε πράγµατα ‘given’ µε την έννοια ότι εξελήφθησαν ως 
αληθή ή µε την έννοια ότι καθορίστηκαν από άλλα πράγµατα που εξελήφθησαν ως αληθή.» 
Φαίνεται δηλαδή ότι ο Jones, αντιλαµβάνεται κάποια διαφοροποίηση στο περιεχόµενο των 
όρων «δοθέν» και «δεδοµένον», παρόλο που τους αποδίδει όλους µε το «given». Σηµειώνουµε 
ότι οι λέξεις στο αρχαίο κείµενο είναι κατά σειρά: (1) «δεδοµένων», (2) «δεδοµένην», (3) 
«δεδοµένης», (4) «δεδοµένω», (5) δεν υπάρχει, ο Jones όµως, υποθέτει ότι θα πρέπει να εννο-
ήσουµε «given in position», και (6) «δοθέντα». Μπορεί δηλαδή τελικά ο Jones να µην κάνει 
τη διάκριση «δοθέντος»-«δεδοµένου», αλλά είναι από τους ελάχιστους που δηλώνουν ότι κάτι 
διαφορετικό ίσως υπάρχει κάτω από αυτό που στα αγγλικά όλοι αποδίδουν ως «given». 
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την άλλη θεωρεί ότι αποτελούν, µαζί µε τα Πορίσµατα και τα Κωνικά που χάθηκαν, 

το µέτρο για τις γεωµετρικές έρευνες της εποχής του Ευκλείδη. Οι δύο αυτές θέσεις 

του µάλλον δεν συµβιβάζονται εύκολα µεταξύ τους. 

Επίσης, ο Knorr (1986, 110), γράφει σε σχέση µε την ορολογία «δοθέν» – «δε-

δοµένον» και αναφερόµενος σε ένα παράδειγµα σύνθεσης γεωµετρικού τόπου που 

αντλεί από τα Μετεωρολογικά του Αριστοτέλη, και του οποίου έχει προσπαθήσει να 

ανασυστήσει τη χαµένη ανάλυση µε βάση την ορολογία άλλων αναλύσεων που δια-

σώθηκαν:  

Αναφερόµενος πάλι στο δείγµα µας της ανάλυσης, κάποιος παρατηρεί πως η 

παράγραφος του συµπεράσµατος σχηµατίζεται από µια σειρά από «δεδοµένα» 

(givens), που το καθένα καθορίζεται από τα προηγούµενα, µέχρι να φτάσει στο 

ζητούµενο της κατασκευής ως δεδοµένο (given). Η υιοθέτηση αυτής της ορολο-

γίας δεν είναι απλώς ένας φορµαλισµός· εξυπηρετεί ένα κρίσιµο στόχο κρατώντας 

χωριστές δύο οµάδες όρων που έχουν αρκετά διαφορετική λογική υπόσταση. Κά-

ποιοι όροι είναι γνωστοί µόνο υποθετικά, επειδή προέρχονται από την υπόθεση 

ότι η κατασκευή έχει πραγµατοποιηθεί· αλλά άλλοι όροι είναι γνωστοί λόγω του 

ορισµού της κατασκευής που πρόκειται κάποιος να παράγει. Τα τελευταία είναι 

τα «δεδοµένα» (givens)…Χωρίς ένα τέτοιο τέχνασµα της ορολογίας όπως αυτό 

των «δεδοµένων» (givens), η λογική υπόσταση αυτών των σειρών σύντοµα θα 

µπερδευόταν απελπιστικά.(Knorr, 1986, 110)  

Γίνεται φανερό δηλαδή από τα λεγόµενά του, ότι ο Knorr δεν διακρίνει ανάµεσα 

στον όρο γνωστό (Known) και τον όρο «δεδοµένον». ∆ιαισθάνεται όµως µια διαφο-

ρετικότητα στη λογική υπόσταση των όρων της ανάλυσης και πιο συγκεκριµένα των 

«δοθέντων» και των «δεδοµένων» αν και τα αποδίδει ενιαία ως «givens». Αυτή τη 

διαφορετικότητα όµως δεν την κάνει πολύ σαφή ούτε συγκεκριµένη. Θα προσπαθή-

σει και στη συνέχεια να προσδιορίσει τη σηµασία του όρου «given» µέσα από απο-

σπάσµατα φιλοσοφικών κειµένων, κυρίως του Αριστοτέλη, που είναι προγενέστερα 

των ∆εδοµένων, στα πρωτότυπα των οποίων περιλαµβάνεται άλλοτε ο όρος «δοθέν» 

και άλλοτε ο όρος «δεδοµένον» χωρίς ιδιαίτερα αποτελέσµατα. Κάτι που είναι φυσι-

κό κατά την άποψή µας γιατί προσπαθεί να προσδιορίσει τη σηµασία δύο διαφορετι-

κών όρων αντιµετωπίζοντάς τους ως έναν.  

Ο Taisbak (1991), που έχει ασχοληθεί µε τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη πιο συστη-

µατικά και σε βάθος από όλους τους προηγούµενους, στο άρθρο του µε τίτλο: 
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«Elements of Euclid’s Data», δεν προβαίνει σε κρίσεις ή αξιολογήσεις των ∆εδοµέ-

νων αναγνωρίζοντας ότι πρέπει να προηγηθεί µια καλύτερη εκτίµηση του περιεχο-

µένου του όρου «δεδοµένον». Σχετικά όµως µε τα λεγόµενα του Knorr ότι τα ∆εδο-

µένα πρέπει να αποτελέσουν µαζί µε τα Πορίσµατα και τα Κωνικά το µέτρο για τις 

γεωµετρικές έρευνες της εποχής του Ευκλείδη, ο Taisbak (1991, 136-137) αναφέρει:  

Ο Knorr προφανώς χάνει το κύριο σηµείο. Είναι κοινή η πίστη στη θεώρηση του 

µαθηµατικού και του ιστορικού, ότι γνωρίζει τι σηµαίνει να «είναι δεδοµένο» (be 

given). Ο καθένας το γνωρίζει αυτό βεβαίως, αν και καθένας που έχει προσπαθή-

σει να κατανοήσει «τις κοινές έννοιες» του πρώτου βιβλίου των Στοιχείων οφείλει 

να έχει υποψίες για διαισθητικά κατανοητούς όρους στα ελληνικά Μαθηµατικά. 

…µε δυσκολία οποιοσδήποτε σύγχρονος µαθηµατικός θα χρησιµοποιούσε το κα-

τηγόρηµα «είναι δεδοµένο» για κάτι που έχει βρεθεί ή αποδειχθεί ότι είναι αλη-

θές. Αλλά οι Έλληνες το έκαναν, και αυτό είναι ένα γεγονός όχι οικείο για εµάς 

το οποίο πρέπει να κατανοηθεί εάν πρόκειται να αποτιµηθούν σωστά τα ∆εδοµένα 

του Ευκλείδη. Σε αυτό το άρθρο θα προσπαθήσω να καθορίσω τι σηµαίνει το κα-

τηγόρηµα «είναι δεδοµένο» (is given) στα ∆εδοµένα.  

Είναι φανερό λοιπόν, ότι ο Taisbak έχει κατανοήσει περισσότερο από πολλούς 

άλλους ότι το «δεδοµένον» ως έννοια είναι αρκετά σύνθετη και καθόλου αυτονόητη, 

κατά συνέπεια κάθε προσπάθεια για σωστή αποτίµηση των ∆εδοµένων, πρέπει να 

συνεκτιµήσει απαραίτητα το γεγονός ότι η χρήση του «δεδοµένου» από τους Έλλη-

νες µαθηµατικούς είναι αρκετά διαφορετική. Κάτι που θα κάνει ακόµη πιο σαφές µε 

τον υπότιτλο του τελευταίου βιβλίου του: «The Imporatance of Being Given». Τοπο-

θετώντας δηλαδή ως εναλλακτικό τίτλο την φράση: «Η Σπουδαιότητα του να Είναι 

∆εδοµένον». Συµφωνώντας απόλυτα µε την άποψη αυτή, θα λέγαµε ότι κάθε προ-

σπάθεια, για κατανόηση των ∆εδοµένων, πριν ή έστω χωρίς ταυτόχρονη προσπάθεια 

για κατανόηση του όρου «δεδοµένον», είναι θεµελιωµένη στην άµµο, είναι καταδι-

κασµένη να αποτύχει. ∆ιαφωνούµε όµως κάθετα µε την εκτίµησή του για την κρίση 

του Knorr για την ερευνητική αξία των ∆εδοµένων, και στη συνέχεια της διατριβής 

µας θα µας δοθεί η ευκαιρία να αποδείξουµε αυτή µας τη θέση.  

Ο Taisbak αναγνωρίζοντας και ο ίδιος ότι πολλά ερωτήµατα σχετικά µε τα ∆εδο-

µένα και ειδικότερα µε την έννοια «δεδοµένον» παραµένουν αναπάντητα και ότι οι 

κάποιες απαντήσεις που προσπάθησε να δώσει µε την προηγούµενη εργασία του, 

απέχουν από το να είναι ικανοποιητικές επανέρχεται το 2003 µε το βιβλίο του µε τον 
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χαρακτηριστικό τίτλο: «∆Ε∆ΟΜΕΝΑ Euclid’s Data or The Importance of Being 

Given» και συνοψίζει τις απόψεις του τόσο για τα ∆εδοµένα όσο και για το περιεχό-

µενο του «δεδοµένου». Τις απόψεις του αυτές αφού τις παρουσιάσουµε συνοπτικά 

θα τις συζητήσουµε για να διαπιστώσουµε αν και κατά πόσο έχουν µετακινηθεί σε 

σχέση µε αυτές που είχε διατυπώσει προηγουµένως. Στον πρόλογό του βιβλίου του 

(2003, 8) αναφέρει: 

…τα ∆εδοµένα δεν συνελήφθησαν ως µια συνεκτική παρουσίαση της γεωµετρι-

κής ανάλυσης, αλλά µάλλον ως µια συλλογή θεωρηµάτων διατυπωµένη µε το ι-

δίωµα των δεδοµένων (givens) – στην οποία δεν υπάρχει φυσικό τέλος.  

Στην αρχή της εισαγωγής του ο Taisbak (2003, 13), δηλώνει επίσης για τα ∆εδο-

µένα: 

Στα ∆εδοµένα ο Ευκλείδης αποδεικνύει παραγωγικά ότι αν κάποια είδη είναι δε-

δοµένα (are given), κάποια άλλα είδη είναι επίσης δεδοµένα (are also given)…  

Για να καταλήξει στο τέλος της εισαγωγής του (2003, 15-16) να προσυπογράψει 

όπως αναφέρει τις απόψεις που έχει εκφράσει ο Knorr (1986, 109) και παλιότερα ο 

Heath (1921, 421-422) για το περιεχόµενο των ∆εδοµένων, όπως ότι αποτελούν ένα 

συµπλήρωµα των Στοιχείων επαναδιατυπωµένο σε µια µορφή που µπορεί να εξυπη-

ρετήσει καλύτερα την ανάλυση των προβληµάτων. Για τον όρο «given» αντίστοιχα 

(µε τον οποίο και αυτός αποδίδει και το «δοθέν» και το «δεδοµένον»), ο Taisbak στο 

βιβλίο του αν και αναγκάζεται να πάρει κάποια θέση δεν γίνεται ξεκάθαρος αλλά 

ούτε και ιδιαίτερα πειστικός. Συνεχίζει να θεωρεί τον όρο ιδιαίτερα σηµαντικό, κάτι 

που φανερώνει άλλωστε όπως προαναφέραµε και ο υπότιτλος του βιβλίου του, αλλά 

αφενός τοποθετεί τον όρο «given» εννοιολογικά κοντά στο σηµερινό όρο «γνωστό», 

αν και αναγνωρίζει (2003, 18) ότι ο Ευκλείδης δεν το κάνει, αφετέρου αµφιβάλει 

(2003, 22) και κατά πόσο ο όρος «given» µπορεί να οριστεί: 

Αυτά που έχουµε διδαχθεί [στα ∆εδοµένα] είναι κάποιες έννοιες για δεδοµένα 

(given) µεγέθη, λόγους και είδη, αλλά η καθαρή έννοια του δεδοµένου (given), 

παραµένει µη ορισµένη (και µη δυνάµενη να οριστεί αν δεν κάνω λάθος).  

Κλείνοντας την αναφορά µας στον Taisbak, θα επαναλάβουµε ότι δεν διακρίνει 

ανάµεσα στους όρους «δεδοµένον» και «δοθέν», αφού τους αποδίδει και τους δύο µε 

το «given». Γεγονός που γίνεται αµέσως φανερό, µε µια απλή αντιπαραβολή της α-

πόδοσης των προτάσεων των ∆εδοµένων που κάνει στα αγγλικά, µε το πρωτότυπο 

κείµενο του Ευκλείδη. Μια έλλειψη διάκρισης που στην πορεία της διατριβής µας θα 
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αποδειχθεί ότι είναι καθοριστικής σηµασίας. Για να µην είµαστε άδικοι όµως µε τον 

Taisbak, σηµειώνουµε πως αυτό συµβαίνει τόσο στο λατινικό κείµενο του Menge, 

που παρατίθεται δίπλα στο πρωτότυπο κείµενο, των ∆εδοµένων, µε τον όρο 

«datum», όσο και στην συντριπτική πλειοψηφία όσων µεταφράζουν από τα λατινικά 

ή ακόµη και από το πρωτότυπο, αλλά έχουν ως µητρική, γλώσσα που προέρχεται 

από τα λατινικά. Μερικοί µόνο από αυτούς είναι οι: Heath, Van Der Waerden, 

Morrow, Mueller, Fowler, Unguru και τους ακολουθούν πάρα πολλοί άλλοι. Εξαίρε-

ση σε αυτόν τον κανόνα αποτελεί η µετάφραση των G.L. McDowell & M.A.Sokolik 

(1993) στα αγγλικά, που αποδίδει σε κάποια σηµεία σωστά χρονικά τους δύο όρους 

ενώ σε άλλα όχι. Το γεγονός αυτό της ενιαίας απόδοσης των δύο όρων, εξηγείται εν 

µέρει αν αναλογισθεί κανείς ότι στη λατινική γλώσσα, ο χρόνος που αντιστοιχεί σε 

πράξη που συνέβη στο παρελθόν είναι ο Perfectum, ο οποίος έχει άλλες φορές ση-

µασία Αορίστου και άλλες Παρακειµένου, ανάλογα µε τα συµφραζόµενα. Οι µετοχές 

αντίστοιχα της λατινικής γλώσσας, στη µεν ενεργητική φωνή, υπάρχουν µόνο στον 

Ενεστώτα και τον Μέλλοντα, ενώ για την παθητική φωνή υπάρχουν µόνο µια µετο-

χή, στον Παρακείµενο (π.χ. datum). Κάτι αντίστοιχο ισχύει για την παθητική µετοχή 

στα αγγλικά του ρήµατος «give», που είναι το «given». Κάτι ανάλογο συµβαίνει ενώ 

δεν θα έπρεπε και στα γερµανικά, όπου η παθητική µετοχή του ρήµατος είναι 

«gegeben».7 Η αλήθεια είναι ότι ούτε οι ίδιοι οι Έλληνες από τον Μαρίνο (500 µ. Χ) 

και µετά, φαίνεται να διακρίνουν ανάµεσα στο «δεδοµένον» και το «δοθέν».  

   

 Εξαίρεση στη χωρίς διάκριση απόδοση του «δοθέντος» και του «δεδοµένου» 

αποτελεί µόνο ο R.Schmidt. Εισάγοντας την προσέγγιση του στο θέµα (1987, 2), α-

ναφέρει:  

Το ευδιάκριτο χαρακτηριστικό στα παραδείγµατα της ελληνικής γεωµετρικής α-

νάλυσης που διασώζονται, είναι η συνεχής επανάληψη του όρου «δεδοµένον». 

                                                 
7  Ο Σταµάτης στην εισαγωγή του Γ΄ τόµου του Αρχιµήδους Άπαντα (1974, ΧΧΧ), παρατηρώ-
ντας την απόδοση του όρου «δεδοµένον» σε γερµανικά κείµενα µε τον όρο «γνωστό» αναφέ-
ρει: «…οι οποίοι αποδίδονται εκ της αραβικής εις την γερµανικήν εσφαλµένως δια της λέξεως 
Erkannt αντί (statt) gegeben.». Ο Σταµάτης δηλαδή φαίνεται να κάνει σωστά την διάκριση α-
νάµεσα στο «γνωστό» και το «δεδοµένον» αφού την υποδεικνύει στους γερµανόφωνους. ∆εν 
διακρίνει όµως δυστυχώς, όπως είναι φανερό σε πολλά σηµεία στο έργο του, ανάµεσα στο 
«δοθέν» και το «δεδοµένον». Στο ίδιο σηµείο (τόµ. Γ΄, ΧΧΙΧ-ΧΧΧ), ο Σταµάτης αναφέρεται 
και σε χαµένο έργο του Αρχιµήδη µε τίτλο «∆εδοµένα» που υπήρξε σύµφωνα µε τον αραβικό 
κατάλογο έργων Ελλήνων µαθηµατικών Fihrist. 
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…Θα µπορούσε κανείς να πει ότι η ουσία της ελληνικής µεθόδου της ανάλυσης 

και της σύνθεσης διυλίζεται µέσα σε αυτή τη µοναδική λέξη.  

Παρακάτω ο Schmidt (1987, 3), αντιδιαστέλλει το «δεδοµένον» µε την αλγεβρι-

κή έννοια του «γνωστού» (Known), επισηµαίνοντας, ότι από τους περισσότερους 

χρησιµοποιούνται ως όροι ανάλογοι, ενώ έχουν εντελώς διαφορετική αποβλεπτικό-

τητα, αφού ο ένας αφορά τον γεωµετρικό, ενώ ο άλλος τον αλγεβρικό τρόπο σκέψης. 

Ο στόχος του είναι όπως αναφέρει:  

Να παρουσιάσει µια γεωµετρική κατάσταση η οποία µπορεί να σχηµατοποιηθεί 

γραµµατικά ως ακολούθως: ένα αντικείµενο έχει κάτι άλλο δοσµένο σε αυτό τόσο 

αµετάκλητα που γίνεται µόνιµο κτήµα του αντικειµένου, υπό τέτοιες συνθήκες 

που είναι δυνατόν να του αποδώσει την ευθύνη για αυτή την πράξη. ∆ηλαδή πρέ-

πει να δείξω τη γεωµετρική σηµασία του ρήµατος «to give» από την εµφάνισή 

του στον συντελεσµένο χρόνο (perfect tense), και πρέπει να υποδείξω ένα ευθύ 

και ένα έµµεσο αντικείµενο αυτού του δοσίµατος.  

 Βλέπουµε λοιπόν ότι ο προβληµατισµός του Schmidt αφορά την εµφάνιση του 

«δεδοµένου» σε συντελεσµένο χρόνο. Τον απασχολεί δηλαδή η συνιστώσα του χρό-

νου που αναφέρεται στο κεκτηµένο, το οριστικό της πράξης του δοσίµατος, µε την 

έννοια όµως ότι το κατηγόρηµα που τελικά αποδίδεται στο αντικείµενο έχει την αι-

τία του στο ίδιο το αντικείµενο. Προσπαθεί επίσης όπως αναφέρει, να διακρίνει ένα 

ευθύ και ένα έµµεσο αντικείµενο αυτής της πράξης δοσίµατος. Η δική µας θέση για 

διάκριση ανάµεσα στο «δοθέν» και το «δεδοµένον», η οποία όπως θα δούµε σε επό-

µενο κεφάλαιο έχει ως αφετηρία της τους διαφορετικούς χρόνους στους οποίους εµ-

φανίζονται οι δύο όροι, είναι πολύ διαφορετική από αυτήν που υποστηρίζει ο 

Schmidt.  

Ο Schmidt συνεχίζει παραθέτοντας κάποια παραδείγµατα γεωµετρικών κατα-

στάσεων που παρόλο που δεν το αναφέρει, είναι ανάλογα προτάσεων από τα ∆εδο-

µένα του Ευκλείδη, και καταλήγει (1987, 12):  

… η έννοια «του γνωστού» (the known) όπως µόλις συζητήθηκε αντιστοιχεί στην 

ελληνική επιθετική µετοχή «δοθέν»… και αυτή αντιστοιχεί στο ευθύ αντικείµενο 

µιας πράξης δοσίµατος για την οποία εµείς είµαστε το αίτιο. Αλλά η ελληνική τέ-

χνη της ανάλυσης επικεντρώθηκε γύρω από το «δεδοµένον», το οποίο ήταν το 

έµµεσο αντικείµενο µιας πράξης δοσίµατος για την οποία τα άλλα γεωµετρικά 

σχήµατα ήταν υπεύθυνα.  



 36

Παρόλο που δεν συµφωνούµε µε την ερµηνεία που αποδίδει στη διάκριση «δο-

θέν» – «δεδοµένον» ο Shmidt, θα πρέπει να επισηµάνουµε δύο πολύ θετικά στοιχεία 

της δουλειάς του. Το πρώτο είναι, ότι από όσο γνωρίζουµε, είναι ο πρώτος και ο µό-

νος στη σύγχρονη εποχή που προσπαθεί να διακρίνει εννοιολογικά ανάµεσα στο 

«δοθέν» και το «δεδοµένον». Το δεύτερο είναι, ότι έχει ως αφετηρία του τη γλώσσα. 

∆εν προχωράει όµως στη σωστή κατά τη γνώµη µας κατεύθυνση της γλωσσικής και 

κατόπιν φιλοσοφικής ανάλυσης των δύο όρων, αντίθετα προσπαθεί µέσα από τις ί-

διες τις γεωµετρικές καταστάσεις, µε τη βοήθεια του δικού µας, του σύγχρονου εν-

νοιολογικού πλαισίου, που είναι σίγουρα επηρεασµένο από το διανοητικό και πολι-

τισµικό µας περιβάλλον, να προσεγγίσει έννοιες, και να ανακαλύψει τον τρόπο που 

τις αντιλαµβάνονταν οι αρχαίοι, µη λαµβάνοντας υπόψη τυχόν φιλοσοφικές τους δε-

σµεύσεις.  
 

Μέχρι εδώ παραθέσαµε και συζητήσαµε το σύνολο των αποτελεσµάτων της 

σύγχρονης έρευνας, που έχουµε τουλάχιστον υπόψη µας, σχετικά µε την αξία, το 

περιεχόµενο και την ορολογία που χρησιµοποιούν τα ∆εδοµένα.  

1) Οι απόψεις καταρχήν για την αξία των ∆εδοµένων, θα λέγαµε ότι διαβαθµίζο-

νται από τη θέση του Cantor ότι τα ∆εδοµένα δεν είναι τίποτε περισσότερο από ένα 

εγχειρίδιο ασκήσεων επιπεδοµετρίας, µέχρι τη θέση του Knorr ότι αποτελούν το µέ-

τρο της γεωµετρικής έρευνας της εποχής του Ευκλείδη. Η αξία που αποδίδονταν στο 

έργο από τους εκπροσώπους της παραδοσιακής ιστοριογραφίας ήταν µάλλον µεγα-

λύτερη σε σχέση µε την αξία που του αναγνωρίστηκε στη συνέχεια, δεδοµένου ότι 

αποτελούσε για αυτούς ένα από τα φανερά αλγεβρικά έργα των αρχαίων και κατά 

συνέπεια αποτέλεσε ένα από τα πιο ισχυρά επιχειρήµατά τους στην κατεύθυνση της 

«γεωµετρικής άλγεβρας». Η αξία του έργου στη συνέχεια µάλλον υποβιβάστηκε σε 

συνδυασµό µε την υποτίµηση της «γεωµετρικής άλγεβρας» και θεωρήθηκε πλέον ως 

µια αναδιατύπωση γνωστών προτάσεων από τα Στοιχεία µε το γλωσσικό ιδίωµα 

«δοθέντων» – «δεδοµένων», σε µορφή δηλαδή που χωρίς να είναι γίνεται σαφές από 

την έρευνα µε ποιο τρόπο, εξυπηρετεί καλύτερα την επίλυση προβληµάτων µε τη 

µέθοδο της ανάλυσης. Μια θέση που χωρίς να είναι ιδιαίτερα διαφωτιστική είναι 

διαφορετική από την προηγούµενη που πλέον έχει αποκηρυχθεί. Η εξαίρεση σε αυτή 

την τοποθέτηση για την αξία των ∆εδοµένων ήρθε από τον Knorr ο οποίος δήλωσε 

ότι στα ∆εδοµένα και σε δύο άλλα χαµένα έργα του Ευκλείδη θα πρέπει να αναζητή-
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σουµε το µέτρο για τις γεωµετρικές έρευνες της εποχής του Ευκλείδη. Μια θέση που 

παρόλο που ο ίδιος δεν την τεκµηρίωσε ιδιαίτερα, προβληµάτισε αρκετά επόµενους 

ερευνητές8, κάποιοι από αυτούς την αποδέχθηκαν έστω µε έµµεσο τρόπο.9 Ανάµεσα 

σε αυτούς που υποστηρίζουν αυτή την άποψη είµαστε και εµείς και θα την υποστη-

ρίξουµε µε συγκεκριµένα επιχειρήµατα σε επόµενα κεφάλαια της διατριβής µας. 

2) Σε ότι αφορά το περιεχόµενο των ∆εδοµένων, η άποψη της παραδοσιακής ι-

στοριογραφίας ήταν ότι αποτελεί ένα έργο που ανήκει στο χώρο της άλγεβρας και 

περιλαµβάνει όλη τη συζήτηση γύρω από την επίλυση της γενικής δευτεροβάθµιας 

εξίσωσης, κατά συνέπεια περιλαµβάνει εξισώσεις. Οι νεώτεροι µελετητές όπως οι 

Knorr και Taisbak µάλλον συµφωνούν και προσυπογράφουν τη θέση που έχει διατυ-

πώσει ο Heath ότι τα ∆εδοµένα αποτελούν ένα συµπλήρωµα των Στοιχείων, επανα-

διατυπωµένο (µε τη βοήθεια της ορολογίας «δοθέν» – «δεδοµένον») σε µια µορφή 

που µπορεί να εξυπηρετήσει καλύτερα την ανάλυση των προβληµάτων. Μια θέση 

για την οποία έχουµε να παρατηρήσουµε ότι εκτός του ότι δεν είναι ιδιαίτερα διαφω-

τιστική για τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί αυτή η επαναδιατύπωση γνωστών 

προτάσεων και βοηθάει στην ανάλυση προβληµάτων, φανερώνει έστω και έµµεσα 

µια χρονική προτεραιότητα των προτάσεων των Στοιχείων έναντι αυτών των ∆εδο-

µένων η οποία δεν τεκµηριώνεται και όπως θα δείξουµε δεν ισχύει. 

3) Τέλος σε σχέση µε την ορολογία «δοθέν»-«δεδοµένον» την οποία χρησιµο-

ποιούν τα ∆εδοµένα, παρόλο που οι περισσότεροι αντιλαµβάνονται ότι πρέπει να κα-

τανοηθεί ο τρόπος µε τον οποίο λειτουργεί προκειµένου να γίνει κατανοητό το έργο 

–ο Taisbak είναι αυτός ο οποίος διατυπώνει σαφέστερα από όλους αυτή την ανα-

γκαιότητα– δεν υπάρχουν σαφείς θέσεις για τη σηµασία της, τον τρόπο που λειτουρ-

γεί ή την αναγκαιότητά της. Σύµφωνα µε την πλέον σύγχρονη µελέτη του Taisbak 

(2003), η έννοια «δεδοµένον» παραµένει µη ορισµένη (ο ίδιος θεωρεί ότι δεν µπορεί 

και να οριστεί) και δεν βρίσκει κάποιο σηµαντικό λάθος στην απόδοση του «δεδοµέ-

νου» µε το «γνωστό», µε τη δικαιολογία ότι δεν µπορεί να σκεφτεί κάποια καλύτερη 

λέξη για να το αποδώσει. Η συντριπτική πλειοψηφία των σύγχρονων µελετητών δεν 

                                                 
8  Όπως ο Taisbak (2003, 7), που προαναφέραµε τη δήλωσή του ότι η έρευνά του στοίχειωσε 
ανάµεσα στη θέση του Knorr και την απαξιωτική για τα ∆εδοµένα θέση του δάσκαλού του των 
ελληνικών Μαθηµατικών. 

9  Οι Berggren & Van Brummelen (2000), όπως θα µας δοθεί η ευκαιρία να αναλύσουµε σε ε-
πόµενο κεφάλαιο. 
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διακρίνει ανάµεσα στο «δοθέν» και το «δεδοµένον» και τα αποδίδει ενιαία, µε µονα-

δική εξαίρεση όπως προαναφέραµε τον Schmidt.  

 

Κλείνοντας την ενότητα της ιστοριογραφικής έρευνας γύρω από τα ∆εδοµένα θα 

αναφερθούµε στις αρχαίες πηγές που ασχολούνται µε το έργο. Έχουµε αναφέρει ήδη 

ότι ο Πάππος θεωρεί τα ∆εδοµένα το πρώτο ως προς την τάξη βιβλίο της ανάλυσης 

και περιγράφει συνοπτικά το περιεχόµενό του. Σύµφωνα µε τον Μαρίνο τον Φιλό-

σοφο, ο Πάππος θα πρέπει να είχε γράψει και «υποµνηµατισµούς» για το έργο που 

δυστυχώς δεν σώθηκαν. Το µόνο κείµενο που έχει σωθεί και αφορά τα ∆εδοµένα γε-

νικά αλλά και την έννοια του «δεδοµένου» ειδικότερα, είναι το «Υπόµνηµα εις τα 

∆εδοµενα Ευκλείδου από φωνής Μαρίνου Φιλοσόφου». Το κείµενο του Μαρίνου δεν 

έχει αξιολογηθεί θετικά µέχρι σήµερα από τη σύγχρονη έρευνα. Η θέση µας για το 

κείµενο αυτό είναι διαφορετική όπως θα µας δοθεί η ευκαιρία να δείξουµε στη συνέ-

χεια της διατριβής µας. Εδώ θα αναφέρουµε µόνο συνοπτικά ότι ο Μαρίνος αντι-

λαµβάνεται τη διαφορετικότητα των όρων «δοθέν» και «δεδοµένον», αποκαλύπτει 

ότι αρκετοί έχουν αντιληφθεί το «δεδοµένον», αποσπασµατικά ή µε όχι σωστό τρό-

πο, αναλύει τους προηγούµενους τρόπους, τους συγκρίνει, υποδεικνύει τις ατέλειές 

τους και καταλήγει στον κατά τη γνώµη του σωστό ορισµό του «δεδοµένου» που 

είναι αρκετά χρήσιµος για την έρευνά µας. Θεωρεί τέλος, ότι η γνώση των ∆εδοµέ-

νων είναι απολύτως αναγκαία για όσους ασχολούνται µε την ανάλυση.  

 

Στην επόµενη ενότητα, και πριν προσπαθήσουµε να δείξουµε αν και µε ποιο τρό-

πο διαφοροποιείται το «δοθέν» από το «δεδοµένον», θα καταγράψουµε απλά την 

εµφάνιση των δύο όρων όπως αυτοί εµφανίζονται στα κείµενα των τριών µεγάλων 

µαθηµατικών της αρχαιότητας Ευκλείδη, Αρχιµήδη και Απολλώνιο.  

 

1.2. Η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» όπως εµφανίζεται σε πρώτη  

ανάγνωση στα κείµενα των Ευκλείδη, Αρχιµήδη και Απολλώνιου 

 

Στη συνέχεια του κεφαλαίου θα παρουσιάσουµε το πώς η ορολογία «δοθέν» – «δε-

δοµένον» παρουσιάζεται σε πρώτη ανάγνωση στα κείµενα του Ευκλείδη, του Αρχι-

µήδη και του Απολλώνιου.  
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1.2.1.  Η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» στα κείµενα του Ευκλείδη 

 

Στα Στοιχεία του Ευκλείδη ο όρος «δεδοµένον» δεν εµφανίζεται ούτε µία φορά! Στα 

∆εδοµένα ο όρος «δεδοµένον» εµφανίζεται 478 φορές και δεν εµφανίζεται σε κανένα 

άλλο έργο του! Ο όρος «δοθέν» αντίστοιχα εµφανίζεται 309 φορές στα Στοιχεία και 

923 φορές στα ∆εδοµένα.  

Μια πρώτη παρατήρηση που µπορούµε να κάνουµε παρακολουθώντας την εµ-

φάνιση του όρου «δοθέν» στα Στοιχεία, είναι ότι µπορούµε να διακρίνουµε τις προ-

τάσεις τους σε προβλήµατα και θεωρήµατα ανάλογα µε το αν περιλαµβάνουν τον 

όρο «δοθέν» ή όχι αντίστοιχα. Ο διαχωρισµός των προτάσεων των Ελληνικών µα-

θηµατικών, σε προβλήµατα και θεωρήµατα, γνωρίζαµε µέχρι τώρα ότι γίνεται όπως 

αναφέρει ο Πρόκλος σύµφωνα µε το περιεχόµενό τους:  

Πάλιν δ᾽ αὖ τὰ ἀπὸ τῶν ἀρχῶν εἰς <προβλήµατα> διαιρεῖται καὶ <θεωρήµατα>, 

τὰ µὲν τὰς γενέσεις περιέχοντα τῶν σχηµάτων καὶ τὰς τοµὰς καὶ τὰς ἀφαιρέσεις ἢ 

προσθέσεις καὶ ὅλως τὰ παθήµατα τὰ γιγνόµενα περὶ αὐτά, τὰ δὲ καθ᾽ αὑτὰ 

συµβεβηκότα ἑκάστοις δεικνύοντα. (77, 7-12) … τὰ µὲν γὰρ ποίησιν ἐπαγγέλλε-

ταί τινος, τὰ δὲ δεῖξιν καὶ εὕρεσιν ὄντος. (210, 8-10)  

Με άλλα λόγια, οι προτάσεις που ακολουθούν τις πρώτες αρχές διαιρούνται, 

σύµφωνα µε τον Πρόκλο, ανάλογα µε το περιεχόµενό τους σε προβλήµατα και θεω-

ρήµατα. Τα πρώτα περιλαµβάνουν τις κατασκευές των σχηµάτων, τις τοµές τους, τις 

προσθέσεις και τις αφαιρέσεις τους, και γενικά τις ιδιότητες που προκύπτουν από 

τέτοιες διαδικασίες. Τα θεωρήµατα ασχολούνται µε την απόδειξη των καθαυτό ιδιο-

τήτων του κάθε σχήµατος. Μια διάκριση που δεν θα λέγαµε ότι είναι απόλυτα σα-

φής. Με ανάλογο τρόπο, και πάλι όχι ιδιαίτερα διαφωτιστικό, κάνει τη διάκριση 

προβλήµατος-θεωρήµατος και ο Πάππος στη Συναγωγή (650, 14-20). Πρέπει όµως 

να λάβουµε υπόψη µας επίσης το γεγονός, ότι στην αρχαιότητα υπήρχε ένας ολό-

κληρος διάλογος για το ποιες προτάσεις πρέπει να θεωρούνται προβλήµατα και ποιες 

θεωρήµατα. Χαρακτηριστικά κάποιοι όπως ο Σπεύσιππος και ο Αµφίνοµος, θεωρού-

σαν ότι όλες οι προτάσεις των Μαθηµατικών είναι θεωρήµατα αφού ασχολούνται µε 

τη θεώρηση αιώνιων αντικειµένων. Αντίθετα, µια άλλη τάση εκπρόσωπος της οποί-

ας ήταν ο Μέναιχµος, υποστήριζε ότι όλες οι προτάσεις είναι προβλήµατα, αφού 

προκύπτουν ως αποτέλεσµα έρευνας. Πέρα από τις όποιες θεωρητικές τοποθετήσεις 

των αρχαίων, θεωρούµε ότι η διάκριση µε βάση το περιεχόµενο των προτάσεων, 
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όπως την παρουσιάζει ο Πρόκλος, ανταποκρίνεται σε µεγάλο βαθµό στην πρακτική 

των κειµένων που σώζονται.  

Ο τρόπος που αυτός ο διαχωρισµός γίνεται φανερός στη Γεωµετρία, και ειδικό-

τερα στα Στοιχεία, πάλι σύµφωνα µε τον Πρόκλο, είναι οι χαρακτηριστικές εκφρά-

σεις που εµφανίζονται στο τέλος των προβληµάτων και των θεωρηµάτων, «ὅπερ ἔδει 

ποιῆσαι» και «ὅπερ ἔδει δεῖξαι» αντίστοιχα: «Ἀλλ᾽ ὅτι µὲν ἔστι τις διαφορὰ τοῦ τε 

προβλήµατος καὶ τοῦ θεωρήµατος, δῆλον ἐκ τούτων, ὅτι δὲ καὶ ἡ Εὐκλείδου στοι-

χείωσις ἔχει τὰ µὲν προβλήµατα τὰ δὲ θεωρήµατα, φανερὸν ἔσται τοῦτο διὰ τῶν καθ᾽ 

ἕκαστον καὶ αὐτοῦ προστιθέντος ἐπὶ τέλει τῶν δεικνυµένων ὅπου µὲν τὸ “ὅπερ ἔδει 

ποιῆσαι” ὅπου δὲ τὸ “ὅπερ ἔδει δεῖξαι”» (81.5-11). 

Εµείς θα δείξουµε ότι κάποιος µπορεί ακόµη να διακρίνει τα προβλήµατα από τα 

θεωρήµατα, τουλάχιστον στα γεωµετρικά βιβλία των Στοιχείων10, διαβάζοντας απλά 

τις εκφωνήσεις ή τις εκθέσεις τους χωρίς να µπει στο µαθηµατικό τους περιεχόµενο. 

Όπως θα δείξουµε στη συνέχεια, στη µεγάλη πλειοψηφία των προβληµάτων εµφανί-

ζεται κάποιος τύπος του όρου «δοθέν», όρος που δεν εµφανίζεται σε κανένα από τα 

θεωρήµατα.  

Για παράδειγµα στα τρία πρώτα προβλήµατα του 1ου βιβλίου του Ευκλείδη εκτός 

από τις εκφωνήσεις που περιέχουν τον όρο «δοθέν», οι εκθέσεις είναι αντίστοιχα: 

«Ἔστω ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα πεπερασµένη ἡ ΑΒ. … Ἔστω τὸ µὲν δοθὲν σηµεῖον τὸ Α, 

… Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι δύο εὐθεῖαι ἄνισοι αἱ ΑΒ, Γ,… » Ενώ στα επόµενα δύο 

θεωρήµατα ούτε οι εκφωνήσεις περιέχουν τον όρο «δοθέν» και οι εκθέσεις είναι α-

ντίστοιχα: «Ἔστω δύο τρίγωνα τὰ ΑΒΓ, ∆ΕΖ … Ἔστω τρίγωνον ἰσοσκελὲς τὸ 

ΑΒΓ…» Είναι φανερό ότι τόσο ο τρόπος που δίνονται στην εκφώνηση τα αντικείµε-

να των προβληµάτων και στη συνέχεια «εκθέτονται» στην έκθεση, συµπεριλαµβάνει 

και τον όρο «δοθέν». Κάτι που δεν συµβαίνει µε τα αντικείµενα των θεωρηµάτων, τα 

οποία δεν εµφανίζουν το «δοθέν» πουθενά.  

Ο όρος «δοθέν» στις διάφορες µορφές του εµφανίζεται όπως προαναφέραµε 309 

φορές στα βιβλία των Στοιχείων ως εξής: 

1ο βιβλίο. Στις προτάσεις: 1, 2, 3, 9, 10, 11, 12, 22, 23, 31, 42, 44, 45, 46. Οι 

προτάσεις αυτές είναι φανερό µε βάση το περιεχόµενό τους ότι είναι προβλήµατα. 

                                                 
10  Το ίδιο θα δείξουµε παρακάτω και στα κείµενα του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου. 



 41

Όλες αποδείξεις των προτάσεων αυτών και µόνο αυτές, τελειώνουν µε το «ὅπερ ἔδει 

ποιῆσαι», ενώ όλες οι υπόλοιπες µε το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι». 

2ο βιβλίο. Στις προτάσεις: 11, 14. Οι δύο αυτές προτάσεις είναι τα µόνα προβλή-

µατα του βιβλίου. Οι αποδείξεις των δύο αυτών προτάσεων και µόνο αυτές τελειώ-

νουν µε το «ὅπερ ἔδει ποιῆσαι», ενώ όλες οι υπόλοιπες µε το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι». 

3ο βιβλίο. Στις προτάσεις: 1, 17, 25, 30, 33, 34. Οι προτάσεις αυτές µε βάση το 

περιεχόµενό τους είναι προβλήµατα. Εκτός της 1ης πρότασης, όλες οι άλλες αποδεί-

ξεις και µόνο αυτές, τελειώνουν µε το «ὅπερ ἔδει ποιῆσαι», ενώ όλες οι υπόλοιπες 

µε το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι». Στην 1η πρόταση ανάµεσα στο τέλος της απόδειξης και το 

«ὅπερ ἔδει ποιῆσαι», µεσολαβεί ένα πόρισµα. Θεωρούµε ότι το «ὅπερ ἔδει ποιῆ-

σαι», αντιστοιχεί στο σύνολο της απόδειξης της πρότασης πάλι. Κατά συνέπεια, και 

εδώ η εµφάνιση του «δοθέντος» προσδιορίζει την ύπαρξη προβλήµατος. 

4ο βιβλίο. Στις προτάσεις: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16. Οι προ-

τάσεις αυτές όλες είναι προβλήµατα δεδοµένου ότι αναφέρονται σε κατασκευές. Ό-

λες αυτές οι προτάσεις εµφανίζουν στο τέλος της απόδειξης το «ὅπερ ἔδει ποιῆσαι», 

ενώ οι υπόλοιπες εµφανίζουν το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι», εκτός µιας εξαίρεσης. Πρόκειται 

για την 10η πρόταση, η οποία παρόλο που δεν εµφανίζει τη λέξη «δοθέν», είναι φα-

νερό από το περιεχόµενο ότι πρόκειται για κατασκευή και η απόδειξή της τελειώνει 

µε το «ὅπερ ἔδει ποιῆσαι».  

5ο βιβλίο. Στο πέµπτο βιβλίο δεν εµφανίζεται πουθενά ο όρος «δοθέν», οι προ-

τάσεις είναι όλες θεωρήµατα, οι αποδείξεις των οποίων καταλήγουν όλες µε το 

«ὅπερ ἔδει δεῖξαι». 

6ο βιβλίο. Στις προτάσεις: 9, 10, 11, 12, 13, 18, 25, 28, 29, 30. Οι προτάσεις αυ-

τές είναι προβλήµατα. Οι αποδείξεις όλων αυτών των προτάσεων καταλήγουν µε το 

«ὅπερ ἔδει ποιῆσαι», ενώ των υπολοίπων µε το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι». Σηµειώνουµε 

απλά την 8η πρόταση που εµφανίζει το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι» σε αγκύλες. Γεγονός που 

σηµαίνει ότι δεν υπήρχε στα πρωτότυπα κείµενα, αλλά έχει προστεθεί από τον 

Heiberg, ο οποίος θεωρεί ότι είναι θεώρηµα. Συµφωνούµε µε την άποψη αυτή τόσο 

από πλευράς περιεχοµένου, όσο και γιατί στην πρόταση δεν υπάρχει ο όρος «δοθέν». 

7ο βιβλίο. Στις προτάσεις: 2, 3, 33, 34, 36, 39. Οι αποδείξεις όλων αυτών των 

προτάσεων, όπως και όλων των υπολοίπων του 7ου βιβλίου, καταλήγουν µε το «ὅπερ 

ἔδει δεῖξαι». Εκτός της πρότασης 2, στην οποία πάλι ο Heiberg, τοποθετεί το «ὅπερ 

ἔδει δεῖξαι» σε αγκύλες.  
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8ο βιβλίο. Στις προτάσεις 2, 4, 5. Οι αποδείξεις αυτών των προτάσεων, όπως και 

όλων των υπολοίπων του 8ου βιβλίου, καταλήγουν µε το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι».  

9ο βιβλίο. Στις προτάσεις 18, 19. Οι αποδείξεις αυτών των προτάσεων, όπως και 

όλων των υπολοίπων του 9ου βιβλίου, καταλήγουν µε το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι».  

Παρατηρούµε ότι στα αριθµητικά βιβλία (7ο, 8ο και 9ο) του Ευκλείδη, υπάρχει 

µια διαφοροποίηση στον τρόπο γραφής τουλάχιστον, αν όχι στον τρόπο που γίνονται 

αντιληπτά τα µαθηµατικά αντικείµενα ίσως και από τον συγγραφέα τους. Σε ότι α-

φορά τις ιστορικές υποθέσεις για την καταγωγή των αριθµητικών βιβλίων έχουν εκ-

φραστεί αρκετά διαφορετικές απόψεις από πολλούς σύγχρονους µελετητές.11 Είναι 

χαρακτηριστικό ότι ο Πρόκλος12 στο σχολιασµό του για το πρώτο βιβλίο του Ευ-

κλείδη, µεταξύ των άλλων αναφέρει ότι υπάρχουν αρκετά προβλήµατα στα αριθµη-

τικά βιβλία (VII, VIII, IX), όπου οι εκφωνήσεις τους δεν περιλαµβάνουν το τι δίνε-

ται. Αναγνωρίζει δηλαδή την ύπαρξη προτάσεων που χαρακτηρίζει ως προβλήµατα 

και στα αριθµητικά βιβλία. Αν και ο ίδιος όµως ακολουθεί την εµφάνιση της έκφρα-

σης «ὅπερ ἔδει δεῖξαι» για την αναγνώριση των θεωρηµάτων και έχει µπροστά του 

τα αριθµητικά βιβλία µε τη µορφή που τα έχουµε εµείς σήµερα, όπου όλες οι προτά-

σεις καταλήγουν µε την έκφραση «ὅπερ ἔδει δεῖξαι», δεν θα έπρεπε να αναφέρεται 

στην ύπαρξη προβληµάτων σε αυτά. Κατά συνέπεια είναι πιθανό ο Πρόκλος να δια-

βάζει από κάποιο χειρόγραφο το οποίο δεν περιέχει ως κατάληξη όλων των προτά-

σεων για τα αριθµητικά βιβλία την έκφραση «ὅπερ ἔδει δεῖξαι». Ίσως στο χειρόγρα-

φο που έχει µπροστά του ο Πρόκλος τα προβλήµατα να αντιστοιχούν σε κάποιες από 

τις προτάσεις που εµείς εντοπίζουµε την ύπαρξη του «δοθέντος».  

10ο βιβλίο. Στις προτάσεις 3, 4, 12, και στο λήµµα της πρότασης 13. Οι αποδεί-

ξεις αυτών των προτάσεων καταλήγουν µε το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι», εκτός αυτής της 

πρότασης 4, που η έκφραση µπαίνει σε αγκύλες, δηλαδή είναι προσθήκη του 

Heiberg. Οι περισσότερες από τις υπόλοιπες αποδείξεις των προτάσεων του 10ου βι-

βλίου, καταλήγουν µε το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι», αλλά υπάρχουν και κάποιες οι οποίες 

δεν εµφανίζουν καµία από τις γνωστές εκφράσεις «ὅπερ ἔδει δεῖξαι» ή «ὅπερ ἔδει 

ποιῆσαι» και ο Heiberg δεν κάνει καµία προσθήκη. Η προηγούµενη αναφορά του 

Πρόκλου αφορά και το 10ο βιβλίο.  

                                                 
11  Για µια συνολική θεώρηση των απόψεων αυτών βλέπε Χριστιανίδης (2003, 88-89).  
12  Friedlein (1873, 205.9-10). 
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11ο βιβλίο. Στις προτάσεις 11, 12, 23, 26, 27. Οι προτάσεις αυτές µε βάση το 

περιεχόµενό τους είναι προβλήµατα. Οι αποδείξεις όλων αυτών των προτάσεων 

καταλήγουν µε το «ὅπερ ἔδει ποιῆσαι», ενώ των υπολοίπων µε το «ὅπερ ἔδει 

δεῖξαι». Επανέρχεται δηλαδή στο 11ο βιβλίο, ο κανόνας σε σχέση µα τον όρο «δο-

θέν» και τα προβλήµατα, που έχουµε διαπιστώσει να λειτουργεί στα πρώτα έξι βι-

βλία, ενώ δεν φαίνεται να συµβαίνει το ίδιο, τουλάχιστον στη µορφή που φτάνουν σε 

εµάς σήµερα, µε τα αριθµητικά βιβλία (7ο, 8ο, 9ο) και το 10ο. 

12ο βιβλίο. Στις προτάσεις 16, 17. Οι δύο αυτές προτάσεις µε βάση το περιεχό-

µενό τους είναι προβλήµατα. Οι αποδείξεις αυτών των προτάσεων καταλήγουν µε το 

«ὅπερ ἔδει ποιῆσαι», ενώ των υπολοίπων µε το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι».  

13ο βιβλίο. Στις προτάσεις 13, 14, 15, 16, 17, 18. Οι προτάσεις αυτές θεωρούµε 

ότι είναι προβλήµατα. Παρόλο που φανερά πρόκειται για κατασκευές, αυτό ζητούν 

άλλωστε και οι εκφωνήσεις και υπάρχει σε όλες ο όρος «δοθέν», το κείµενο του 

Heiberg καταλήγει στο τέλος όλων των παραπάνω αποδείξεων, όπως και των υπο-

λοίπων µε το «ὅπερ ἔδει δεῖξαι». Ο Heath (1926, τόµ. ΙΙΙ, 477), ονοµάζει επίσης τις 

13 και 14 προβλήµατα. Κατά τη γνώµη µας, οι εκφράσεις «ὅπερ ἔδει δεῖξαι» που 

εµφανίζονται στο τέλος αυτών των προτάσεων, έχουν εισαχθεί στο κείµενο που έ-

φτασε σε µας κάποια στιγµή µετά τον Ευκλείδη. Ίσως ένα ακόµη σηµείο παραφθο-

ράς του κειµένου του 13ου βιβλίου, που προστίθεται στις απόψεις όσων έχουν διατυ-

πώσει αντιρρήσεις για την αυθεντικότητα του περιεχοµένου των πέντε πρώτων προ-

τάσεων του ίδιου βιβλίου.13 

Επειδή δεν είµαστε σε θέση να αιτιολογήσουµε τη θέση µας ότι η χρήση της ο-

ρολογίας των «δοθέντων» προσιδιάζει στα προβλήµατα και όχι στα θεωρήµατα στα 

κείµενα της γεωµετρίας, στο σηµείο αυτό θα εικάσουµε µόνο ότι αυτή η ορολογία 

αυτή µπορεί να έχει σχέση µε την προβληµατική ανάλυση η οποία διατυπώνεται και 

λειτουργεί µε την ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµένων» και όπως θα υποστηρίξουµε 

στο δεύτερο µέρος της διατριβής µας υπήρξε η µέθοδος για την επίλυση πολλών από 

αυτά.  

Τέλος θα αναφέρουµε ότι ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται 9 φορές στα Οπτικά του 

Ευκλείδη14.  

                                                 
13  Jones (1986, 67). 
14  Στην έκδοσή των Οπτικών που αποδίδεται στον Θέωνα εµφανίζεται 10 φορές. 
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1.2.2. Η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» στα κείµενα του Αρχιµήδη 

 

Ο όρος «δεδοµένον», στο σύνολο του έργου του Αρχιµήδη που σώζεται σήµερα στα 

Ελληνικά, εµφανίζεται µόνο 14 φορές! Και οι 14 εµφανίσεις του όρου εντοπίζονται 

στο έργο του Περί Ελίκων και πιο συγκεκριµένα στις προτάσεις 6, 7, 8, 9 και 19. 

Ο όρος «δοθέν» µε τη σειρά του εµφανίζεται συνολικά 124 φορές στο έργο του 

Αρχιµήδη που σώζεται στα Ελληνικά. Πιο συγκεκριµένα στα εξής έργα του: 

 

Περί σφαίρας και κυλίνδρου α΄  

Στο έργο αυτό ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται στις προτάσεις 2, 3, 5, και 6. Ο Αρχιµή-

δης δεν ακολουθεί αυστηρά τον Ευκλείδειο τρόπο διατύπωσης σε ότι αφορά το τέ-

λος των αποδείξεων χρησιµοποιώντας τις εκφράσεις «ὅπερ ἔδει δεῖξαι» ή «ὅπερ ἔδει 

ποιῆσαι». Η εκφώνηση της πρότασης 2 για παράδειγµα αρχίζει: «∆ύο µεγεθῶν 

ἀνίσων δοθέντων…» και συνεχίζει αναφέροντας το λόγο των δύο «δοθέντων» µεγε-

θών που προφανώς είναι µε τη σειρά του «δοθείς». Σύµφωνα µε την υπόθεσή µας, 

ότι η ύπαρξη «δοθέντων» φανερώνει πρόβληµα, θα έπρεπε η απόδειξη να τελειώνει 

µε το «ὅπερ ἔδει ποιῆσαι», πράγµα που δεν συµβαίνει. Η απόδειξη όµως τελειώνει 

µε την έκφραση: «Εὑρηµέναι εἰσὶν ἄρα δύο εὐθεῖαι ἄνισοι ποιοῦσαι τὸ εἰρηµένον 

ἐπίταγµα». Ο τρόπος µε τον οποίο είναι διατυπωµένη αυτή η έκφραση και το γεγο-

νός ότι περιλαµβάνει τον όρο «ποιοῦσαι», θα µπορούσαµε να πούµε ότι αντιστοιχεί 

στην έκφραση του Ευκλείδη «ὅπερ ἔδει ποιῆσαι». Κατά την άποψή µας σύµφωνα µε 

το περιεχόµενό της πρόκειται για πρόβληµα, όπως για τον ίδιο λόγο προβλήµατα εί-

ναι και οι υπόλοιπες προτάσεις στις οποίες περιλαµβάνεται ο όρος «δοθέν», παρόλο 

που ο Σταµάτης (1974, τόµ. Γ΄, XXXVIII) σε συγκεντρωτικό του πίνακα για το είδος 

των προτάσεων στα έργα του Αρχιµήδη, αναφέρει ότι δεν υπάρχει κανένα πρόβληµα 

στο έργο αυτό. Στα επόµενα έργα του Αρχιµήδη θα έχουµε περισσότερα στοιχεία για 

να υποστηρίξουµε την άποψή µας για συσχέτιση «δοθέντος» – προβλήµατος. 

 

Περί σφαίρας και κυλίνδρου β΄ 

Στο έργο αυτό του Αρχιµήδη ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται σε έξι προτάσεις, συγκε-

κριµένα τις 1, 3, 4, 5, 6 και 7, οι οποίες θα πρέπει σύµφωνα µε το ισχυρισµό µας να 

είναι προβλήµατα. Επίσης εµφανίζεται στο τέλος της εισαγωγικής επιστολής του έρ-
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γου, που απευθύνεται στον ∆οσίθεο, στην εκφώνηση αυτού που ο ίδιος ο Αρχιµήδης 

ονοµάζει πρώτο πρόβληµα.  

Στην επιστολή του προς τον ∆οσίθεο, ο Αρχιµήδης αναφέρει: «Πρότερον µὲν 

ἐπέστειλάς µοι γράψαι τῶν προβληµάτων τὰς ἀποδείξεις, ὧν αὐτὸς τὰς προτάσεις 

ἀπέστειλα Κόνωνι·» Ίσως αυτή η φράση του Αρχιµήδη οδηγεί τον Σταµάτη, να 

γράψει στον πίνακα για το είδος των προτάσεων που προαναφέραµε, ότι το έργο πε-

ριέχει 9 µόνο προβλήµατα και κανένα θεώρηµα.  

Παρακάτω όµως στην επιστολή, ο ίδιος ο Αρχιµήδης αφού αναφέρει κάποια θε-

ωρήµατα µε τη βοήθεια των οποίων αποδεικνύονται τα περισσότερα από αυτά, τις 

αποδείξεις των οποίων έχει ήδη στείλει, συνεχίζει: «Οσα µὲν οὖν τῶν θεωρηµάτων 

καὶ προβληµάτων γράφεται διὰ τούτων τῶν θεωρηµάτων, ἐν τῷδε τῷ βιβλίῳ γρά-

ψας ἀπέσταλκά σοι,» Χωρίο που ο Σταµάτης αποδίδει ως εξής: «Όσα µεν λοιπόν εκ 

των θεωρηµάτων και των προβληµάτων αποδεικνύονται δια των θεωρηµάτων τού-

των, σου τα αποστέλλω αφού τα έγραψα εις το βιβλίο τούτο,…» Άρα ο ίδιος ο Αρχι-

µήδης, διευκρινίζει ότι στέλνει – συµπεριλαµβάνει και κάποια θεωρήµατα στο έργο 

του αυτό. Στη συνέχεια θα προσπαθήσουµε µε βάση την υπόθεσή µας να τα διαχω-

ρίσουµε. 

Η επιστολή τελειώνει όπως προαναφέραµε µε την εκφώνηση του πρώτου προ-

βλήµατος πριν από τη διατύπωση και απόδειξη της πρώτης πρότασης: «Τὸ δὲ πρῶτον 

ἦν τῶν προβληµάτων τόδε· Σφαίρας δοθείσης …» ∆ιατύπωση που κάνει φανερή τη 

σύνδεση «δοθέντος» – προβλήµατος, µε τον τρόπο που την είδαµε να λειτουργεί στα 

Στοιχεία του Ευκλείδη και θα τη δούµε στη συνέχεια και στον Αρχιµήδη.  

Η πρώτη πρόταση του έργου την οποία ακολουθεί απόδειξη, είναι το δεύτερο 

πρόβληµα σύµφωνα µε την αρίθµηση του Αρχιµήδη: «Τὸ δεύτερον ἦν· Κώνου 

δοθέντος ἢ κυλίνδρου …» Για να πει παρακάτω: «Συντεθήσεται δὴ τὸ πρόβληµα 

οὕτως· ἔστω δὴ ὁ δοθεὶς κῶνος ἢ κύλινδρος ὁ Α· …» ∆ιατύπωση που ακολουθεί το 

ευκλείδειο πρότυπο. Η απόδειξη όµως, πάλι δεν τελειώνει µε την φράση «ὅπερ ἔδει 

ποιῆσαι».  

Η δεύτερη πρόταση του βιβλίου, δεν περιλαµβάνει τον όρο «δοθέν» ούτε στην 

εκφώνηση, ούτε στην έκθεση και το διορισµό, κατά συνέπεια σύµφωνα µε την υπό-

θεσή µας είναι θεώρηµα. Το πρώτο θεώρηµα. Επίσης στο τέλος της απόδειξής της, 
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υπάρχει η έκφραση «ὅπερ ἔδει δεῖξαι». Η καλύτερη επιβεβαίωση όµως θα έρθει πα-

ρακάτω από τον ίδιο τον Αρχιµήδη. 

Στην τρίτη πρόταση του βιβλίου αναφέρει: «Τρίτον ἦν πρόβληµα τόδε· Τὴν 

δοθεῖσαν σφαῖραν ἐπιπέδῳ τεµεῖν, …» Άρα γίνεται φανερό ότι η προηγούµενη πρό-

ταση, που µεσολαβεί ανάµεσα σε αυτό που ο ίδιος ο Αρχιµήδης ονοµάζει δεύτερο και 

σε αυτό που ονοµάζει τρίτο πρόβληµα, δεν θα µπορούσε να είναι επίσης πρόβληµα.  

Τις επόµενες προτάσεις 4, 5, 6, 7, ο Αρχιµήδης δεν τις ονοµάζει προβλήµατα 

στις εκφωνήσεις τους, ούτε οι αποδείξεις τους τελειώνουν µε το «ὅπερ ἔδει ποιῆ-

σαι». Περιέχουν όµως όλες τόσο στις εκφωνήσεις, όσο και στις εκθέσεις ή τους διο-

ρισµούς τους τον όρο «δοθέν», γεγονός που µας οδηγεί καταρχήν να τις χαρακτηρί-

σουµε ως προβλήµατα. Ακόµη υπάρχουν και σηµεία µέσα στις αποδείξεις τους που ο 

ίδιος ο Αρχιµήδης αναφέρει τον όρο πρόβληµα. Για παράδειγµα στη σύνθεση της 4ης 

πρότασης θα αναφέρει: «Συντεθήσεται δὴ τὸ πρόβληµα οὕτως· ἔστω ὁ δοθεὶς λόγος 

…» Κατά συνέπεια οι προτάσεις 4, 5, 6, και 7, αποτελούν τα 4ο, 5ο, 6ο και 7ο πρό-

βληµα αντίστοιχα.  

Στις προτάσεις 8 και 9 µε τις οποίες τελειώνει το βιβλίο, δεν εµφανίζεται ούτε 

µια φορά ο όρος «δοθέν», δεν υπάρχει το «ὅπερ ἔδει ποιῆσαι», δεν περιλαµβάνουν 

κατασκευές, χρησιµοποιούν κυρίως ιδιότητες των αναλογιών από το πέµπτο βιβλίο 

του Ευκλείδη και δεν εµφανίζουν πουθενά όπως οι προηγούµενες, τον όρο πρόβλη-

µα. Κατά συνέπεια θεωρούµε ότι πρόκειται για θεωρήµατα. Πρόκειται κατά την ά-

ποψή µας για το 2ο και 3ο θεώρηµα του βιβλίου. 

Συνοψίζοντας θεωρούµε ότι το έργο Περί σφαίρας και κυλίνδρου β΄, περιλαµβάνει 

7 προβλήµατα, και 3 θεωρήµατα θέση η οποία υποστηρίζεται και από άλλους µελετη-

τές του Αρχιµήδη που ξεκινούν όµως από διαφορετική αφετηρία.15 Επίσης πρέπει να 

τονιστεί ότι η σύνδεση «δοθέντος» – προβλήµατος που είναι εµφανής και σε αυτό το 

έργο, δεν θα µπορούσε να βρει καλύτερο υποστηρικτή από τον ίδιο τον Αρχιµήδη.  

 

Περί ελίκων  

Στο έργο αυτό του Αρχιµήδη ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται σε επτά προτάσεις, συγκε-

κριµένα τις 3, 4, 5, 6, 7, 8 και 9, οι οποίες θα πρέπει σύµφωνα µε το υπόθεσή µας να 

                                                 
15  Με τη θέση αυτή συµφωνούν τόσο ο Heath (1921, τόµ.ΙΙ, 61), όσο και ο Panza (1997, 393).  
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είναι προβλήµατα. Επίσης εµφανίζεται στην εισαγωγική επιστολή του έργου, που 

απευθύνεται πάλι στον ∆οσίθεο, όπου ο Αρχιµήδης περιγράφοντας κάποια προβλή-

µατα που στο παρελθόν είχε στείλει στον Κόνωνα, αναφέρει: «Πρῶτον δὴ τῶν προ-

βληµάτων ἦν· σφαίρας δοθείσας … ∆εύτερον δέ· κώνου δοθέντος ἢ κυλίνδρου … 

Τρίτον δέ· τὰν δοθεῖσαν σφαῖραν … Τέταρτον δέ· τὰν δοθεῖσαν σφαῖραν … 

Πέµπτον δέ· τὸ δοθὲν τµᾶµα σφαίρας τῷ δοθέντι τµάµατι σφαίρας … Ἕκτον δέ· δύο 

δοθέντων τµαµάτων σφαίρας … Ἕβδοµον· ἀπὸ τᾶς δοθείσας σφαίρας…» Χωρίο 

που επιβεβαιώνει για µια ακόµη φορά τη σύνδεση που είναι φανερό ότι υπάρχει α-

νάµεσα στο πρόβληµα και τον όρο «δοθέν», στα έργα του Αρχιµήδη.  
  

Μηχανικά β΄  

Στο βιβλίο αυτό ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται µία µόνο φορά στην πρόταση 6. 
 

Περί κωνοειδέων και σφαιροειδέων  

Στο βιβλίο αυτό του Αρχιµήδη, ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται σε έξι προτάσεις, συ-

γκεκριµένα τις 5, 7, 8, 9, 19 και 20, οι οποίες θα πρέπει σύµφωνα µε το ισχυρισµό 

µας να είναι προβλήµατα. Επίσης εµφανίζεται στην εισαγωγική επιστολή που υπάρ-

χει στο βιβλίο και απευθύνεται στον ∆οσίθεο, επιβεβαιώνοντας πάλι το συσχετισµό 

«δοθέντος» – προβλήµατος: «πρόβληµα δὲ οἷον καὶ τόδε· ἀπὸ τοῦ δοθέντος σφαιρο-

ειδέος σχήµατος ἢ κωνοειδέος … παρὰ δοθὲν ἐπίπεδον … ἴσον τῷ δοθέντι κώνῳ ἢ 

κυλίνδρῳ ἢ σφαίρᾳ τᾷ δοθείσᾳ. …». Ενώ αντίστοιχα στο θεώρηµα που έχει αναφέ-

ρει ο Αρχιµήδης αµέσως πριν δεν περιλαµβάνεται ούτε µια φορά ο όρος «δοθέν». 

Συνοψίζοντας µε την εµφάνιση των όρων «δοθέν» και «δεδοµένον» στα κείµενα 

του Αρχιµήδη θα µπορούσαµε να πούµε ότι ισχύουν πράγµατα ανάλογα µε αυτά που 

παρατηρήσαµε για την εµφάνιση αυτής της ορολογίας στα κείµενα του Ευκλείδη. 

∆ηλαδή ο όρος «δεδοµένον» εµφανίζεται µόνο σε ένα έργο του και µάλιστα ελάχι-

στες φορές. Αναφέρεται επίσης από κάποια πηγή η ύπαρξη έργου µε τίτλο «∆εδοµέ-

να» που όµως δυστυχώς δεν σώζεται. Σε ότι αφορά τον όρο «δοθέν» εµφανίζεται 

πολύ περισσότερες φορές µε τρόπο πάλι που κάνει εµφανή τη σύνδεσή του µε τα 

προβλήµατα.  
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1.2.3. Η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» στα κείµενα του Απολλώνιου 

 

Ο όρος «δεδοµένον»16 στα έργα του Απολλώνιου που σώζονται σήµερα στα Ελληνι-

κά εµφανίζεται µόνο 11 φορές!17 Οι τρεις πρώτες φορές που εµφανίζεται ο όρος εί-

ναι στο πρώτο βιβλίο των Κωνικών του, ενώ οι υπόλοιπες 8, είναι στο δεύτερο βι-

βλίο του ίδιου έργου. 

Συγκεκριµένα στο πρώτο βιβλίο των Κωνικών του Απολλώνου, ο όρος «δεδοµέ-

νον» εµφανίζεται στις προτάσεις: 52, 55 και 56.  

Στο δεύτερο βιβλίο των Κωνικών του Απολλώνιου, ο όρος «δεδοµένον» εµφανί-

ζεται 8 φορές. Συγκεκριµένα στις προτάσεις: 46, 47, 49, 50, και 51. Είναι χαρακτη-

ριστικός ο τρόπος που προκύπτει το «δεδοµένον» στις τρεις πρώτες από αυτές τις 

προτάσεις ως συνέπεια ενός συλλογισµού που έχει προηγηθεί. Για παράδειγµα στην 

πρόταση 46 διαβάζουµε ως κατάληξη ενός συλλογισµού που έχει προηγηθεί: 

«…δοθὲν ἄρα ἐστὶ τὸ ∆.» Για να συνεχίσει στην επόµενη πρόταση: «διὰ δεδοµένου 

ἄρα τοῦ ∆ …». Με ανάλογο τρόπο εµφανίζονται ως «δεδοµένα» αντικείµενα και στις 

προτάσεις 47 και 49 από το δεύτερο βιβλίο των Κωνικών.18  

 

Ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται συνολικά 180 φορές στα Κωνικά του Απολλωνίου. 

Ειδικότερα στο 1ο βιβλίο των Κωνικών ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται 40 φορές στις 

προτάσεις: 8, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59 και 60. Στην πρόταση 8 που είναι θεώρηµα, 

το «δοθείσα» περιλαµβάνεται σε µια φανερή συνέπεια του θεωρήµατος. Στην πρόταση 

                                                 
16  Ο Μαρίνος αναφέρεται στον Απολλώνιο στην αρχή του υποµνήµατός του για τα ∆εδοµένα του 
Ευκλείδη. Συγκεκριµένα αναφερόµενος στους πολλούς και διαφορετικούς τρόπους µε τους 
οποίους κατά καιρούς έχει οριστεί ή χρησιµοποιηθεί ο όρος «δεδοµένον», µιλάει για κάποιους 
που όρισαν το «δεδοµένον» µε κάποιο απλούστερο τρόπο και προσπάθησαν να το περιγρά-
ψουν µε βάση κάποιο χαρακτηριστικό του γνώρισµα. Ανάµεσα τους περιλαµβάνει τον Απολ-
λώνιο και αναφέρει ότι αυτός θεώρησε το «δεδοµένον» ως «τεταγµένον», στα έργα του Περί 
Νεύσεων και Καθόλου Πραγµατεία. ∆ύο έργα που αποδίδονται στον Απολλώνιο αλλά δυστυ-
χώς δεν σώθηκαν και έτσι δεν µπορούµε να επιβεβαιώσουµε αν ο Απολλώνιος αντιλαµβάνο-
νταν πράγµατι µε αυτόν τον τρόπο το «δεδοµένον». 

17  Πολύ λίγες όπως και στο έργο του Αρχιµήδη, ειδικά αν τις συγκρίνει κάποιος µε τη χρήση του 
όρου που γίνεται σήµερα από τους µαθηµατικούς. Η χρήση του όρου «δεδοµένον» σήµερα, 
είναι σίγουρα πολύ διαφορετική από αυτήν των αρχαίων και είναι ουσιαστικά πολύ κοντά στη 
σηµασία µε το «γνωστό». 

18  Σε αυτή µας την παρατήρηση θα επανέλθουµε σε επόµενα κεφάλαια όταν θα ασχοληθούµε µε 
το πώς παράγονται και πως λειτουργούν τα «δεδοµένα» τόσο στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη όσο 
και γενικότερα στην γεωµετρική ανάλυση προβληµάτων, δείγµατα της οποίας είναι οι προτά-
σεις στις οποίες αναφερόµαστε σύµφωνα και µε τον Knorr (1986, 314). 
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52, εµφανίζεται ο όρος «δοθείσα» 4 φορές στην εκφώνηση αλλά και σύµφωνα µε το 

περιεχόµενο της είναι φανερό ότι πρόκειται για µια κατασκευή. Εµείς θεωρούµε ότι 

πρόκειται για πρόβληµα και ως τέτοιο το αναφέρει σε υποσηµείωσή του και ο F. 

Hultsch, στο έργο του για τον Πάππο19. Ανάλογα πράγµατα ισχύουν και για τις υπό-

λοιπες προτάσεις του 1ου βιβλίου των Κωνικών όπου εµφανίζεται το «δοθέν». Κατά 

την άποψή µας πρόκειται για προβλήµατα. Θα πρέπει να διαφωνήσουµε πάλι µε τον 

Σταµάτη (1975, τόµ. Ι, 41), ο οποίος σε συγκεντρωτικό πίνακα, για το είδος των προ-

τάσεων των Κωνικών του Απολλώνιου, αναφέρει ότι το πρώτο βιβλίο περιλαµβάνει 

60 θεωρήµατα και κανένα πρόβληµα. Εµείς θεωρούµε, µε βάση το περιεχόµενο των 

προτάσεων αλλά και τον ισχυρισµό µας για σύνδεση προβληµάτων – «δοθέντων», ότι 

το βιβλίο περιλαµβάνει 51 θεωρήµατα και 9 προβλήµατα (τα 52, 53, 54, 55, 56, 57, 

58, 59, και 60). Άποψη µε την οποία συµφωνεί και ο R. Ferrier (1983)20 φέρνοντας τα 

Κωνικά ως παράδειγµα έργου των Ελληνικών µαθηµατικών στο οποίο έχουν προηγη-

θεί 51 θεωρήµατα πριν διατυπωθεί το πρώτο πρόβληµα.  

Στο 2ο βιβλίο των Κωνικών, ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται 140 φορές, στις προτά-

σεις: 4, 14, 44, 45, 46, 47, 49, 50, 51 και 53. Ο Απολλώνιος αναφέρει τη λέξη πρό-

βληµα, στις 49, 50, 51, ενώ στην 53 αναφέρει: «ὅπερ ἔδει ποιῆσαι». Ο Σταµάτης 

στον ίδιο συγκεντρωτικό πίνακα, αναγνωρίζει ότι οι τελευταίες 8 προτάσεις από αυ-

τές που αναφέρουµε παραπάνω είναι προβλήµατα. Εµείς θεωρούµε ότι και η 4 είναι 

πρόβληµα, τόσο µε βάση το περιεχόµενό της όσο και γιατί περιλαµβάνει τον όρο 

«δοθέν», ενώ διατηρούµε κάποιες επιφυλάξεις για την 14 λόγω του περιεχοµένου 

της, παρόλο που περιλαµβάνει τον όρο «δοθέν».  

Τα υπόλοιπα βιβλία των Κωνικών του Απολλώνιου, το 3ο και το 4ο, δεν περι-

λαµβάνουν τον όρο «δοθέν» αλλά και καθόλου προβλήµατα. Σε ότι αφορά τα βιβλία 

5ο, 6ο και 7ο, δεν έχει νόηµα να τα µελετήσουµε ως προς την εµφάνιση της ορολογί-

ας «δοθέν» – «δεδοµένον» γιατί δεν σώζονται στα Ελληνικά, αλλά τα έχει µεταφρά-

σει ο Ε. Σταµάτης στη δωρική διάλεκτο από τα γαλλικά, που είναι µετάφραση από 

λατινικό κείµενο το οποίο µε τη σειρά του έχει µεταφραστεί από το σωζόµενο αρα-

βικό κείµενο.  

 

                                                 
19  Πάππος, εκδ. F. Hultsch, Βερολίνο 1876, 273, υποσηµ.5.  
20  Στην εισαγωγή του G. Mc Dowell & M. Sokolik (1993, ΧΧ).  
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Κλείνοντας την καταρχήν έρευνά µας για την εµφάνιση των όρων «δοθέν» και 

«δεδοµένον» στα κείµενα του Ευκλείδη, Αρχιµήδη και Απολλώνιου, καταλήγουµε 

στα εξής: ο όρος «δεδοµένον» εµφανίζεται αρκετά σπάνια σε ελάχιστα έργα, ειδικά 

στα κείµενα των δύο τελευταίων. Στον Ευκλείδη εµφανίζεται µόνο στα ∆εδοµένα 

αρκετές φορές. Ο όρος «δοθέν» εµφανίζεται σε περισσότερα έργα και σε αριθµό ση-

µαντικά µεγαλύτερο από το «δεδοµένον». Είναι φανερό ότι ο όρος «δοθέν» προσι-

διάζει στα προβλήµατα στα κείµενα και των τριών, µε κάποιες εξαιρέσεις βέβαια τις 

οποίες προαναφέραµε. Συµπεράσµατα για την αναγκαιότητα της ύπαρξης καθώς και 

τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί αυτή η ορολογία στα κείµενα των ελληνικών Μα-

θηµατικών δεν είµαστε ακόµη σε θέση να βγάλουµε. Αυτό θα γίνει σε επόµενα κε-

φάλαια της διατριβής µας. Μπορούµε όµως να συµπεράνουµε ότι η ορολογία «δοθέ-

ντων» – «δεδοµένων» δεν αποτελεί ένα χαρακτηριστικό που εµφανίζεται τυχαία ή 

µια γλωσσική ιδιοµορφία των ελληνικών Μαθηµατικών (ειδικότερα των ∆εδοµένων 

και της γεωµετρικής ανάλυσης) αλλά ένα συστατικό στοιχείο τους που χρησιµο-

ποιείται µε συγκεκριµένο τρόπο, που όπως θα φανεί στη συνέχεια µπορεί να βοηθή-

σει σηµαντικά στην κατανόησή τους. 

 

Συµπέρασµα 

 

Όπως έγινε φανερό από τη συζήτηση που προηγήθηκε σε αυτό το κεφάλαιο, τα απο-

τελέσµατα της µέχρι σήµερα έρευνας γύρω από τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη, την αξία, 

το περιεχόµενο και την ορολογία που χρησιµοποιούν, δεν είναι ούτε οριστικά ούτε 

ιδιαίτερα ικανοποιητικά. Παρουσιάζονται ανάµεσα σε αυτά αντικρουόµενες από-

ψεις, ερµηνείες που οι ίδιοι οι υποστηρικτές τους αναγνωρίζουν ότι δεν είναι πλήρεις 

αλλά και πολύ σηµαντικά και ενδιαφέροντα στοιχεία τα οποία θα είναι χρήσιµα για 

εµάς στην πορεία της διατριβής µας προκειµένου να συνθέσουµε τις δικές µας θέ-

σεις. Επίσης η καταρχήν έρευνα της εµφάνισης της ορολογίας «δοθέν» – «δεδοµέ-

νον» στα κείµενα του Ευκλείδη, του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου φανερώνει τον 

κοινό και όχι τυχαίο τρόπο εµφάνισής της σε αυτά. Ένα ακόµη στοιχείο που µας 

προτρέπει σε περισσότερο διεξοδική έρευνα, στη συνέχεια, για τη συγκεκριµένη ο-

ρολογία, την αναγκαιότητα της και τον τρόπο που αυτή λειτουργεί.  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

Οι όροι «δοθέν» και «δεδοµένον»: γλωσσική διάκριση  
 

Στο κεφάλαιο αυτό θα αναλύσουµε γλωσσικά τους όρους «δοθέν» και «δεδοµένον» 

προκειµένου να αναδείξουµε τη διάκριση που υπάρχει ανάµεσά τους. 

 

2.1. Γιατί γλωσσική ανάλυση δύο όρων των Μαθηµατικών; 
 

Οι σύγχρονοι µελετητές των ∆εδοµένων αισθάνονται τουλάχιστον αµηχανία όταν 

έρχονται αντιµέτωποι µε την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον», όπως αναφέραµε 

στο προηγούµενο κεφάλαιο. Αναγνωρίζουν ότι αποτελεί ένα ιδιαίτερο χαρακτηρι-

στικό των ελληνικών Μαθηµατικών ουσιώδες για την ανάλυση των προβληµάτων, 

το οποίο δεν είναι καθόλου αυτονόητο πώς λειτουργούσε και µε ποιόν τρόπο θα 

πρέπει να ερµηνευθεί. Ο Jones (1986, 552) αναφέρεται χαρακτηριστικά σε πιθανές 

παγίδες που κρύβονται πίσω από αυτή την ορολογία και στην επικινδυνότητα που 

παρουσιάζει λόγω της αµφισηµίας της, αφού άλλες φορές –χωρίς να είναι φανερό 

ποιες– αναφέρεται σε πράγµατα τα οποία έχουν εκληφθεί ως αληθή εξαρχής και άλ-

λες φορές σε πράγµατα που καθορίστηκαν από τη διαδικασία ως αληθή. Κάποιοι, 

όπως είδαµε, κατά καιρούς έχουν επικαλεστεί τον έναν ή τον άλλο λόγο για την ύ-

παρξή της, ουδείς όµως έχει προτείνει κάποια ουσιαστική και λειτουργική ερµηνεία 

της. Ο Taisbak, που όπως αναφέραµε έχει ασχοληθεί συστηµατικότερα από όλους 

µέχρι τώρα µε τα ∆εδοµένα, έχει εκφράσει την ανάγκη ύπαρξης µιας τέτοιας ερµη-

νείας και το έχει κάνει µε ρητό τρόπο: 

…σχεδόν κανένας σύγχρονος µαθηµατικός δεν θα χρησιµοποιούσε το κατηγόρηµα 

«είναι δεδοµένο» για κάτι που έχει βρεθεί ή αποδειχθεί ότι είναι αληθές. Αλλά οι 

Έλληνες το έκαναν, και αυτό είναι ένα γεγονός όχι οικείο για εµάς το οποίο πρέπει 

να κατανοηθεί εάν πρόκειται να αποτιµηθούν σωστά τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη. 

(Taisbak, 1991, 136-137) … ο Ευκλείδης δεν σκέφτηκε µε αυτόν τον τρόπο: τα 

«δεδοµένα» (‘givens’) του ζουν σε ένα δικό τους κόσµο τον οποίο πρέπει να κατέ-

χουµε απεριόριστα αν θέλουµε να τον κατανοήσουµε. (Taisbak, 1991, 170) 

Συµφωνούµε απόλυτα µε τον Taisbak για την ανάγκη ουσιαστικής κατανόησης 

της ορολογίας «δοθέν» – «δεδοµένον», αλλά δεν θα συµφωνήσουµε µε τη µέθοδο 
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που προτείνει για αυτό. Προτείνει συγκεκριµένα να αντιληφθούµε τα «δεδοµένα» ως 

έννοιες µόνο από τα αποτελέσµατά τους: 

«Θα τα γνωρίσουµε από τους καρπούς τους» (Κατά Ματθαίον 7.20) …ο Ευκλεί-

δης (ή όποιος άλλος έγραψε τα ∆εδοµένα) …αποδεικνύει ισχυρισµούς µε αξιώµα-

τα και ορισµούς που δεν δηλώνονται πουθενά, ενώ αποτυγχάνει να χρησιµοποιή-

σει ένα αναλυτικό ορισµό όπου αυτός χρειάζεται. …Ένας τρόπος για να θερα-

πεύσουµε τα πράγµατα είναι να εκµαιεύσουµε τους ορισµούς και τα αξιώµατα 

από τα αποτελέσµατα που έχουµε: να γνωρίσουµε από τους καρπούς ποια ήταν η 

σπορά. (Taisbak, 1991, 137)  

Μας προτρέπει δηλαδή να αναζητήσουµε τις απαντήσεις στα ερωτήµατα που 

αφορούν την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» αποκλειστικά µέσα από τα ίδια τα 

µαθηµατικά κείµενα. Οι απαντήσεις όµως αυτές είναι πιθανό να έχουν προεκτάσεις 

γλωσσικού και φιλοσοφικού χαρακτήρα όπως θα δείξουµε παρακάτω. Εµείς θεω-

ρούµε ότι µία µεθοδικότερη µελέτη της ορολογίας σε γλωσσικό επίπεδο, σε συνδυα-

σµό µε τις πιθανές φιλοσοφικές προεκτάσεις της, σε αλληλεπίδραση πάντα µε τα 

κείµενα –µαθηµατικά και άλλα– και τελικά µια ερµηνεία και επαλήθευσή της στα 

µαθηµατικά κείµενα, θα αποτελούσε έναν µάλλον πιο πειστικό τρόπο απάντησης, 

για πολλά από τα ερωτήµατα που έχουν ήδη τεθεί και ίσως την αρχή µιας ουσιαστι-

κής απάντησης τους.  

Αναφερθήκαµε ήδη σε προηγούµενο κεφάλαιο, στη γλώσσα ως ένα από τα µε-

θοδολογικά εργαλεία της σύγχρονης ιστοριογραφίας των ελληνικών Μαθηµατικών. 

Επειδή όµως είναι ενδεχόµενο η γλωσσική ανάλυση που ακολουθεί να ξενίσει κά-

ποιους (µαθηµατικούς κυρίως), ή να δηµιουργήσει ερωτηµατικά για την αναγκαιό-

τητα της ύπαρξής της θα παραθέσουµε αντί άλλων επιχειρηµάτων ένα απόσπασµα 

από τον Szabό (1969, 36-37):  

Η φιλολογική πλευρά όµως δεν είναι αυτοσκοπός, αλλά βοηθεί την µαθηµατικήν 

και ιστορικήν κατανόησιν. Είµαι πράγµατι πεπεισµένος ότι σπουδαία δεδοµένα 

της αρχαίας επιστήµης δεν ηµπορούν να κατανοηθούν ορθώς, όχι µόνον από ι-

στορικής πλευράς, αλλά και από της πλευράς του µαθηµατικού των περιεχοµέ-

νου, χωρίς την ακριβή φιλολογικήν ανάλυσιν…. ∆ια τους λόγους αυτούς επιθυµώ 

να τονίσω µε όσον περισσοτέραν έµφασιν, ότι δεν είναι δυνατόν να ερευνηθή η 

ιστορία των Μαθηµατικών, εάν δεν ερευνηθή συγχρόνως κατά βάθος και διεξοδι-

κώς το γλωσσικόν ακριβώς µέρος. ∆εν πρέπει να λησµονώµεν ότι η µαθηµατική 
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σκέψις ήτο τότε στενώτατα συνδεδεµένη µε την γλώσσαν. …και αι λέξεις ελαµ-

βάνοντο –ακόµη και αυταί αι οποίαι εξελίχθησαν εις ειδικούς µαθηµατικούς ό-

ρους– ως επί το πλείστον, από τη συνήθη καθηµερινήν γλώσσαν ή από την γλώσ-

σαν της Φιλοσοφίας. ∆ι’ αυτό µόνον µέσω της γλώσσης ηµπορούµεν να εννοή-

σωµεν την ιδιορρυθµίαν της αρχαίας µαθηµατικής σκέψεως, η οποία συχνά δια-

φέρει αισθητώς από τον µεταγενέστερον µαθηµατικόν τρόπον σκέψεως.  

Ο Szabό σκιαγραφεί µε απλά λόγια την πιθανή πορεία µιας λέξης πριν φτάσει να 

γίνει ειδικός µαθηµατικός όρος των ελληνικών Μαθηµατικών: ξεκινάει από την α-

πλή καθηµερινή γλώσσα ή τη γλώσσα της φιλοσοφίας, ζυµώνεται µε το γενικότερο 

πολιτισµικό πλαίσιο και τον τρόπο σκέψης της εποχής που λειτουργεί και καταλήγει 

µέσα από κάποιες σηµασιολογικές διαφοροποιήσεις να γίνει ειδικός µαθηµατικός 

όρος. Ο µαθηµατικός αυτός όρος όµως δεν παύει να µεταφέρει σε κάποιο βαθµό τις 

όποιες φιλοσοφικές ή άλλες προεκτάσεις και δεσµεύσεις του καθώς και τον τρόπο 

σκέψης αυτών που τον διαµόρφωσαν και τον χρησιµοποίησαν. Αν θέλουµε λοιπόν 

να κατανοήσουµε πλήρως τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί στα µαθηµατικά κείµε-

να η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» θα πρέπει να αρχίσουµε από µια γλωσσική 

ανάλυση και διάκριση των δύο όρων της («δοθέν» και «δεδοµένον») χωρίς να απο-

δεχθούµε ως αυτονόητη ούτε την ταύτιση τους ούτε και την ενιαία απόδοσή τους µε 

τον όρο «γνωστό». Η αρχή της ταύτισης των δύο όρων για τη σύγχρονη εποχή βρί-

σκεται στις λατινικές αποδόσεις των ∆εδοµένων όπως θα δούµε στην επόµενη ενό-

τητα.  
 

2.2. ∆εδοµένον = δοθέν = datum ; 
 

Ο ισχυρισµός του Μαρίνου ότι: «Ορίζουν βέβαια το δεδοµένον µε πολλούς τρόπους, 

διαφορετικά οι παλαιότεροι από τους νεώτερους µελετητές. Γι’ αυτό το λόγο κατέ-

στη δύσκολη η σωστή εξήγηση σχετικά µε αυτό…» (Menge, 234, 4-6) αφορούσε το 

παρελθόν αλλά εµείς θα προσπαθήσουµε να δείξουµε ότι ισχύει µέχρι τις µέρες µας. 

Η έλλειψη διάκρισης ανάµεσα στο «δεδοµένον» και το «δοθέν» µέχρι σήµερα, απο-

τελεί µόνο µια άλλη όψη του ίδιου προβλήµατος. Τα χωρία που θα αντιπαραβάλουµε 

παρακάτω προέρχονται από τη στερεότυπη έκδοση των ∆εδοµένων του Ευκλείδη 

στη Bibliotheca Teubneriana από τον H. Menge (1896), στην οποία περιλαµβάνεται 

και το υπόµνηµα του Μαρίνου. Στη λατινική µετάφραση που συνοδεύει την έκδοση 
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µπορούµε εύκολα να παρατηρήσουµε ότι οι όροι «δεδοµένον» και «δοθέν» αποδίδο-

νται ενιαία µε τον όρο «datum».  
 

A) Μαρίνος: καὶ τὸ ἐν ὑποθέσει δὲ παρὰ τοῦ προβάλλοντος ἐκτιθέµενον 

δεδοµένον εἶναί τινες ὑπειλήφασιν. λέγουσι δὲ καὶ ἄλλον τρόπον ἐν ταῖς πρώταις 

στοιχειώσεσι τὸ δοθὲν καὶ τὴν δοθεῖσαν, τουτέστιν ἡλίκην ἄν τις ἀφορίσῃ καὶ δῷ 

εὐθεῖαν. (236.1-6) 

Menge: … et quidam id datum esse statuerunt, quod in hypothesi ab eo, qui pro-

ponit, exponitur. dicunt etiam alio modo in primis elementis punctum datum et 

rectam datam, hoc est quantamcumque rectam quis determinant et dat. (237.1-4) 
 

B) Μαρίνος: καὶ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν εἰς τὸν δοθέντα λόγον τεµεῖν· (238.15-16) 

Menge: …et datam rectam in datam proportionem secare (239.16-17) 
 

Γ) Μαρίνος: ἔτι µὴν καὶ τὰ τοιάδε γνώριµα λέγεται, ὡς τὸ µίαν εἶναι τὴν 

ἐφαπτοµένην τῆς ἕλικος ἀπὸ τοῦ ἔξω δοθέντος σηµείου ἐπὶ θάτερα µέρη. (240.3-5) 

Menge: …praeterea etiam talia nota esse dicuntur, ut unam rectam esse conti-

gentem lineam spiralem ex puncto extra dato ad alteram utram partem.(241.3-5) 

 

Από τα παραπάνω χωρία διαπιστώνουµε ότι οι όροι «δεδοµένον» και «δοθέν», 

που είναι παθητικές µετοχές διαφορετικών χρόνων του ρήµατος «δίδωµι», συγκεκρι-

µένα παρακειµένου και αορίστου αντίστοιχα, αποδίδονται από τον Menge ενιαία ως 

«datum». Ο Menge κάνει το ίδιο και στην απόδοση των ∆εδοµένων του Ευκλείδη:  

 

Α) Ευκλείδης: ∆εδοµένα τῷ µεγέθει λέγεται χωρία τε καὶ γραµµαὶ καὶ γωνίαι, οἷς 

δυνάµεθα ἴσα πορίσασθαι. (2, 2-3) 

Menge: Data magnitudine dicuntur et spatia et lineae et anguli, quibus aequalia 

comparare possumus. (3, 2-3) 

 

Β) Ευκλείδης: Μέγεθος µεγέθους δοθέντι µεῖζόν ἐστιν, ὅταν, ἀφαιρεθέντος τοῦ 

δοθέντος, τὸ λοιπὸν τῷ αὐτῷ ἴσον ᾖ. (4, 3-5) 

Menge: Magnitudo magnitudine maior est data, ubi, ablata data, quae reliqui-

tur, eidem aequalis est. (5, 3-4) 
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Γ) Ευκλείδης: κείσθω γὰρ δεδοµένον µέγεθος τὸ ∆Ζ. καὶ ἐπεὶ λόγος ἐστὶ δοθεὶς ὁ 

τοῦ ΒΑ πρὸς τὸ ΑΓ… (10, 9-10) 

Menge: nam ponatur data magnitudo ∆Ζ. et quoniam ratio ΒΑ:ΑΓ data 

est…(11, 9-10)  
 

Η ενιαία αυτή απόδοση του «δοθέντος» και του «δεδοµένου» στα λατινικά, ό-

πως αναφέραµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, γραµµατικά θα µπορούσε να εξηγηθεί 

εν µέρει από το γεγονός ότι στη λατινική γλώσσα ο χρόνος που αντιστοιχεί σε πράξη 

που συνέβη στο παρελθόν είναι ο Perfectum (µε σηµασία αορίστου ή ενεστώτα ανά-

λογα µε τα συµφραζόµενα) ενώ για την παθητική φωνή υπάρχει µια µετοχή στον πα-

ρακείµενο (εδώ «datum»). Η αντιπαραβολή όµως των αρχαίων ελληνικών κειµένων 

που περιλαµβάνουν την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» και της λατινικής απόδο-

σής τους (όπως στη συνέχεια και της αγγλικής απόδοσής τους µε το «given» και της 

γερµανικής µε το «gegeben») εγείρει ένα σοβαρό ιστοριογραφικό ερώτηµα.  

 

2.2.1. Το ιστοριογραφικό ερώτηµα 

 

Το ιστοριογραφικό ερώτηµα που εγείρεται από τα παραπάνω είναι το ακόλουθο: Η 

χρήση διαφορετικών χρόνων στα πρωτότυπα κείµενα, υποδηλώνει άραγε διαφορο-

ποίηση στον τρόπο που αντιλαµβάνεται τη λειτουργία των όρων «δεδοµένον» και 

«δοθέν» ο συγγραφέας; Στην περίπτωση που η απάντηση είναι καταφατική, τότε η 

χωρίς διάκριση απόδοσή τους στα λατινικά ή σε οποιαδήποτε σύγχρονη γλώσσα, αν 

δεν προκαλεί σύγχυση στον αναγνώστη τουλάχιστον δεν του επιτρέπει την ορθή και 

πλήρη κατανόηση των λεγοµένων του Μαρίνου και των διαφόρων µαθηµατικών 

κειµένων που περιλαµβάνουν τους δύο όρους.  

Επιπλέον τίθενται τα εξής ερωτήµατα: Ποιο είναι το µαθηµατικό περιεχόµενο αυ-

τής της διαφοροποίησης για τους αρχαίους Έλληνες µαθηµατικούς; H διάκριση αυτή 

σε ποιο βαθµό θα βοηθήσει στην καλύτερη κατανόηση των ελληνικών µαθηµατικών 

κειµένων που περιλαµβάνουν τους δύο όρους και ειδικότερα στην κατανόηση των 

∆εδοµένων του Ευκλείδη; Τα δύο τελευταία ερωτήµατα θα τα απαντήσουµε σε επό-

µενα κεφάλαια της διατριβής µας. Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µόνο µε τη 

γλωσσική διάκριση των δύο όρων. 
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2.3. Γλωσσική ανάλυση των όρων «δοθέν» και «δεδοµένον» 
 

Το πεδίο από το οποίο θα πρέπει να ξεκινήσει η έρευνα για την απάντηση του ιστο-

ριογραφικού ερωτήµατος που θέσαµε είναι η αρχαία ελληνική γραµµατική και το 

συντακτικό. Οι όροι «δοθέν» και «δεδοµένον» προέρχονται από το ρήµα της αρχαίας 

ελληνικής «δίδωµι». Οι χρόνοι του ρήµατος είναι: µελ. δώσω, αόρ.α΄ έδωκα, αόρ. β΄ 

έδων, πρκ. δέδωκα—Παθητική, µελ. δοθήσοµαι, αόρ. εδόθην, πρκ. δέδοµαι. (Σταµα-

τάκος, 1949, 270) Το «δεδοµένον» είναι µετοχή παθητικού παρακειµένου ενώ το 

«δοθέν» είναι µετοχή παθητικού αορίστου του ρήµατος «δίδωµι».  

Παρακάτω θα επιχειρήσουµε τη γλωσσική ανάλυση των όρων «δοθέν» και «δε-

δοµένον» σε δύο επίπεδα: στο επίπεδο των χρόνων και της έγκλισης και στο επίπεδο 

της παθητικής φωνής. Η ανάλυση αυτή θα στηριχθεί κυρίως σε αποσπάσµατα από τα 

έργα: Συντακτικόν της Αρχαίας Ελληνικής Γλώσσης του J. Humbert (1957), Ιστορική 

Γραµµατική της Αρχαίας Ελληνικής του Ι. Σταµατάκου (1949), Η Σύνταξη της Αρχαί-

ας Ελληνικής Γλώσσας του E. Schwyzer (2002) και το Ιστορικό Συντακτικόν της Αρ-

χαίας Ελληνικής του Π. Λορεντζάτου (1989). 

 

2.3.1. Πρώτο επίπεδο γλωσσικής ανάλυσης: Χρόνοι, εγκλίσεις και «ποιόν ενεργείας» 
 

Η έρευνά µας για τους χρόνους των ρηµάτων στα αρχαία Ελληνικά απέδωσε αρκετά 

ενδιαφέροντα στοιχεία. Πριν περάσουµε στην αναλυτικότερη παρουσίασή τους θα 

τα αναφέρουµε εδώ συνοπτικά: 

 α) Οι χρόνοι της Οριστικής στα αρχαία ελληνικά δηλώνουν δύο πράγµατα: τον 

χρόνο και το «ποιόν ενεργείας». Ο χρόνος ή χρονικό σηµείο, εκφράζει το πότε γίνε-

ται αυτό που σηµαίνει το ρήµα (παρόν - παρελθόν - µέλλον). Το «ποιόν ενεργείας» ή 

χρονικό ποιόν ή τρόπος, εκφράζει τον τρόπο µε τον οποίο παρουσιάζεται αυτό που 

σηµαίνει το ρήµα, δηλαδή το πώς γίνεται η πράξη. Με άλλα λόγια οι χρόνοι στην 

Οριστική εκφράζουν το πότε και το πώς γίνεται κάτι.  

β) Οι χρόνοι στις υπόλοιπες εγκλίσεις όπως και στο απαρέµφατο και τη µετοχή, 

δηλώνουν κατά κύριο λόγο το «ποιόν ενεργείας» ενώ η ένδειξη του χρόνου, όταν 

υπάρχει, είναι δευτερεύουσα. ∆ηλαδή οι χρόνοι στη µετοχή που µας ενδιαφέρει ειδι-

κότερα εκφράζουν κυρίως τον τρόπο που γίνεται αυτό που σηµαίνει το ρήµα. 

γ) Το «ποιόν ενεργείας», δηλαδή ο τρόπος που γίνεται αυτό που σηµαίνει το ρή-

µα, θεωρείται όχι από αντικειµενικής απόψεως αλλά από απόψεως υποκειµενικής. 



 57

Με άλλα λόγια εκφράζει την άποψη-θεώρηση του συγγραφέα για την πράξη που πα-

ρουσιάζει, όταν πρόκειται για γραπτά κείµενα.  

Τα στοιχεία αυτά µπορούν να στηρίξουν τη θέση µας ότι οι δύο όροι, «δοθέν» 

ως παθητική µετοχή αορίστου και «δεδοµένον» ως παθητική µετοχή παρακειµένου, 

δεν εναλλάσσονται τυχαία στα ελληνικά κείµενα που αφορούν τα µαθηµατικά, αλλά 

αντίθετα φανερώνουν την άποψη του συγγραφέα για τον χαρακτήρα της πράξης 

στην οποία αναφέρεται κάθε φορά. 

 

Αναλυτικότερα σε σχέση µε το τι φανερώνουν οι χρόνοι των ρηµάτων στα αρ-

χαία ελληνικά1, καταρχήν στην οριστική, έχει µεγάλη αξία να κατανοήσουµε το γε-

γονός ότι φανερώνουν δύο στοιχεία: το «χρονικό σηµείο» και το «ποιόν ενεργείας» ή 

«ποιόν της δράσεως» όπως αναφέρονται στις διάφορες γραµµατικές. Η εντύπωση 

που είχαµε µέχρι τώρα ήταν ότι οι χρόνοι του ρήµατος δηλώνουν απλά τη χρονική 

τοποθέτηση της πράξης που φανερώνει το ρήµα. Η αναζήτησή µας όµως σε διάφο-

ρες ιστορικές γραµµατικές και συντακτικά της αρχαίας ελληνικής µάς αποκάλυψε 

ότι οι χρόνοι στα αρχαία ελληνικά κυρίως δηλώνουν το είδος και τον τρόπο µε τον 

οποίο γίνεται η πράξη που σηµαίνει το ρήµα. Είναι χαρακτηριστική η τοποθέτηση 

του Ι. Σταµατάκου (1949, 234) για αυτό το θέµα στο έργο του Ιστορική Γραµµατική 

της Αρχαίας Ελληνικής:  

οι καλούµενοι χρόνοι αρχήθεν εχρησιµοποιήθησαν ουχί δια να δηλώσουν το χρο-

νικόν σηµείον (το παρόν δηλ. ή το παρελθόν, ή το µέλλον), αλλά µάλλον το ποιόν 

της δράσεως, τ.έ. το είδος και τον τρόπον καθ’ όν λαµβάνει χώραν η υπό του ρή-

µατος σηµαινοµένη ενέργεια (ήτοι: το διαρκές, στιγµιαίον, τετελεσµένον).  

Αναφέρει δηλαδή, ότι οι χρόνοι χρησιµοποιήθηκαν περισσότερο για να δηλώ-

σουν το είδος και την ποιότητα της πράξης που φανερώνει το ρήµα και λιγότερο για 

να δηλώσουν τη χρονική τοποθέτησή της. 

Στην ίδια κατεύθυνση ο Humbert (1957, 126) αναφέρει:  

§226. Τα «χρονικά» θέµατα παρά το όνοµά των, εκφράζουν κατ’ ουσίαν όχι τον 

χρόνον αλλά το ποιόν ενεργείας και θεωρούν την ρηµατικήν ενέργειαν από από-

ψεως υποκειµενικής και όχι αντικειµενικής. 

                                           
1  Αλλά και στα νέα ελληνικά όπως αναφέρει ο Α.Β. Μουµτζάκης στο Συντακτικό της Αρχαίας 
Ελληνικής (2000, 71) που διδάσκεται στα Λύκεια.  



 58

Συµφωνεί δηλαδή και αυτός ότι οι χρόνοι στα αρχαία ελληνικά εκφράζουν στην 

ουσία όχι τη χρονική στιγµή αλλά την ποιότητα –τον χαρακτήρα της ενέργειας. Συ-

µπληρώνει επίσης κάτι πολύ σηµαντικό: ότι αυτή η ενέργεια θεωρείται από απόψεως 

υποκειµενικής και όχι αντικειµενικής. Με άλλα λόγια ο γραµµατικός χρόνος στον ο-

ποίο παρουσιάζεται το ρήµα φανερώνει την άποψη του γράφοντος ή του λέγοντος για 

την ποιότητα της πράξης. Χαρακτηριστικά αναφέρει επίσης παρακάτω ο Humbert:  

§ 227. Αι γραµµατικαί µάς έχουν συνηθίσει να διαιρώµεν νοερώς την διάρκειαν 

εις τρεις ζώνας : παρελθόν, παρόν, µέλλον. … Η ελληνική, γλώσσα λαού µε διαι-

σθητικάς ικανότητας, δεν εµερίµνησε ποτέ να εκφράσει τας αφηρηµένας αυτάς 

σχέσεις. Επιδιώκει αντιθέτως να παρουσιασθούν αι ιδιότητες της πράξεως εν τω 

γίγνεσθαι και εν αναφορά προς εκείνον, ο οποίος ενεργεί. Η ελληνική είναι ευαί-

σθητος εις το ποιόν ενεργείας, διότι τούτο είναι συγκεκριµένον και υποκειµενικόν.  

Αναγνωρίζει δηλαδή ότι οι περισσότερες σύγχρονες γραµµατικές µας οδηγούν 

στο χωρισµό του χρόνου σε παρελθόν, παρόν και µέλλον. Η αρχαία ελληνική όµως 

µε τους χρόνους δεν είχε ως στόχο, όπως δηλώνει ο Humbert, να παρουσιάσει αυτόν 

το χωρισµό του χρόνου αλλά τις ιδιότητες και την ποιότητα ή αλλιώς το χαρακτήρα 

της πράξης.  

Με αυτή την έννοια του «ποιού ενεργείας» (Aktionsart ή Zeitart στα γερµανικά 

και aspect verbal στα αγγλικά), που ο Humbert χαρακτηρίζει «θεµελιώδη» για την 

ελληνική γλώσσα, θα ασχοληθούµε περισσότερο στη συνέχεια. Είδαµε προηγουµέ-

νως ότι ο Ι. Σταµατάκος την ονοµάζει αντίστοιχα «ποιόν της δράσεως» και αναφέρει 

ότι αυτό µπορεί να χαρακτηρίζεται ως: «διαρκές, στιγµιαίον, τετελεσµένον». Ο 

Humbert αντίστοιχα αναφέρει ότι µια πράξη µπορεί να θεωρηθεί κατά την ανάπτυξή 

της (διαρκής), ή ως συγκεντρωµένη σε ένα σηµείο (στιγµιαία), ή ως ενέργεια που 

τείνει προς ένα σκοπό (προσδιορισµένη) ή αντίθετα χωρίς αντικείµενο (απροσδιόρι-

στη), ή ως προσπάθεια προορισµένη σε αποτυχία (ατελής), ή ως εκφράζουσα αποτέ-

λεσµα ή οριστική κατάσταση. Παραδειγµατικά αναφέρει ότι στα αρχαία αγγεία βλέ-

πουµε τις επιγραφές «εποίει» (παρατατικός) ή «εποίησε» (αόριστος), ανάλογα αν ο 

καλλιτέχνης βλέπει τον εαυτό του ως δρώντα ή απλώς ως τον δηµιουργό του έργου. 

Αντίθετα στις αφιερώσεις δεν εµφανίζεται παρά µόνο ο αόριστος «ανέστησε» γιατί 

περιγράφεται απλά η στιγµιαία πράξη της αφιέρωσης. Επίσης στη φράση: «Σωκρά-

της γενναίως απέθανε» οι λεπτοµέρειες του θανάτου δεν ενδιαφέρουν, το ρήµα είναι 

στον αόριστο και φανερώνει στιγµιαίο ποιόν ενέργειας. Αντίθετα σε µια αφήγηση 
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του γεγονότος που ενδιαφέρει ο τρόπος και ίσως η διάρκεια της µετάβασης το ρήµα 

είναι στον παρακείµενο: «Σωκράτης τοιώδε τω τρόπω … τέθνηκε». Προφανώς οι α-

ντικειµενικές συνθήκες του θανάτου του φιλοσόφου, δεν µεταβλήθηκαν εξαιτίας του 

τρόπου µε τον οποίο εµφανίζεται στη µία ή την άλλη πρόταση η άποψη του συγγρα-

φέα. Το σηµαντικό που αναδεικνύεται µέχρι εδώ και ενδιαφέρει άµεσα τη διατριβή 

µας, είναι το γεγονός ότι στα αρχαία ελληνικά η διαφορετική οπτική γωνία µε την 

οποία αντιλαµβάνεται µια πράξη ένας συγγραφέας και οι τυχόν διαφορετικές σηµα-

σιολογικές αποχρώσεις που θέλει να της προσδώσει, αποδίδονται από αυτόν µε τους 

διαφορετικούς χρόνους της γραµµατικής που χρησιµοποιεί.  

 Μέχρι τώρα αναφερθήκαµε στο τι δηλώνουν γενικά οι χρόνοι των αρχαίων ελ-

ληνικών στην Οριστική. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός, όπως αναφέ-

ρουν οι διάφορες γραµµατικές, ότι οι χρόνοι στις άλλες εγκλίσεις και στο απαρέµφα-

το και στη µετοχή εκφράζουν σχεδόν αποκλειστικά το «ποιόν ενεργείας» ενώ η έν-

δειξη του χρόνου αν υπάρχει είναι δευτερεύουσα. Ο Ι. Σταµατάκος (1949, 234) συ-

γκεκριµένα αναφέρει: «Και οι µεν τύποι των άλλων εγκλίσεων δηλούν µόνον το 

ποιόν τούτο της ενεργείας, οι δε της Οριστικής αναφέρονται συγχρόνως και εις το 

χρονικόν σηµείον της ενεργείας.» Ο Humbert (1957, 127) είναι ακόµη πιο κατηγο-

ρηµατικός για το τι φανερώνουν οι χρόνοι στις άλλες εγκλίσεις: «Εκείνο, το οποίον 

εκφράζουν τα λεγόµενα χρονικά θέµατα, είναι το ποιόν ενεργείας. Ώστε κατ’ αρχήν 

δεν δυνάµεθα να οµιλώµεν περί χρόνων εν κυριολεξία ειµή µόνον εις την οριστικήν. 

Η διάκρισις αύτη ενέπνευσε το σχέδιον, το οποίον θα ακολουθήσωµεν ενταύθα: θα 

πραγµατευθώµεν τους χρόνους εις την οριστικήν –έγκλισις εις την οποίαν χρόνος 

και ποιόν ενεργείας είναι στενώς ηνωµένα– δια να έλθωµεν εν συνεχεία εις τας άλ-

λας εγκλίσεις (υποτακτικήν, ευκτικήν, απαρέµφατον και µετοχήν), εις τας οποίας η 

ένδειξις του χρόνου, όταν υφίσταται, δεν είναι παρά δευτερεύουσα.» Με άλλα λόγια, 

οι χρόνοι στη µετοχή που µας ενδιαφέρει ιδιαίτερα, γιατί σε αυτή εµφανίζονται οι 

όροι «δοθέν» και «δεδοµένον», δηλώνουν κυρίως το ποιόν της ενεργείας ή δράσεως 

που είναι ο υποκειµενικός τρόπος µε τον οποίο κάποιος αντιλαµβάνεται και παρου-

σιάζει την πράξη και µόνο δευτερευόντως το σηµείο του χρόνου που αφορά η πράξη. 
 

Η διαφορετικότητα στην ποιότητα της ενέργειας που φανερώνουν οι χρόνοι 

στους οποίους εµφανίζονται οι όροι «δοθέν» και «δεδοµένον», θα είναι το κεντρικό 

στοιχείο στην ανάλυσής µας στη συνέχεια. Θα ασχοληθούµε ειδικότερα µε το «ποιόν 
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ενεργείας» του αορίστου και του παρακειµένου, χρόνων στους οποίους βρίσκονται 

το «δοθέν» και το «δεδοµένον» αντίστοιχα. Πιο συγκεκριµένα η έρευνά µας έδειξε 

ότι ενώ ο αόριστος εκφράζει είσοδο σε µια νέα κατάσταση, στιγµιαία, απότοµα και 

χωρίς διάρκεια, ο παρακείµενος «οδηγεί» το αντικείµενο στην παρούσα κατάσταση 

τείνοντας να αποδώσει περισσότερη σπουδαιότητα στην προηγηθείσα πράξη της ο-

ποίας οι συνέπειες επηρεάζουν την παρούσα κατάσταση. Επίσης, ο τελευταίος αν 

και αναφέρεται στο παρελθόν, µετέχει σε µεγάλο βαθµό του παρόντος, προσθέτο-

ντάς του την εννοιολογική απόχρωση του οριστικού. 

Ο Ι. Σταµατάκος (1949, 235), αναφέρει σχετικά µε την ποιότητα της ενέργειας 

που εκφράζει ο αόριστος: «ο αόριστος (έφαγον π.χ.) εκφράζει τι ως γενόµενον εν µια 

χρόνου στιγµή (και µάλιστα αναφέρεται ειδικώς άλλοτε εις την αρχήν της πράξεως 

και άλλοτε εις το τέρµα της· δηλοί τ.έ. το στιγµιαίον: επυροβόλησα – τον ετραυµάτι-

σα). Είναι δια τούτο ο αόριστος ο κατ’ εξοχήν χρόνος της αφηγήσεως: perfectum 

historicum της Λατινικής.» Αντίστοιχα ο Humbert (1957, 135-136) σηµειώνει για 

την ποιότητα της ενέργειας που εκφράζει ο αόριστος: «…ο αόριστος είναι τι το α-

πηλλαγµένον υποκειµενικών εννοιών διάρκειας ή συντελικότητος, εννοιών, ας εκφρά-

ζουν ο ενεστώς και ο παρακείµενος... Εις τον αόριστον η ρηµατική έννοια εστερηµέ-

νη πάσης διαρκείας τείνει να περιορισθή εις εν σηµείον (στιγµιαίον ποιόν ενεργείας). 

Υπό τοιούτους όρους υποτεθείσθω ότι κατάστασιν, …διαδέχεται νέα κατάστασις. Το 

γεγονός της εισόδου εις την νέαν κατάστασιν πραγµάτων δεν δύναται τότε να εκφρα-

σθή ει µη δι’ αορίστου.» Συµφωνούν δηλαδή και οι δύο ότι ο αόριστος έχει στιγµιαίο 

ποιόν ενεργείας. Με άλλα λόγια εκφράζει είσοδο σε µια νέα κατάσταση, κάτι που 

γίνεται σε µια χρονική στιγµή, απότοµα, χωρίς διάρκεια. 

Για τη σηµασία του παρακειµένου και την ποιότητα της ενέργειας που αυτός ο 

χρόνος εκφράζει, ο Ι. Σταµατάκος (1949, 252-253) αναφέρει: «Ο παρακείµενος χρη-

σιµοποιείται εν τη Ελληνική µόνον όταν πρόκειται να δηλωθή πράξις, η οποία συνέ-

βη κάποτε εις το παρελθόν, το αποτέλεσµά της όµως εξακολουθεί να υφίσταται και 

εις το παρόν: ούτω πεπαίδευκα τον υιόν = τοιουτοτρόπως εµόρφωσα τον υιόν µου 

(εις το παρελθόν) και ο υιός µου εξακολουθεί βέβαια και εις το παρόν να έχει την 

µόρφωσιν αυτήν (συνυποδηλοί δ’ ακόµη ότι: ετελείωσα, συνεπλήρωσα, την µόρφω-

σιν του υιού µου) – Αλέξανδρος ίδρυκεν Αλεξάνδρειαν = την ίδρυσε τότε και εξακο-

λουθεί υφιστάµενη αύτη και σήµερον.» ∆ηλαδή ο παρακείµενος, σε αντίθεση µε τον 

αόριστο που εκφράζει κάτι το στιγµιαίο, φανερώνει διάρκεια µέσω του αποτελέσµα-
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τος της πράξης, η οποία µπορεί να συνέβη στο παρελθόν, συνεχίζει όµως να επηρεά-

ζει το παρόν. Και χρησιµοποιείται µόνο όταν πρόκειται να δηλώσει αυτή τη συµµε-

τοχή στο παρόν. Με άλλα λόγια ο παρακείµενος στα αρχαία ελληνικά µετέχει στο 

παρόν, παρόλο που είναι χρόνος που αναφέρεται στο παρελθόν. Κάτι που δεν ισχύει 

γενικά για τον παρακείµενο στα λατινικά, ο οποίος αντιστοιχεί πολλές φορές µε τον 

αόριστο και το στιγµιαίο «ποιόν ενεργείας», όπως παρατηρεί ο Ι. Σταµατάκος (1949, 

252-253): «Ο παρακείµενος της Ελληνικής είναι πολύ σπανιώτερος της Λατινικής· 

educavi π.χ. αντιστοιχεί ως επί το πλείστον προς τον αόρ. επαίδευσα (διό και λέγεται 

perfectum historicum) και ουχί προς τον παρακ. πεπαίδευκα…». Το γεγονός ότι ο 

παρακείµενος στα λατινικά αντιµετωπίζεται ως ιστορικός χρόνος δηλαδή ως χρόνος 

της αφήγησης και αντιστοιχεί ως επί το πλείστον µε τον αόριστο, µπορεί να εξηγήσει 

ίσως σε κάποιο βαθµό την έλλειψη διαφοροποίησης στην απόδοση του «δοθέντος» 

και του «δεδοµένου» τόσο στη λατινική απόδοση των ∆εδοµένων του Ευκλείδη από 

τον Menge όσο και στις πιο σύγχρονες µεταφράσεις του έργου στις γλώσσες που 

προέρχονται από τα λατινικά.  

Την σηµασία του παρακειµένου της αρχαίας ελληνικής ως χρόνου που µετέχει 

του παρόντος, παρουσιάζει µόνο κάποιες φορές ο παρακείµενος της λατινικής σε 

αντίθεση µε αυτόν της ελληνικής που την παρουσιάζει πάντα τουλάχιστον µέχρι κά-

ποια χρονική περίοδο, όπως αναφέρει ο Ι. Σταµατάκος (1949, 252-253): «Τοιαύτην 

έννοιαν έχει και εν τη Λατινική ενίοτε ο παρακείµενος (perfectum presens): novi = 

έµαθον, εγνώρισα (και εξακολουθώ να γνωρίζω και τώρα). Πάντες οι παρακείµενοι 

της κλασσικής Ελληνικής είναι perfecta presentia λόγω της σηµασίας των, και είναι 

άρα αρχικοί (και ουχί ιστορικοί) χρόνοι. Μόνον εν µεταγενεστέρα περιόδω (από του 

2ου π.Χ. αι. περίπου) εχρησιµοποιήθη ο παρακείµενος της Ελληνικής εν τη εννοία 

του perfectum historicum της Λατινικής (ως χρόνος δηλ. αφηγήσεως).» Από τα πα-

ραπάνω γίνεται φανερό ότι ο παρακείµενος στα αρχαία ελληνικά τουλάχιστον τη 

χρονική περίοδο που µας ενδιαφέρει δεν χρησιµοποιείται µε την έννοια του αορί-

στου αλλά αντίθετα διαφοροποιείται έντονα από αυτόν ως προς το «ποιόν ενεργείας» 

που εκφράζει.  

Ανάλογες είναι και οι θέσεις που διατυπώνει για τον παρακείµενο και το τι εί-

δους ενέργεια εκφράζει ο Humbert (1957, 141) διακρίνοντας ιστορικά δύο τύπους 

του, τον αρχαιότερο και τον νεώτερο όπως αναφέρει: «…υπό τον πλέον αρχαίον αυ-

τού τύπον ο παρακείµενος ορίζεται από απόψεως ποιού ενεργείας ως εκφράζων κα-
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τάστασιν και από απόψεως χρόνου ως κείµενος αν µη εν τω παρόντι τουλάχιστον εν 

τω ενεργώ: Απολλώνιος ο ∆ύσκολος απεκάλει τούτον δικαίως συντέλειαν ενεστώ-

σαν.2» ∆ηλαδή ο αρχαιότερος τύπος του παρακειµένου που χρονικά φτάνει µέχρι τον 

Όµηρο εκφράζει την οριστικότητα της κατάστασης. Χρονικά, είναι άµεσα συνδεδε-

µένος µε το παρών στο οποίο αν δεν βρίσκεται τουλάχιστον φανερώνει ότι είναι ε-

νεργός. Ο νεώτερος τύπος που σύµφωνα µε τον Humbert ονοµάζεται µεταβατικός ή 

αποτελεσµατικός παρακείµενος και αναπτύσσεται ταχύτατα από την εποχή του Πλά-

τωνα µέχρι την εποχή του ∆ηµοσθένη, «άγει το αντικείµενον εις την παρούσαν κατά-

στασιν» και έχει «την τάσιν να αποδώσει περισσοτέραν σπουδαιότητα εις την προη-

γηθήσαν ενέργειαν, η οποία κατέληξεν εις την παρούσαν κατάστασιν…ενέργειαν την 

παράγουσαν διαρκές αποτέλεσµα.» Και συµπληρώνει: «Κατά την διατύπωσιν του 

Chantraine3 ‘η πράξις εκτείνεται εν τω παρόντι, αλλ’ η αφετηρία της κείται εν τω 

παρελθόντι, µόνον δε δια του παρωχηµένου πρέπει να αποδίδηται’». ∆ηλαδή ο παρα-

κείµενος «οδηγεί» το αντικείµενο στην παρούσα κατάσταση τείνοντας να αποδώσει 

περισσότερη σπουδαιότητα στην προηγηθείσα πράξη, οι συνέπειες της οποίας επη-

ρεάζουν την παρούσα κατάσταση. Προκειµένου να γίνει περισσότερο κατανοητή η 

θέση του Humbert για τον παρακείµενο θα χρησιµοποιήσουµε ένα απλό παράδειγµα. 

Η σωστή ερώτηση που πρέπει να απευθύνουµε σε ένα µαθητή που εξετάζουµε στον 

πίνακα είναι: «Έχεις διαβάσει;» και όχι «∆ιάβασες;». Γιατί η ενέργεια του διαβά-

σµατος που έκανε την προηγουµένη, είναι η πράξη που συνεχίζει να επηρεάζει το 

σήµερα και θα έχει ως αποτέλεσµα να πει ή όχι µάθηµα σήµερα. ∆ηλαδή µετέχει –

υπάρχει, µε αυτόν τον τρόπο, η χθεσινή του ενέργεια στο παρόν και είναι σηµαντική. 

Κάτι σηµαντικό τέλος που ο Humbert (1957, 142) δηλώνει για τον αποτελεσµατικό 

παρακείµενο είναι ότι αυτός ακριβώς ο τύπος παρακειµένου που αντιτίθεται προς 

τον αόριστο και δεν µπορεί να εναλλάσσεται µε αυτόν: «Ο αποτελεσµατικός παρα-

κείµενος κείται ακόµη εν ευρεί µέτρω εν τω παρόντι προσθέτων εις αυτό την εννοιο-

λογική απόχρωσιν οριστικού, αύτη δι’ ιδιαιτέρως είναι η περίπτωσις, καθ’ ην ο πα-

ρακείµενος αντιτίθεται προς αόριστον. …Εν πάση περιπτώσει, τουλάχιστον εν τη 

αττική, ει και η διάκρισις µεταξύ παρακειµένου και αορίστου είναι λεπτή και εξαρ-

                                           
2  Αρχαίος Γραµµατικός Απολλώνιος ο ∆ύσκολος, από ηλεκτρονική βιβλιοθήκη TLG, De Con-

structione, 2.2.287.5-2.2.288.1: «…πειθόµεθα ὅτι οὐ παρῳχηµένου συντέλειαν σηµαίνει ὁ 
παρακείµενος, τήν γε µὴν ἐνε στῶσαν…»  

3  Chantraine. P. Histoire du parfait grec, Paris, 1926, σ. 19. 
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τάται πολλάκις περισσότερον εκ του ύφους παρά εκ της γραµµατικής, ο παρακείµε-

νος δεν δύναται να εναλλάσσηται προς τον αόριστον.» Είναι φανερό πιστεύουµε από 

όσα προηγήθηκαν ότι οι δύο χρόνοι στα αρχαία ελληνικά εκφράζουν διαφορετική 

ποιότητα πράξης σύµφωνα µε την υποκειµενική άποψη του συγγραφέα και δεν ε-

ναλλάσσονται τυχαία. Γεγονός που εµείς σήµερα φαίνεται να έχουµε ξεχάσει αποδί-

δοντας µε τον ίδιο τρόπο τη µετοχή παρακειµένου «δεδοµένον» και τη µετοχή αορί-

στου «δοθέν». Κλείνοντας την αναφορά µας στους χρόνους και το πώς χρησιµο-

ποιούνται στα αρχαία ελληνικά καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι οι όροι «δεδοµέ-

νον» και «δοθέν» δεν θα πρέπει να εναλλάσσονται τυχαία στα κείµενα των ελληνι-

κών όπως είναι αυτά του Ευκλείδη ή του Μαρίνου. Καθένας τους προσδίδει διαφο-

ρετική ποιότητα ενέργειας στις προτάσεις που περιλαµβάνεται και εκφράζει διαφο-

ρετικό τρόπο «δοσίµατος» για τα αντικείµενα που αφορά. Το ποιος ακριβώς είναι 

αυτός ο τρόπος για τον καθένα από τους δύο όρους θα το αναλύσουµε σε επόµενο 

κεφάλαιο.  

  

2.3.2. ∆εύτερο επίπεδο γλωσσικής ανάλυσης: Παθητική φωνή και ποιητικό αίτιο  
 

Το δεύτερο επίπεδο της γλωσσικής ανάλυσης µας για τους όρους «δοθέν» και «δε-

δοµένον» είναι αυτό της Παθητικής φωνής στην οποία οι δύο όροι εµφανίζονται. Η 

εµφάνιση των δύο όρων στην Παθητική φωνή θα πρέπει να γίνει κατανοητή σε συν-

δυασµό µε τη γενικευµένη χρήση παθητικής προστακτικής συντελεσµένου χρόνου 

στις κατασκευές της ελληνικής γεωµετρίας και µε τη δυνατότητα που παρέχει η πα-

θητική σύνταξη να µην δηλώνεται το ποιητικό αίτιο της πράξης κάτι που έχει ως συ-

νέπεια τον τονισµό της πράξης.  

Στη γενικευµένη χρήση της Παθητικής προστακτικής και την εµφάνιση των ό-

ρων και των εκφράσεων των κατασκευών της ελληνικής γεωµετρίας στην Παθητική 

φωνή αναφέρεται µε χαρακτηριστικό τρόπο ο Heath (1926, Ι, 242) σχολιάζοντας 

στην απόδειξη της πρώτης πρότασης του πρώτου προβλήµατος του πρώτου βιβλίου 

των Στοιχείων του Ευκλείδη την έκφραση: Ἔστω ἡ δοθεῖσα εὐθεῖα πεπερασµένη ἡ 

ΑΒ. … κύκλος γεγράφθω ὁ ΒΓ∆…, . Συγκεκριµένα γράφει:  
Έστω ότι η ΑΒ είναι η δοθείσα πεπερασµένη ευθεία γραµµή. (Let AB be the 

given finite straight line.) Για να ακριβολογήσουµε θα έπρεπε να την µεταφρά-

σουµε µε την αντίστροφη σειρά «έστω ότι η δοθείσα ευθεία γραµµή είναι η (ευ-
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θεία γραµµή) ΑΒ»· … έστω ότι ο κύκλος ΒΓ∆ περιγράφεται (let the circle 

BCD be described). ∆ύο πράγµατα θα πρέπει να σηµειωθούν εδώ, (1) η κοµψή 

και πρακτικά καθολική χρήση της παθητικής προστακτικής συντελεσµένου χρό-

νου (perfect passive imperative) στις κατασκευές, γεγράφθω σηµαίνει βεβαίως 

«έστω ότι έχει περιγραφεί» ή «υποθέστε τον περιγραµµένο», (2) η αδυναµία να 

εκφραστεί σύντοµα σε µια µετάφραση η δύναµη των λέξεων στην αυθεντική σει-

ρά τους.  

∆ιακρίνει δηλαδή ο Heath, τον κοµψό και πρακτικά καθολικό τρόπο χρήσης της 

παθητικής προστακτικής συντελεσµένου χρόνου στις κατασκευές και παράλληλα 

αναγνωρίζει ότι αδυνατεί να εκφράσει µε τη µετάφρασή του τη δύναµη των λέξεων 

στο πρωτότυπο µε τη σειρά που εµφανίζονται δηλαδή τη σύνταξή τους. Αντιλαµβά-

νεται µε άλλα λόγια ότι οι κατασκευές στα προβλήµατα της ελληνικής γεωµετρίας 

γίνονται µε έναν ιδιαίτερο τρόπο που φανερώνεται µέσα από τη σειρά και τη χρονική 

τοποθέτηση των όρων που συντάσσονται για να τον αποδώσουν, για την οικονοµία 

της µετάφρασης όµως επιλέγει να προχωρήσει στην απόδοση τους µε άλλο τρόπο 

που βοηθάει τη σύνταξη στη σύγχρονη γλώσσα αλλά πιθανότατα δεν αποδίδει τον 

ιδιαίτερο τρόπο µε τον οποίο ο αρχαίος συγγραφέας παρουσιάζει τις όποιες πράξεις 

ή σκέψεις του. Οι περισσότεροι σύγχρονοι µελετητές όµως, που θα δεχτούν αυτή τη 

µετάφραση και δεν θα γυρίσουν στο πρωτότυπο κείµενο, θα θεωρήσουν ότι αυτός ο 

τρόπος έκφρασης φανερώνει τον τρόπο µε τον οποίο ο συγγραφέας γράφει και είναι 

πιθανό να οδηγηθούν σε λάθος συµπεράσµατα. Είναι απαραίτητη εποµένως η µελέτη 

της σύνταξης των όρων στο πρωτότυπο προκειµένου να κατανοήσουµε τον πραγµα-

τικό τρόπο γραφής και ίσως σκέψης του συγγραφέα. 

Ο Taisbak (2003, 28-29) επίσης, στην προσπάθειά του να αποδώσει τον τρόπο 

µε τον οποίο άγονται γραµµές, δίδονται σηµεία, γράφονται κύκλοι και γενικά θεω-

ρούνται γεωµετρικά αντικείµενα στην ελληνική γεωµετρία (κείσθω ή δεδόσθω ση-

µείον, επεζεύχθω ευθεία, κύκλος γεγράφθω), κάτω από τη λεκτική µάσκα της παθη-

τικής προστακτικής συντελεσµένου χρόνου εισάγει την Χείρα Βοηθείας (Helping 

Hand) όπως την ονοµάζει. ∆ηλώνει για αυτήν: 

Η Χείρα Βοηθείας είναι πάντα εκεί, πρώτα για να διαπιστώσει ότι τα πράγµατα γί-

νονται, και για να γλιτώσει το εγχείρηµα από τη µόλυνση των θνητών δακτύλων 

µας. Παρόλα αυτά δεν ενέχει µαγεία· η Χείρα Βοηθείας µπορεί να κάνει µόνο ό,τι 
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βασίζεται σε αξιώµατα ή προτάσεις. … Η κύρια σηµασία της και το ενδιαφέρον 

της είναι να σε κρατήσει έξω από τις δραστηριότητες. Η ελληνική γεωµετρία δεν 

αφορά «το τι µπορείς να κάνεις» αλλά « το τι µπορεί να γίνει». (Taisbak, 2003, 

28-29)  

Αναγνωρίζει δηλαδή ο Taisbak την Χείρα Βοηθείας ως το ποιητικό αίτιο αυτών 

των πράξεων (στις οποίες συµπεριλαµβάνει και τον τρόπο που εµφανίζονται το «δο-

θέν» και το «δεδοµένον») που ενώ δεν παρουσιάζει τίποτε µαγικό όπως ο από µηχα-

νής Θεός, έχει ως στόχο, όπως αναφέρει, να κρατήσει τον γεωµέτρη έξω από αυτές. 

∆εν δίνει βέβαια κάποια σαφή εξήγηση γιατί γίνεται αυτό αλλά από τα συµφραζόµε-

να για µιάσµατα και θνητά χέρια του γεωµέτρη που αναφέρει, είναι εύκολο να κατα-

νοήσει κανείς ότι υπονοεί την Πυθαγόρεια–Πλατωνική καταγωγή αυτών των εκφρά-

σεων, κάτι που αποτελεί µια πιθανή εξήγηση. Σηµειώνει τέλος χαρακτηριστικά ότι η 

ελληνική γεωµετρία δεν αφορά το τι µπορείς να κάνεις αλλά το τι µπορεί να γίνει.  

Αυτή ακριβώς η αίσθηση για το τι και ποιόν αφορά η δεν αφορά η ελληνική γε-

ωµετρία, µπορεί να προκύψει όχι ως απλή αίσθηση πλέον αλλά µε τη βοήθεια της 

γλωσσικής ανάλυσης και πιο συγκεκριµένα του τρόπου µε τον οποίο λειτουργεί η 

Παθητική φωνή και γενικότερα η παθητική σύνταξη στα αρχαία ελληνικά. Συγκε-

κριµένα το παθητικό δεν είναι όπως συνηθίζουµε να πιστεύουµε απλώς το αντίστρο-

φο του ενεργητικού. Μπορεί να έχει ανεξάρτητη λειτουργία όταν δεν οφείλει να εκ-

φράσει το ποιητικό αίτιο της πράξης. Ενώ στην ενεργητική σύνταξη δίνουµε έµφαση 

µάλλον στο υποκείµενο, στην παθητική σύνταξη τονίζουµε περισσότερο την πράξη 

του υποκειµένου. Στην περίπτωση αυτή αυτό που αναδεικνύεται είναι η πράξη και 

το ποιητικό της αίτιο µπορεί να µην το γνωρίζουµε, να µη θέλουµε να το πούµε για 

κάποιο λόγο ή να µην έχει σηµασία.  

Κάποια αποσπάσµατα από το Συντακτικόν της Αρχαίας Ελληνικής Γλώσσης του 

J. Humbert (1957) είναι ιδιαίτερα διαφωτιστικά σε σχέση µε την Παθητική φωνή και 

τη δηµιουργία της στα αρχαία ελληνικά:  

§ 170. Το ινδοευρωπαïκόν ρήµα, το οποίον εχρησιµοποιείτο δια την έκφρασιν της 

ενεργείας (ενεργητικόν) ή του δρώντος (µέσον), αναµφιβόλως δεν ησθάνετο πο-

σώς την ανάγκην να έχη ανεξάρτητον σχηµατισµόν του παθητικού. … Η δη-

µιουργία παθητικού τη βοηθεία µέσων καταλήξεων είναι δηµιουργία της ελληνι-

κής. … Πράγµατι το παθητικόν δεν είναι απλώς, όπως τείνει τις να πιστεύει, το 
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αντίστροφον του ενεργητικού· ει και οι δύο φράσεις, ο Πέτρος αγαπά τον Παύλον 

και ο Παύλος αγαπάται υπό του Πέτρου, είναι λογικώς ισοδύναµοι, η πρώτη α-

ντιστοιχεί προς θεµελιώδη τύπον, ενώ δύναταί τις εις αυτήν ακόµη την ελληνικήν 

να παρακολουθήση την προοδευτικήν ανάπτυξιν της δευτέρας. Ιδιαιτέρως η δή-

λωσις του υπευθύνου αιτίου υφισταµένης καταστάσεως δεν είναι απαραίτητος, διό 

και ελλείπει κανονικώς από ορισµένων θεµάτων, ως το του παρακειµένου, όπερ 

ακριβώς συνέβαλε σπουδαίως εις την σύστασιν του παθητικού. … §172. Η ανε-

ξαρτησία του παθητικού εν αναφορά προς το ενεργητικόν φαίνεται σαφώς εις 

πολλά σηµεία. Το ποιητικόν αίτιον της προξενηθείσης καταστάσεως (ο Πέτρος 

αγαπάται υπό του Παύλου) οφείλει απαραιτήτως να εκφρασθεί όταν το παθητικόν 

δεν θεωρείται ή [παρά µόνο] ως το ενεργητικόν αντεστραµµένον.  

∆ηλαδή, ο Humbert τονίζει ότι το παθητικό δεν είναι απλώς το αντίστροφο του 

ενεργητικού. Οι προτάσεις: «Ο Πέτρος αγαπά τη Μαρία» και «Η Μαρία αγαπιέται 

από τον Πέτρο» είναι λογικά ισοδύναµες, µόνο η πρώτη όµως αντιστοιχεί σε θεµε-

λιώδη τύπο. Το ποιητικό αίτιο της δεύτερης οφείλει να εκφρασθεί απαραίτητα µόνο 

όταν το παθητικό θεωρείται ως το ενεργητικό αντεστραµµένο. ∆ιαφορετικά το παθη-

τικό είναι ανεξάρτητο του ενεργητικού, κάτι το οποίο φανερώνεται ακριβώς από την 

έλλειψη ποιητικού αιτίου, όπως για παράδειγµα στη φράση: ‘ταύτα πέπρακται εµοί’ 

που σηµαίνει: ‘αυτά έχουν γίνει (ποιηθέντα) κατά την άποψή µου’, δεν υπάρχει 

ποιητικό αίτιο. Κάτι που συµβαίνει και στα 15 παραδείγµατα παθητικής φωνής στο 

Α της Ιλιάδας. Η δήλωση του ποιητικού αιτίου υφιστάµενης κατάστασης δεν είναι 

απαραίτητη στην παθητική φωνή, για αυτό και λείπει σύµφωνα µε τους γραµµατι-

κούς κανόνες από ορισµένους χρόνους όπως από τον παρακείµενο, γεγονός που συ-

νέβαλε σηµαντικά στη σύσταση του παθητικού. Επίσης αυτή η έλλειψη του ποιητι-

κού αιτίου της πράξης έχει ως αποτέλεσµα τον τονισµό της πράξης. Η πράξη δηλαδή 

αποκτά ακόµη µεγαλύτερη βαρύτητα όταν λείπει το ποιητικό της αίτιο. Για παρά-

δειγµα στην πρόταση: «σε αυτή τη φυλακή εκτελέστηκαν τριάντα κρατούµενοι» δεν 

αναφέρονται οι εκτελεστές, γεγονός που τονίζει την πράξη της εκτέλεσης.  

Ο E. Schwyzer (2002, 299), αναδεικνύει επίσης τη δυνατότητα που προσφέρει η 

παθητική στα αρχαία ελληνικά να µην δηλωθεί ο αίτιος µιας πράξης όταν αναφέρει: 

«Η παθητική σύνταξη προσέφερε και τη δυνατότητα να έλθει απόλυτα στο προσκή-

νιο το πάσχον αντικείµενο της ενεργητικής σύνταξης, ασχέτως αν ήταν έµψυχο ή 
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άψυχο, ενώ συγχρόνως ο αίτιος της πράξης, το υποκείµενο της ενεργητικής σύντα-

ξης παρέµενε στην αφάνεια. Αυτό ήταν καλοδεχούµενο, όταν δεν ήταν γνωστός ή η 

αναφορά του δεν είχε καµία σηµασία ή όταν κάποιος δεν ήθελε να τον κατονοµά-

σει.» ∆ηλαδή, ο Schwyzer θεωρεί ως δυνατότητα της παθητικής σύνταξης την παρά-

λειψη του ποιητικού αιτίου, που επιτρέπει στο συγγραφέα για παράδειγµα να λει-

τουργήσει ακόµη και όταν δεν γνωρίζει τον αίτιο µιας πράξης ή δεν θέλει να τον κα-

τονοµάσει ή δεν έχει σηµασία για αυτόν.  

Ο Π. Λορεντζάτος (1989, 73-74) αντίστοιχα δηλώνει ότι ο σχηµατισµός της πα-

θητικής υπήρξε αποτέλεσµα της υποχώρησης του φορέα της πράξης απέναντι στην 

αύξηση του βάρους της πράξης. Σε αυτόν τον σχηµατισµό βοήθησε πολύ ο παρακεί-

µενος µε την ποιότητα της ενέργειας που εκφράζει: «Έτσι καταλαβαίνουµε µε τι 

τρόπο σχηµατίστηκε η παθητική διάθεση· έφτανε δηλαδή να υποχωρήσει στη συνεί-

δηση το υποκείµενο, που ήταν ‘ο ενεργός φορεύς της πράξεως’ και να πέσει το βάρος 

στην ενέργεια πού έπαιρνε επάνω του το υποκείµενο για να γεννηθεί η παθητική ση-

µασία. …Για να γεννηθεί η παθητική διάθεση βοήθησε πολύ προπάντων ο παρακεί-

µενος, που αυτός φανέρωνε µια κατάσταση και που στην κατάσταση αυτή βρίσκεται 

το γραµµατικό υποκείµενο: δέδοται, κέκλειται κ.ά.» Συµφωνώντας δηλαδή περισσό-

τερο µε τον Humbert αντιλαµβάνεται την υποχώρηση του ποιητικού αιτίου και τον 

αντίστοιχο τονισµό της πράξης ως γενεσιουργό αιτία της παθητικής σύνταξης και 

τον παρακείµενο ως ένα χρόνο που βοήθησε ιδιαίτερα σε αυτήν την κατεύθυνση.  

Μετά από όσα προηγήθηκαν, θεωρούµε ότι γίνεται φανερό το γεγονός ότι στην 

ελληνική γεωµετρία η γενικευµένη χρήση παθητικής σύνταξης αφενός τονίζει τη 

σηµασία των πράξεων και αφετέρου παρέχει τη δυνατότητα να µη δηλώνεται το 

ποιητικό τους αίτιο. Κατά συνέπεια, αντίστοιχα για κάτι που «δέδοται» ή είναι κατά 

παραχώρηση «δοθέν», στα κείµενα της ελληνικής γεωµετρίας δεν δηλώνεται από 

τον συγγραφέα το ποιητικό αίτιο αυτής της πράξης, για λόγους που πιθανώς έχουν 

να κάνουν µε τη φιλοσοφική αντίληψη του συγγραφέα για τις συγκεκριµένες πρά-

ξεις. Τους λόγους αυτούς θα τους διερευνήσουµε σε επόµενο κεφάλαιο της διατρι-

βής µας.  

Καταλήγοντας, έχουµε να παρατηρήσουµε ότι αν και σε µικρότερο βαθµό ο 

Heath και σε µεγαλύτερο ο Taisbak, διαισθάνονται το ρόλο και τη σηµασία της 

γλώσσας σε ότι αφορά το µαθηµατικό περιεχόµενο εκφράσεων ή όρων της ελληνι-
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κής γεωµετρίας –µε άλλα λόγια αντιλαµβάνονται το γεγονός ότι η γλώσσα που είναι 

διατυπωµένες οι εκφράσεις της ελληνικής γεωµετρίας µεταφέρει ουσιαστικά τον 

τρόπο σκέψης αυτών που την έγραψαν– δεν στέκονται µε την απαιτούµενη προσοχή 

σε αυτήν και στη γραµµατική και τη σύνταξή της που κατά την άποψή µας έχουν 

πολλά πράγµατα να πουν.  

 

Συµπέρασµα 

 

Στο κεφάλαιο αυτό µε τη βοήθεια της γραµµατικής και του συντακτικού των αρχαί-

ων ελληνικών δείξαµε ότι δεν θα πρέπει να θεωρείται τυχαία η εναλλαγή των όρων 

«δοθέν» και «δεδοµένον» στα ελληνικά Μαθηµατικά. Αντίθετα, φανερώνει διαφο-

ροποίηση στον τρόπο που οι Έλληνες συγγραφείς αντιλαµβάνονταν τη λειτουργία 

των δύο όρων. Το «δοθέν» φανερώνει το στιγµιαίο «ποιόν ενέργειας», την είσοδο σε 

µια νέα κατάσταση, ενώ το «δεδοµένον» αποδίδει περισσότερη σπουδαιότητα στην 

προηγηθείσα πράξη (ενέργεια) της οποίας είναι αποτέλεσµα. Το «δεδοµένον» επίσης 

αν και αναφέρεται στο παρελθόν, µετέχει σε µεγάλο βαθµό στο παρόν, προσδίδοντάς 

του την εννοιολογική απόχρωση του οριστικού. Επίσης και για τους δύο όρους, δεν 

δηλώνεται το ποιητικό αίτιο της πράξης - ενέργειας µε την οποία δόθηκαν ή έχουν 

δοθεί κάτι που τονίζει τη σηµασία αυτών των πράξεων. Η γλωσσική ανάλυση και 

τελικά η διάκριση ανάµεσα στους όρους «δοθέν» και «δεδοµένον» όπως δηλώσαµε 

εξ αρχής δεν αποτελεί τον σκοπό της έρευνάς µας αλλά ένα από τα µέσα στην προ-

σπάθειά µας για την αποκάλυψη, σε επόµενα κεφάλαια της διατριβής µας, των φιλο-

σοφικών ή άλλων προεκτάσεων και δεσµεύσεων και τελικά του πραγµατικού µαθη-

µατικού περιεχοµένου των δύο όρων, δηλαδή του τρόπου που αυτοί λειτουργούν στο 

πλαίσιο των ελληνικών Μαθηµατικών.  

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

Το υπόµνηµα του Μαρίνου του Φιλοσόφου  

στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη  
 

Ο Μαρίνος, Νεοπλατωνικός φιλόσοφος από τη Νεάπολη της Παλαιστίνης, διαδέ-

χθηκε τον Πρόκλο στη διεύθυνση της Πλατωνικής Ακαδηµίας της Αθήνας περίπου 

το 485 µ.Χ. Έγραψε σχόλια στον Πλάτωνα και στον Αριστοτέλη, ένα έργο µε τίτλο 

Βίος του Πρόκλου ή Περί Ευδαιµονίας και ένα υπόµνηµα στα ∆εδοµένα του Ευκλεί-

δη, το οποίο περιλαµβάνεται στην έκδοση των ∆εδοµένων του Menge (Leipzig 

1896).1 Στο τελευταίο αυτό κείµενο ο Μαρίνος προσπαθεί να αναλύσει το περιεχό-

µενο του όρου «δεδοµένον» στα Μαθηµατικά, αναγνωρίζοντας ότι παρουσιάζει αρ-

κετές δυσκολίες στην κατανόησή του, οι οποίες οφείλονται τόσο στην απουσία συ-

γκεκριµένου ορισµού από τον ίδιο τον Ευκλείδη, όσο και στη διαφορετική αντίληψη 

και χρήση του όρου από τους µαθηµατικούς, επώνυµους και µη, στους οκτώ αιώνες 

που µεσολάβησαν από τη συγγραφή των ∆εδοµένων.  

Στο κεφάλαιο αυτό, αφού παραθέσουµε τις νεότερες απόψεις των ερευνητών για 

το κείµενο του Μαρίνου2, θα το αποδώσουµε ολόκληρο για πρώτη φορά στα Νέα 

Ελληνικά και στη συνέχεια θα αναδείξουµε τις σηµαντικές θέσεις που προκύπτουν 

µέσα από αυτό για την κατανόηση της έννοιας του «δεδοµένου» και κατ’ επέκταση 

των ∆εδοµένων του Ευκλείδη. Τέλος, συνεκτιµώντας τα παραπάνω θα είµαστε σε 

θέση να αξιολογήσουµε καλύτερα το κείµενο του Μαρίνου.  

 

3.1. Οι απόψεις για το κείµενο του Μαρίνου  
 

Οι απόψεις των σύγχρονων µελετητών της ιστορίας και της φιλοσοφίας των αρχαίων 

ελληνικών Μαθηµατικών δεν είναι πάντοτε κολακευτικές για το κείµενο του Μαρί-

νου, ενώ οι περισσότερες αναφορές σε αυτό είναι ευκαιριακές και αποσπασµατικές.  

                                                 
1  Στα χειρόγραφα το έργο αναφέρεται µε διάφορους τίτλους: «Ὑπόµνηµα εἰς τὰ δεδοµένα Εὐ-

κλείδους ἀπὸ φωνῆς Μαρίνου φιλοσόφου», «Προθεωρία τῶν Εὐκλείδου δεδοµένων ἀπὸ φωνῆς 
Μαρίνου φιλοσόφου», «Προλεγόµενα τῶν δεδοµένων Εὐκλείδου ἀπὸ φωνῆς Μαρίνου φιλοσό-
φου». Από τους τίτλους συµπεραίνουµε ότι, πιθανότατα, το κείµενο δεν γράφτηκε από τον ίδιο 
τον Μαρίνο αλλά από κάποιον µαθητή του. 

2  Το κείµενο του Μαρίνου στα αρχαία ελληνικά θα το παραθέσουµε στο Παράρτηµα στο τέλος 
της διατριβής µας.  
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Χαρακτηριστικά ο Jones (1986, 68), µε αφορµή αναφορά του στην έννοια του 

«δεδοµένου» και στις διάφορες σηµασίες του στην αρχαιότητα υποσηµειώνει: «Συ-

ζητιούνται µάλλον µπερδεµένα, από τον Μαρίνο (τον πέµπτο αιώνα µ.Χ.) στην εισα-

γωγή του στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη.» 

Ο Taisbak (1991, 171), σε παρόµοιο τόνο και στην προσπάθειά του να διερευ-

νήσει το περιεχόµενο των ∆εδοµένων, αναφέρει για το κείµενο του Μαρίνου: «Στο 

σχολιασµό του για τα ∆εδοµένα ο συνονόµατός µου Μαρίνος, διευθυντής της Ακα-

δηµίας του Πλάτωνος το 485µ.Χ., δεν ήταν λιγότερο σαστισµένος από όσο είµαι εγώ 

σχετικά µε τη σηµασία του δεδοµένου (being given). Τολµά να ισχυρισθεί στο τέλος 

ότι η θεωρία των δεδοµένων (givens) είναι πολύ χρήσιµη, αλλά φοβάµαι ότι κάποιοι 

παρά ταύτα δεν θα την χρειαστούν εάν γνωρίζουν τα Στοιχεία.» Στο τελευταίο του 

έργο, ο Taisbak (2003, 242-249), επίσης δεν φαίνεται να προσθέτει κάτι καινούργιο 

στην κατεύθυνση της καλύτερης κατανόησης και αξιολόγησης του κειµένου του 

Μαρίνου, εκτός ίσως από την πρώτη – εξ όσων γνωρίζουµε – πλήρη µετάφραση του 

κειµένου στα Αγγλικά. 

Ο Mahoney (1968, 342-345), επικαλείται διάφορα αποσπάσµατα από το κείµενο 

του Μαρίνου, τα οποία και αποδέχεται στην προσπάθειά του να προσεγγίσει τη ση-

µασία του όρου «πόριµον». Χαρακτηριστικά αναφέρει: «Στη συζήτηση … για τα 

∆εδοµένα, ο σχολιαστής του Ευκλείδη, Μαρίνος του Sichem, έριξε φως στο ρόλο 

του έργου στην Ανάλυση»· και παρακάτω: «Ο ορισµός του Μαρίνου … αµέσως δια-

κρίνει τη διαφορά ανάµεσα στα ∆εδοµένα και τα Πορίσµατα και ρίχνει φως στην πι-

θανή φύση ενός πορίσµατος …». Όπως φαίνεται ο Mahoney αποδέχεται ότι το κεί-

µενο του Μαρίνου είναι ένα σηµαντικό εργαλείο για την κατανόηση εννοιών των 

αρχαίων ελληνικών Μαθηµατικών. 

Οι Hintikka & Remes (1974, 49-51,70,77), µε τη σειρά τους, επικαλούνται διά-

φορα αποσπάσµατα του κειµένου του Μαρίνου, προκειµένου να θεµελιώσουν την 

ερµηνεία τους για τη γεωµετρική ανάλυση. Αλλά φαίνεται να αποδέχονται και συνο-

λικά το κείµενο του Μαρίνου ως αξιόπιστη πηγή για τη µελέτη της ορολογίας του 

Πάππου, αφού το συµπεριλαµβάνουν στο έγκυρο ερευνητικό υλικό που διαθέτουµε 

σε αυτή την κατεύθυνση. Αναφέρουν χαρακτηριστικά µεταξύ άλλων: «Μπορούµε να 

αποδεχθούµε τον σχολιασµό του Μαρίνου για τα ∆εδοµένα.»  

Τέλος, πρέπει να αναφέρουµε µια χρονικά προγενέστερη και πολύ πιο εµπερι-

στατωµένη µελέτη 75 σελίδων για την πραγµατεία του Μαρίνου, του Maurice 
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Michaux (1947). Μια µελέτη ιστορικο-φιλολογική, όπως ο ίδιος την χαρακτηρίζει, 

που στο συµπέρασµά της για τη φύση και την αξία της πραγµατείας είναι αρκετά 

κολακευτική, αφού θεωρεί ότι όχι µόνο δεν έχει σηµαντικά λάθη αλλά αποτελεί µια 

αρκετά στέρεη λογική κατασκευή που επιτρέπει να συµπεράνουµε την αλήθεια, 

στηριζόµενοι πάνω σε αιώνιους κανόνες της νόησης.3 Σε κάποιο σηµείο δε της µελέ-

της αναφέρει χαρακτηριστικά (1947, 36): «Κατά τα λοιπά, το κείµενο του Ευκλείδη 

και αυτό του Μαρίνου αλληλοσυµπληρώνονται θαυµάσια.» Θεωρεί δηλαδή ότι τα 

∆εδοµένα του Ευκλείδη και το κείµενο του Μαρίνου αλληλοσυµπληρώνονται, επε-

ξηγώντας ότι, αν ο γεωµέτρης µπορεί να κατηγορηθεί ότι δεν έδωσε ένα γενικό ορι-

σµό του «δεδοµένου» αλλά µόνο ορισµούς για τα διάφορα είδη «δεδοµένων», η ερ-

γασία του φιλοσόφου είναι απρόσιτη και γενική, αν δεν φωτιστεί µε τις διευκρινή-

σεις του γεωµέτρη. Η µελέτη του Michaux, παρόλο που έχει στοιχεία και χαρακτη-

ριστικά ιστορικής-φιλολογικής µελέτης, δεν διστάζει να εισέλθει στο επίπεδο της 

λογικής ανάλυσης του κειµένου του Μαρίνου και ειδικότερα στο µαθηµατικό περιε-

χόµενό του, αναπαράγοντας κυρίως απόψεις των µαθηµατικών της εποχής, γιατί ο 

ίδιος δεν είναι µαθηµατικός. 

Στο σηµείο αυτό έχουµε να παρατηρήσουµε δύο πράγµατα σε σχέση µε τη µελέ-

τη του Michaux, τα οποία αφορούν και το σύνολο των µέχρι σήµερα προσεγγίσεων 

του κειµένου του Μαρίνου, και θεωρούµε ότι είναι καθοριστικά για την κατανόησή 

του. Το πρώτο είναι η έλλειψη διάκρισης µεταξύ των δύο όρων «δεδοµένον» – «δο-

θέν», οι οποίοι αποδίδονται ενιαία µε το «donnée», και το δεύτερο η ουσιαστική λει-

τουργική εξίσωση και των δύο µε τον σύγχρονο όρο «γνωστό» – «connu». Η έλλει-

ψη διάκρισης ανάµεσα στους δύο όρους, όπως έχουµε επισηµάνει,4 εµφανίζεται τό-

σο στο λατινικό κείµενο του Menge που παρατίθεται δίπλα στο ελληνικό κείµενο 

του Μαρίνου αλλά και του συνόλου των ∆εδοµένων,5 όσο και στη συντριπτική 

πλειοψηφία όσων τα µεταφράζουν σε γλώσσες που προέρχονται από τα λατινικά, 

όπως στα Αγγλικά (given), στα Γαλλικά (donnée) ή στα Γερµανικά (gegeben). Η αυ-

θαίρετη εξίσωση και αντικατάσταση των δύο όρων µε έναν όρο από το σύγχρονο 

                                                 
3  Michaux (1947, 72). 
4  Πρώτη φορά παρουσιάσαµε αυτή τη διάκριση στην εισήγησή µας µε τίτλο «Dothen = De-

domenon = Datum?», στο συµπόσιο για τα αρχαία Μαθηµατικά που πραγµατοποιήθηκε στους 
∆ελφούς, 18-21 Ιουλίου 2002. 

5  Η αλήθεια του ισχυρισµού µας αποδεικνύεται µε µια απλή αντιπαραβολή του ελληνικού και 
του λατινικού κειµένου, για παράδειγµα στα εδάφια 236.1-6, 238.15-16 και αλλού. 
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εννοιολογικό πλαίσιο, τον όρο «γνωστό»,6 είναι ένα γεγονός που τουλάχιστον εµπο-

δίζει την αναζήτηση και πιθανή ανακάλυψη του τρόπου που πραγµατικά λειτουρ-

γούσαν οι δύο όροι για τους αρχαίους, µέσα στο συγκεκριµένο πολιτισµικό περιβάλ-

λον µε τις τυχόν φιλοσοφικές τους δεσµεύσεις και προεκτάσεις.  

 Συνοψίζοντας, θεωρούµε ότι µέχρι σήµερα το κείµενο του Μαρίνου έχει µείνει 

αναξιοποίητο, δεν έχει αξιόλογες αναφορές και δεν έχει βοηθήσει ουσιαστικά όσους 

έχουν ασχοληθεί µε τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη. Ίσως αυτό να αποτελεί ένα ακόµη 

στοιχείο της κοινής µοίρας µε την οποία η ιστορία συνέδεσε το κείµενο του Μαρίνου 

µε τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη. Γιατί και τα ∆εδοµένα θεωρούνται το λιγότερο κατα-

νοητό από τα έργα του Ευκλείδη, και πηγή αρκετών δυσκολιών για τους µαθηµατι-

κούς, παρόλο που όλοι συµµερίζονται τη δήλωση του Πάππου ότι αποτελεί το πρώτο 

ως προς την τάξη βιβλίο της «ανάλυσης». 

 

Στη συνέχεια, θα αποδώσουµε7 το κείµενο του Μαρίνου στα Νέα Ελληνικά, υπό 

το πρίσµα των δικών µας απόψεων για τη διάκριση καθώς και για το περιεχόµενο 

των δύο όρων «δοθέν» και «δεδοµένον». Προηγουµένως όµως θα περιγράψουµε συ-

νοπτικά τη δοµή του. 

 

3.2. Η δοµή του κειµένου του Μαρίνου  
 

Η δοµή του κειµένου του Μαρίνου είναι ξεκάθαρη. Καταρχάς τίθενται οι στόχοι του 

που είναι τρεις: Ο ορισµός του «δεδοµένου», η χρησιµότητα της µελέτης του και η 

επιστήµη στην οποία αναφέρεται. Ο πρώτος στόχος βέβαια θα µελετηθεί σε σηµα-

ντικά µεγαλύτερη έκταση σε σχέση µε τους υπόλοιπους. Η µελέτη του θα ξεκινήσει 

µε την παράθεση του συνόλου των διαφορετικών απόψεων και ορισµών που έχουν 

άµεσα ή έµµεσα διατυπωθεί για το «δεδοµένον» µέχρι εκείνη τη στιγµή. Θα περάσει 

στην ανάλυση των «απλών όρων» (µονολεκτικών ορισµών) µε τους οποίους αποδί-

δεται, όπως είναι το «τεταγµένον», το «γνώριµον», το «πόριµον» και το «ρητόν» 

χρησιµοποιώντας παραδείγµατα από τη γεωµετρία. Θα συνεχίσει µε τη συσχέτιση 

                                                 
6  Όπως για παράδειγµα στα κείµενα των: Taisbak (2003,18), Berggren & Van Brummelen 

(2000, 10) και Knorr (1986, 110). 
7  Η απόδοση αυτή δεν θα ήταν δυνατή χωρίς την ουσιαστική βοήθεια του έγκριτου φιλολόγου 
του Λεοντείου Λυκείου Νέας Σµύρνης, Νίκου ∆εσύπρη, τον οποίο θέλουµε να ευχαριστήσου-
µε για µια ακόµη φορά θερµά. Η τελική ευθύνη βέβαια βαρύνει αποκλειστικά εµάς.  
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των όρων αυτών µεταξύ τους πάλι µε παραδείγµατα, αναδεικνύοντας τις οµοιότητες 

και τις διαφορές τους. Θα απορρίψει όσους κατά τη γνώµη του δεν περιγράφουν σω-

στά και µε πληρότητα το «δεδοµένον», για να καταλήξει τέλος στον σωστό και πλή-

ρη κατά την άποψή του ορισµό του. Αυτόν τον ορισµό, θα τον συγκρίνει στην συνέ-

χεια µε τους υπόλοιπους ορισµούς προκειµένου να αναδείξει την επάρκειά του, σε 

συνδυασµό µε τη δική τους ανεπάρκεια και θα κλείσει αναφερόµενος σχετικά σύ-

ντοµα στη χρησιµότητα και στην αναγκαιότητα της συνολικής µελέτης σχετικά µε το 

δεδοµένο για την «ανάλυση» και στη διαίρεση των προτάσεων του βιβλίου ανάλογα 

µε το περιεχόµενό τους. 

 

3.3. Απόδοση του κειµένου του Μαρίνου στα Νέα Ελληνικά 

 

[Menge 234]8 Καταρχάς πρέπει να καθορισθεί τι είναι το δεδοµένον· στη συνέχεια, 

πρέπει να λεχθεί ποια είναι η χρησιµότητα της σχετικής µε αυτό µελέτης· και τρίτον, 

σε ποια επιστήµη αναφέρεται. 

Ορίζουν βέβαια το δεδοµένον µε πολλούς τρόπους, διαφορετικά οι παλαιότεροι 

από τους νεότερους µελετητές. Γι’ αυτό τον λόγο κατέστη δύσκολη η σωστή εξήγη-

ση σχετικά µε αυτό και µερικοί αφενός δεν έχουν διατυπώσει ούτε καν κάποιο ορι-

σµό του δεδοµένου, αφετέρου προσπάθησαν να βρουν κάποιο ιδιαίτερο γνώρισµα 

του δεδοµένου. Άλλοι πάλι, συνδυάζοντας όσα εκείνοι <οι παλαιότεροι>9 είχαν δια-

τυπώσει, επιχείρησαν να το ορίσουν αλλά και αυτοί δεν συµφωνούν µεταξύ τους. 

Όλοι όµως δίνουν την εντύπωση ότι λένε κάτι σχετικά µε αυτό έχοντας ξεκινήσει 

από µια και την αυτή έννοια και αντίληψη: Θεώρησαν δηλαδή ότι το δεδοµένον είναι 

κάτι που µπορεί να συλλάβει η νόηση (καταληπτὸν)10. Γι’ αυτό τον λόγο, από εκεί-

νους που όρισαν το δεδοµένον µε απλούστερο τρόπο και προσπάθησαν να το περι-

γράψουν µε βάση ένα χαρακτηριστικό γνώρισµα, άλλοι µεν το θεώρησαν ως τεταγ-

µένον, όπως ο Απολλώνιος στο <έργο του> Περί νεύσεων και στην Καθόλου πραγµα-

                                                 
8  ∆ιατηρούµε τη σελιδοποίηση της έκδοσης του Menge για τη διευκόλυνση των αναφορών που 
θα κάνουµε παρακάτω αλλά και για ενδεχόµενη αντιπαραβολή που θα ήθελε κάποιος να κάνει 
µε το αρχαίο κείµενο. 

9  Οι λέξεις ή φράσεις σε αγκύλες δεν υπάρχουν στο πρωτότυπο κείµενο και έχουν προστεθεί 
από εµάς για την καλύτερη κατανόηση του κειµένου. 

10  Σε όλο το κείµενο θα αποδίδουµε το καταληπτὸν µε τη φράση: αυτό που µπορεί να συλλάβει 
η νόηση.  
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τεία, άλλοι δε ως γνώριµον, όπως ο ∆ιόδωρος· έτσι, για παράδειγµα, λέει ότι είναι 

δεδοµένες οι ακτίνες και οι γωνίες και καθετί που περιήλθε σε γνώση µε κάποιο 

τρόπο, ακόµη κι αν δεν ήταν ρητόν. Μερικοί όµως υποστηρίζουν ότι αυτό <το δεδο-

µένον> είναι ρητόν, όπως ακριβώς πιστεύει ο Πτολεµαίος, που ονοµάζει δεδοµένα 

εκείνα, των οποίων το µέγεθος µπορεί να γίνει γνωστό [Menge 236] είτε µε απόλυτη 

ακρίβεια είτε κατά προσέγγιση. Εξάλλου, κάποιοι έχουν θεωρήσει ότι είναι δεδοµέ-

νον ακόµη και εκείνο που αναφέρεται κατά την υπόθεση, από αυτόν που διατυπώνει 

την πρόταση. Το λένε ακόµη <κάποιοι το δεδοµένον> στις πρώτες στοιχειώσεις και 

ως άλλη έκφραση για το δοθέν <σηµείο> και την δοθείσαν <ευθεία>, δηλαδή όποια 

τυχόν ευθεία καθορίσει κάποιος και δώσει. Όλα αυτά όµως θέλουν να υποδηλώσουν 

µε κάποια έννοια τη νοητική σύλληψη. Γι’ αυτό και από τους ορισµούς αποκτούν τη 

µεγαλύτερη εγκυρότητα όσοι φανερώνουν στον ανώτατο βαθµό αυτό που µπορεί να 

συλλάβει η νόηση, όπως άλλωστε θα φανεί ξεκάθαρα, καθώς θα προχωρούµε στη 

µελέτη µας. 

Τώρα όµως ας εκθέσουµε τις διαφορετικές απόψεις και εκείνων που δεν χαρα-

κτηρίζουν τη φύση του δεδοµένου απλά και µόνο µε ένα <χαρακτηριστικό όρο>, αλ-

λά που διατυπώνουν κάποιο ορισµό του. Αν συνοψισθούν, οι τρόποι αυτών δεν είναι 

πολλοί. Πράγµατι, κατέληξαν να ορίσουν το δεδοµένον, ως αυτό που είναι τεταγµέ-

νον µαζί και πόριµον, άλλοι ως το τεταγµένον και γνώριµον και κάποιοι ως το γνώρι-

µον και πόριµον. Φαίνεται όµως ότι όλοι αυτοί έδωσαν ορισµό µε τον τρόπο που α-

ναφέρθηκε, διότι απέβλεπαν στη νοητική σύλληψη, δηλαδή στη σύλληψη και στην 

εύρεση του δεδοµένου. Προκειµένου όµως να συλλάβουµε αυτή τη σκέψη τους και 

επιπλέον, προκειµένου να επιλέξουµε, από τους πολλούς όρους που έχουν παραδο-

θεί, τον σωστό όρο γι’ αυτό που µελετάµε, πρέπει προηγουµένως να εξετάσουµε τη 

σηµασία του καθενός από τους απλούς όρους και των αντιθέτων τους, συγκεκριµένα 

του ατάκτου, του αγνώστου, του απόρου και του αλόγου στον χώρο της γεωµετρίας. 

∆ιότι οι τέτοιου είδους όροι εκτείνονται και στα αντικείµενα της φυσικής και στις 

άλλες µαθηµατικές επιστήµες.  

[Menge 238] Περιγράφουν λοιπόν ως τεταγµένον εκείνο που διατηρείται πάντοτε 

το ίδιο – µε την έννοια που λέγεται τεταγµένον – δηλαδή κατά το µέγεθος, το σχήµα 

ή κάτι παρόµοιο. Με άλλες λέξεις, εκείνο ακριβώς που δεν είναι δυνατόν να ποικίλει 

ανάλογα µε τις περιστάσεις, αλλά µένει αµετάβλητο σε κάποιο καθορισµένο µέρος. 
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Για να συνοψίσουµε, η ευθεία για παράδειγµα που διέρχεται από δύο ορισµένα ση-

µεία λέγεται τεταγµένη, επειδή δεν µπορεί να αχθεί µε διαφορετικό και όχι σταθερό 

τρόπο. Άτακτος όµως είναι η περιφέρεια <που διέρχεται> από δύο σηµεία, διότι µπο-

ρεί να σχηµατισθεί µε πολλούς και όχι σταθερούς τρόπους, καθώς από τα δύο ση-

µεία µπορεί να γράφεται και µεγαλύτερος και µικρότερος κύκλος επ’ άπειρον. Αντί-

θετα, τεταγµένη είναι η περιφέρεια <που διέρχεται> από τρία σηµεία. Και τα παρό-

µοια ανήκουν στα τεταγµένα, όπως ο σχηµατισµός ισοπλεύρου τριγώνου πάνω σε 

δοθείσα ευθεία. ∆ιότι, έστω και αν γίνεται µε δύο τρόπους, ωστόσο σχηµατίζεται 

από την καθεµιά πλευρά της ευθείας µε ένα µοναδικό και απαράλλακτο τρόπο. Και ο 

χωρισµός της δοθείσας ευθείας σε δοθέντα λόγο· διότι και αυτό θα µπορούσε να γί-

νει µε έναν και µοναδικό τρόπο από την κάθε πλευρά του µέσου. Από την άλλη, ά-

τακτα είναι τα αντίθετα προς αυτά <τα παραπάνω>, όπως <για παράδειγµα> ο σχη-

µατισµός του σκαληνού τριγώνου και ο µη καθορισµένος χωρισµός της ευθείας. Συ-

νυπάρχει όµως µε τον όρο, αυτό ως προς το οποίο είναι τεταγµένο, διότι υπάρχει η 

δυνατότητα ένα και το αυτό πράγµα να είναι µε κάποια έννοια τεταγµένον, ενώ µε 

κάποια άλλη άτακτον, όπως <για παράδειγµα> το ισόπλευρο τρίγωνο, το οποίο, ως 

προς το γεγονός ότι είναι ισόπλευρο, είναι τεταγµένον, ενώ ως προς το µέγεθος δεν 

είναι καθορισµένο. 

Εξάλλου, γνώριµον είναι αυτό που µαθαίνεται, όπως είναι το φανερό σε µας και 

αντιληπτό από τη νόησή µας, ενώ άγνωστον αυτό που ούτε µαθαίνεται ούτε συλλαµ-

βάνεται από τη νόησή µας. Για παράδειγµα, το µήκος µιας οδού λέγεται ότι είναι 

γνώριµον, µε την έννοια ότι συνελήφθη από τη νόηση από ποιο αριθµό σταδίων απο-

τελείται [Menge 240] και ότι το άθροισµα των εσωτερικών γωνιών ενός τριγώνου 

ισούται µε δύο ορθές και ότι η <ευθεία> εκ δύο ονοµάτων είναι άλογος. Επιπλέον, 

και τα ακόλουθα λέγονται γνώριµα, όπως ότι είναι µια η εφαπτοµένη σε κάθε πλευρά 

της έλικας από ένα δοθέν εξωτερικό σηµείο. ∆ιότι, αν υπήρχε και άλλη, θα έπρεπε 

να συµπεράνουµε ότι δύο ευθείες θα περικλείσουν ένα χωρίο, πράγµα αδύνατο. Ά-

γνωστα όµως δεν είναι τα άλογα, αλλά όσα δεν µαθαίνονται ούτε συλλαµβάνονται 

από τη νόησή µας. 

Πόριµον εξάλλου είναι εκείνο το οποίο είµαστε ήδη σε θέση να κάνουµε και να 

κατασκευάσουµε, δηλαδή να φέρουµε σε αυτό που έχει επεξεργαστεί η νόησή µας. 

∆ιαφορετικά όµως ορίζουν το πόριµον, δηλαδή ως αυτό που προκύπτει µέσω απο-

δείξεως ή αυτό που είναι φανερό ακόµη και χωρίς απόδειξη. Όπως είναι <πόριµον> 
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το να γράψουµε κύκλο αν γνωρίζουµε το κέντρο και την ακτίνα, το να σχηµατίσουµε 

τρίγωνο όχι µόνο ισόπλευρο αλλά και σκαληνό και το να βρούµε την <ευθεία> εκ 

δύο ονοµάτων και τρεις ρητές ευθείες σύµµετρες µόνο στο τετράγωνο. Πόριµα όµως 

είναι και όσα γίνονται µε άπειρους τρόπους, όπως ακριβώς ο σχηµατισµός κύκλου 

που διέρχεται από δύο σηµεία. Άπορον από την άλλη είναι το αντίθετο, όπως ο τε-

τραγωνισµός του κύκλου· διότι αυτό το πρόβληµα δεν έχει ακόµα πορισθεί αν και 

είναι δυνατόν να πορισθεί και είναι γνωστό· διότι η γνώση του δεν έχει ακόµα συλ-

ληφθεί από τη νόηση. Τώρα όµως αποδίδεται ο χαρακτηρισµός σε αυτό που ήδη έχει 

ποριστεί, το οποίο ακριβώς ονοµάζουν και κυριολεκτικά πόριµον. ∆ιότι, αυτό που 

δεν έχει ακόµη ποριστεί, αλλά ενδέχεται να πορισθεί, το ονοµάζουν ξεχωριστά πορι-

στόν. Άπορον είναι, καθώς έχει λεχθεί, το αντίθετο του πορίµου, δηλαδή εκείνο του 

οποίου η έρευνα δεν έχει φθάσει σε αίσιο πέρας.  

Ρητόν εξάλλου είναι εκείνο του οποίου είµαστε σε θέση να αναφέρουµε το µέγε-

θος, το σχήµα ή τη θέση· [Menge 242] αλλά αυτός ο όρος είναι γενικότερος. Πιο συ-

γκεκριµένα, ρητόν καθ’ αυτό είναι εκείνο το οποίο γνωρίζουµε σύµφωνα µε κάποιον 

αριθµό σε σχέση µε κάποιο συµβατικό µέτρο, για παράδειγµα την παλάµη ή τον δά-

κτυλο. 

Εφόσον λοιπόν <οι προηγούµενοι όροι> έχουν προσδιορισθεί κατ’ αυτόν τον 

τρόπο, θα είναι πιο εύκολο να εξετάσουµε στη συνέχεια τόσο τα κοινά σηµεία όσων 

έχουν λεχθεί, όσο και τις διαφορές και καταρχήν, ποια είναι η σχέση του τεταγµένου 

προς το γνώριµον και τα αντίθετα αυτών µεταξύ τους. ∆εν ανήκουν βέβαια σε αυ-

τούς που είναι αντίστροφοι, ούτε βέβαια σε εκείνους τους όρους, των οποίων ο ένας 

είναι πιο γενικός από τον άλλο. ∆ιότι, µολονότι έχουν αυτοί πολλά κοινά στοιχεία, 

όπως για παράδειγµα το να φέρουµε ευθεία που να διέρχεται από δύο σηµεία και το 

να σχηµατίσουµε κύκλο ή ισόπλευρο τρίγωνο δια τριών σηµείων· ωστόσο ο τετρα-

γωνισµός του κύκλου είναι µεν τεταγµένον αλλά και άγνωστον. Επίσης το γεγονός 

ότι είναι µια η εφαπτοµένη σε µια έλικα από ένα σηµείο, ανήκει στα τεταγµένα και 

σε εκείνα που δεν ενδέχεται να συµβούν µε άλλο τρόπο· δεν έχει γίνει όµως και 

γνωστή η απόδειξή του, δηλαδή η κατασκευή του. Από την άλλη πάλι, η επ’ άπειρον 

τοµή και ο σχηµατισµός σκαληνού τριγώνου είναι µεν γνώριµα αλλά όχι τεταγµένα. 

Εποµένως γίνεται φανερό, ότι από τα τεταγµένα άλλο µεν θα είναι γνώριµον, άλλο δε 

άγνωστον, και αντίστροφα από τα γνώριµα άλλο µεν είναι τεταγµένον, άλλο δε άτα-

κτον. Και αυτά βρίσκονται σε τέτοια σχέση µεταξύ τους, όπως η τέχνη του πεζού 



 77

λόγου και η πεζή οµιλία· ούτε δηλαδή ταυτίζονται µεταξύ τους ούτε όµως το ένα εί-

ναι γενικότερο του άλλου. 

Στην ίδια σχέση όµως βρίσκεται και το τεταγµένον και το άτακτον προς το πόρι-

µον και το άπορον· υπάρχουν δηλαδή σ’ αυτά πάρα πολλά κοινά σηµεία και διαφέ-

ρουν µεταξύ τους µε τον τρόπο που αναφέρθηκε. [Menge 244] Γιατί η έλικα είναι 

µεν τεταγµένον αλλά δεν ήταν πόριµον για όσους έζησαν πριν από τον Αρχιµήδη. 

Επιπλέον, εκείνα που γίνονται µε άπειρους και όχι καθορισµένους τρόπους είναι µεν 

πόριµα, εάν κάποιος επινοήσει την κατασκευή και τη δοµή τους, αλλά όχι και τεταγ-

µένα. Όπως το να επινοήσει κάποιος ένα σκαληνό τρίγωνο και να οδηγήσει τη σκέ-

ψη του στην κατασκευή του ξεκινώντας από το ισόπλευρο τρίγωνο, δεν είναι δύσκο-

λο αλλά αντίθετα εύκολο, αν και ανήκει στα άτακτα και στα άπειρα. 

Σε τέτοια σχέση βρίσκονται και το τεταγµένον και το άτακτον προς το ρητόν και 

το άλογον. Ενώ δηλαδή έχουν πολλά κοινά σηµεία µεταξύ τους, διαφέρουν κατά τον 

τρόπο που έχει αναφερθεί. ∆ηλαδή ούτε έχουν το ίδιο εύρος ούτε το ένα είναι ευρύ-

τερο του άλλου. Γιατί η <ευθεία> εκ δύο ονοµάτων και οι άλογες <ευθείες> που έ-

χουν κατ’ αυτόν τον τρόπο συλληφθεί από τη νόηση, είναι τεταγµένες αλλά όχι ρη-

τές, και <οµοίως είναι τεταγµένος αλλά όχι ρητός> ο λόγος της διαγωνίου προς την 

πλευρά. Πολλά µάλιστα από τα ρητά είναι άτακτα, όπως εκείνα που γίνονται µε πολ-

λούς και όχι ορισµένους τρόπους. Γιατί. είναι δυνατόν να µετρηθεί ακόµα και ένα 

σκαληνό τρίγωνο µε βάση ένα ρητό και συµβατικό µέτρο που ορίσθηκε από πριν, 

µολονότι είναι άτακτον. 

Σε ό,τι αφορά όµως στη σχέση του γνωρίµου προς το πόριµον, από τη µια είναι 

εύκολο στον καθένα να διακρίνει την οµοιότητα, από την άλλη όµως είναι δύσκολο 

να βρει τη διαφορά. ∆ιότι η φύση του ενός προσεγγίζει τόσο πολύ τη φύση του άλ-

λου, ώστε να δίνουν την εντύπωση ότι ταυτίζονται. Ωστόσο, εάν κάποιος τα εξετάσει 

µε λεπτοµέρεια, θα διακρίνει ότι υπάρχει κάποια διαφορά: Είναι δηλαδή εξίσου φα-

νερό και γνώριµον ότι µια είναι η εφαπτοµένη στην έλικα από ένα σηµείο· αλλά δεν 

είναι γι’ αυτόν τον λόγο ήδη πόριµον το πρόβληµα, αν δεν έχει ακόµα συλληφθεί 

από τη νόηση. [Menge 246] Κατά συνέπεια, κάθε γνώριµον δεν είναι και πόριµον· 

όµως καθετί πόριµον είναι και γνώριµον. Εποµένως, το γνώριµον είναι πιο γενικό 

από το πόριµον. 

Εξάλλου, το γνώριµον και το ρητόν σε κάποιες περιπτώσεις έχουν κοινά σηµεία, 

σε άλλες όµως διαφέρουν µεταξύ τους κατά τον τρόπο που προαναφέρθηκε. Οι άλο-
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γες δηλαδή <γραµµές>, που έχουν αναφερθεί είναι µεν γνώριµες αλλά όχι και ρητές· 

ενώ ο κάθε αριθµός είναι µεν ρητός αλλά όχι και γνώριµος. Και το µεν ρητόν είναι 

κατά τον ίδιο τρόπο ρητόν γι’ αυτούς που έχουν τις ίδιες συνήθειες και κάποιο µήκος 

δεν θα είναι για τον ένα ρητόν και για τον άλλο όχι, διότι θα αναφερθούν στο ίδιο 

µέτρο. Το ίδιο όµως µήκος γίνεται για τον ένα γνώριµον, για τον άλλο όµως όχι, έ-

στω και αν έχουν τις ίδιες συνήθειες. Ίσως µάλιστα ακόµα και σε αυτό το σηµείο να 

είναι δύσκολο να βρει κανείς τι είναι ρητόν µεν αλλά και άγνωστον, διότι φαίνεται 

ότι το γνώριµον είναι πιο γενικό από το ρητόν. 

 Είναι φανερό από αυτά που ακολουθούν ότι το πόριµον και το άπορον διαφέ-

ρουν από το ρητόν και το άλογον. Είναι δυνατόν δηλαδή κάποια να είναι πόριµα και 

να ανήκουν στα άλογα, κανένα όµως από τα ρητά δεν µπορεί να είναι άλογον. Η συγ-

γένεια αυτών όπως και των άλλων όρων είναι ολοφάνερη στον καθένα. Τέτοια όµως 

είναι η σχέση µεταξύ τους, ώστε το πόριµον να φαίνεται ότι είναι πιο γενικό από το 

ρητόν. 

 Είναι δυνατόν όµως να µελετήσει κανείς τη διαφορά όσων έχουν αναφερθεί 

προηγουµένως και κατά τον εξής τρόπο: Ρητόν και άλογον λέγονται ανάλογα µε το 

αν αναφερόµαστε σε ένα µέτρο, όχι στη δική µας γνώση. Μπορεί δηλαδή κάτι που 

είναι ρητόν να µη µας είναι γνώριµο µε ποιο τρόπο είναι ρητόν ούτε να έχει ακόµα 

συλληφθεί από τη νόηση µας ότι είναι ρητόν. Το τεταγµένον όµως και το άτακτον 

[Menge 248] ανήκουν στα καθ’ αυτό <χαρακτηριστικά> και σ’ αυτά που εξετάζο-

νται σύµφωνα µε τη δική τους ξεχωριστή φύση, έστω και αν δεν συλλαµβάνονται 

ακόµα από τη νόηση µας. Πολλά βέβαια που είναι τεταγµένα από τη φύση τους απέ-

δειξε αργότερα ο Αρχιµήδης ότι οι προγενέστεροί του δεν τα είχαν θεωρήσει ως τε-

ταγµένα. Γνώριµον όµως και άγνωστον ονοµάζονται µε βάση την αναφορά τους σε 

µας. Εποµένως, όσα αναφέρθηκαν θα διέφεραν µεταξύ τους εάν το ένα αναφέρεται 

σε µας, το άλλο στη φύση του και το άλλο σε κάποιο µέτρο. 

 Εφόσον εξηγήθηκαν η οµοιότητα και η διαφορά όσων αναφέρθηκαν, θα ήταν 

επόµενο να εξετασθεί τι τέλος πάντων είναι το δεδοµένον. Όσοι λοιπόν νοµίζουν ότι 

το δεδοµένον είναι εκείνο που δίδεται κατά την υπόθεση από εκείνον που διατυπώνει 

την πρόταση, αποµακρύνονται εντελώς από το αντικείµενο της έρευνάς τους. ∆ιότι 

όλα τα στοιχεία των δεδοµένων έχουν συνταχθεί όχι σχετικά µε αυτό που δίδεται από 

την υπόθεση, όπως µπορεί να διαπιστώσει κάποιος όταν διατρέξει τις πραγµατείες 

σχετικά µε αυτό <το δεδοµένον>. Γι’ αυτό πρέπει και εµείς, αφήνοντας στην άκρη 
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την άποψη αυτή, να εξετάσουµε τους λόγους εκείνων που το ορίζουν διαφορετικά· 

θα θεωρηθεί δε αυτό που δίδεται καθ’ υπόθεσιν ως εκείνο που εξετάζεται σύµφωνα 

µε τις αρχές. Εκείνοι λοιπόν που χρησιµοποιούν ονοµαστικούς όρους, το ορίζουν 

<το δεδοµένον> χαρακτηρίζοντάς το µε έναν από αυτούς που έχουν αναφερθεί στην 

αρχή. Σχεδόν όλοι µάλιστα δίνουν την εντύπωση ότι έχουν σχηµατίσει µια κοινή ά-

ποψη για το δεδοµένον· θεώρησαν δηλαδή ότι αυτό είναι κάτι που µπορεί να συλλη-

φθεί από τη νόηση, όπως φανερώνει το ίδιο το όνοµα του δεδοµένου, και κυρίως αυ-

τοί που το περιγράφουν ως δεδοµένον από την υπόθεση. Μερικοί µάλιστα στράφη-

καν προς το παραχωρούµενο. Χρησιµοποιώντας λοιπόν και εµείς ό,τι έχει λεχθεί, ως 

κανόνα και κριτήριο, θα µπορέσουµε [Menge 250] να βρούµε τον ακριβή ορισµό του 

δεδοµένου. Είναι φανερό βέβαια ότι θα χρειαστεί να τον συγκρίνουµε και να τον α-

ντιστρέψουµε σε σχέση προς αυτό που µπορεί να ορισθεί· διότι και αυτό πρέπει να 

είναι το χαρακτηριστικό των σωστών ορισµών. Τέτοιος ορισµός του <δεδοµένου> 

είναι στην παρούσα περίπτωση, στους µεν απλούστερους ορισµούς που προαναφέρ-

θηκαν, εκείνος που το όρισε ως το πόριµον, ενώ στους πιο σύνθετους εκείνος που το 

όρισε ως το γνώριµον µαζί και πόριµον· όλοι οι υπόλοιποι είναι ατελείς. ∆ιότι ούτε 

εκείνος που το ταυτίζει µε το τεταγµένον είναι επαρκής ως προς την έκταση του δε-

δοµένου, επειδή ούτε κάθε τεταγµένον ούτε µόνον το τεταγµένον µπορεί να συλλη-

φθεί από τη νόηση, αλλά και µερικά από τα άτακτα, όπως έχει δειχθεί. Ούτε εκείνος 

ο ορισµός που το ορίζει ως το γνώριµον είναι επαρκής, διότι δεν µπορεί κάθε τέτοιο 

<γνώριµο>, να συλληφθεί από τη νόηση, έστω και αν µόνο αυτό <µπορεί να συλλη-

φθεί από τη νόηση>· διότι το άγνωστον δεν θα µπορούσε να συλληφθεί από τη νόη-

ση. Ούτε όµως ο ορισµός που το παρουσιάζει ως ρητόν θα είναι πλήρης, διότι ούτε 

αυτό µόνον µπορεί να το συλλάβει η νόηση, εφόσον και κάποια από τα άλογα <µπο-

ρεί>. Ίσως όµως ούτε καθένα το οποίο είναι ρητόν να µην µπορεί να συλλάβει η 

νόηση, όπως αυτό έχει ορισθεί προηγουµένως. Αποµένει βέβαια ανάµεσα σε αυτούς 

<τους ορισµούς> που αποδίδονται ονοµαστικά, το πόριµον, το οποίο φαίνεται ότι 

περισσότερο από όλα φανερώνει τη νοητική σύλληψη. Πράγµατι, κάθε πόριµον 

µπορεί να συλληφθεί από τη νόηση και µόνον αυτό. Έναν τέτοιο ορισµό χρησιµο-

ποίησε και ο Ευκλείδης κατά τη περιγραφή όλων των ειδών του δεδοµένου. Από 

τους σύνθετους δε ορισµούς, ο µόνος πλήρης είναι αυτός που ορίζει το δεδοµένον ως 

γνώριµον µαζί και πόριµον, που έχει ως έννοια γένους το γνώριµον και ως ειδοποιό 

διαφορά το πόριµον. Αντίθετα, εκείνος που θεωρεί το δεδοµένον ως τεταγµένον µαζί 
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και πόριµον είναι ατελής, διότι δεν είναι δεδοµένα µόνον αυτά που είναι τέτοιου εί-

δους. Και εκείνος <που το ορίζει ως> τεταγµένον µαζί και ρητόν περιέχει οµοίως µε 

ελλιπή τρόπο το [Menge 252] δεδοµένον. Εκείνος πάλι <που το ορίζει ως> το γνώρι-

µον µαζί και το τεταγµένον, επειδή υπερβαίνει το εύρος του δεδοµένου, δεν θα είναι 

σωστός· διότι ούτε καθετί τέτοιο είναι δεδοµένον. Εποµένως, οι µόνοι που φαίνονται 

ότι προσέγγισαν την έννοια του δεδοµένου είναι εκείνοι που υποστήριξαν ότι αυτό 

είναι συγχρόνως γνώριµον και πόριµον. ∆ιότι κάθε τέτοιο µπορεί να συλληφθεί από 

τη νόηση και µόνον αυτό. Και τα δύο αυτά πρέπει να υπάρχουν στους ορισµούς που 

αποδίδονται µε επιστηµονική επάρκεια. Κοντά σε αυτούς είναι και εκείνοι που προ-

βαίνουν στην ακόλουθη διατύπωση: ∆εδοµένον είναι εκείνο που µπορούµε να πορι-

σθούµε µε βάση εκείνα που ετέθησαν από εµάς στις πρώτες υποθέσεις και αρχές. 

Ανάµεσα σε αυτούς που προαναφέρθηκαν θα µπορούσε να συµπεριληφθεί και ο Ευ-

κλείδης, καθώς χρησιµοποιεί συνεχώς τον όρο πορίσασθαι, αν και παραλείπει το 

γνώριµον ως συνέπεια του πορίµου. Θα µπορούσε µάλιστα κάποιος να τον κατηγο-

ρήσει δικαιολογηµένα ότι δεν όρισε πρώτα το δεδοµένον στο σύνολό του αλλά κα-

τευθείαν το καθένα από τα είδη του, µολονότι στη γεωµετρική στοιχείωση φαίνεται 

ότι όρισε τη γραµµή γενικώς πριν από τα είδη της γραµµής και τα υπόλοιπα κατά 

παρόµοιο τρόπο. 

Αφού λοιπόν εξετάστηκε µε πιο γενικούς όρους και σύµφωνα µε την παρούσα 

ανάγκη το δεδοµένον, καλό θα ήταν στη συνέχεια να παρουσιαστεί η χρησιµότητα 

της σχετικής µε αυτό µελέτης. Ανήκει βέβαια και αυτό σε εκείνα τα στοιχεία που 

αναφέρονται σε κάτι άλλο: Η γνώση του είναι απολύτως αναγκαία για τον λεγόµενο 

αναλυόµενον τόπον. Πόσο µεγάλη σηµασία έχει ο αναλυόµενος τόπος στις µαθηµατι-

κές επιστήµες και στις συγγενείς προς αυτές επιστήµες της οπτικής και της κανονι-

κής, έχει καταδειχτεί σε άλλα σηµεία, <όπως> και ότι η ανάλυση είναι [Menge 254] 

διαδικασία εύρεσης απόδειξης και το πώς συµβάλλει στην εύρεση της απόδειξης των 

οµοίων και ότι είναι σηµαντικότερο να αποκτήσει κάποιος την ικανότητα για ανάλυ-

ση από το να γνωρίζει πολλές αποδείξεις των επιµέρους <προτάσεων>.  

Καθώς λοιπόν η θεωρία σχετικά µε το δεδοµένον είναι χρήσιµη σε όλες τις τέ-

τοιου είδους επιστήµες, εφόσον βέβαια έχει και εξαιρετική σηµασία στην ανάλυση, 

εύλογα θα µπορούσε να λεχθεί ότι υπάγεται όχι σε µια κάποια επιστήµη, αλλά στη 

λεγόµενη γενική µαθηµατική επιστήµη. Αυτή δε είναι εκείνη που ασχολείται µε τις 

ποσότητες, τα µεγέθη, τους χρόνους και τις ταχύτητες και όλους τους παρόµοιους 
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όρους, όπως ακριβώς και αυτή που µελετά τις σχέσεις, τις αναλογίες και τις µεσότη-

τες κάθε είδους. Γι’ αυτή λοιπόν την επιστηµονική νοητική σύλληψη των δεδοµέ-

νων, που είναι εξαιρετικά χρήσιµη, ο Ευκλείδης συνέγραψε το βιβλίο των ∆εδοµέ-

νων· γι’ αυτό και σωστά τον ονόµασαν «στοιχειωτή». Γιατί για κάθε σχεδόν κλάδο 

της µαθηµατικής επιστήµης πρόταξε στοιχεία µε τη µορφή εισαγωγής, όπως όλης 

της γεωµετρίας στα δεκατρία βιβλία και της αστρονοµίας στα Φαινόµενα, κατά τον 

ίδιο τρόπο έχει παραδώσει στοιχεία µουσικής και οπτικής. Στο προκείµενο µάλιστα 

βιβλίο, περί του δεδοµένου, εξέθεσε την αναλυτική βάση προσέγγισης της συνολικής 

µελέτης σχετικά µε το δεδοµένον. Εξάλλου, ως ο κατεξοχήν γεωµέτρης, εφάρµοσε 

τους κοινούς λόγους σχετικά µε το δεδοµένον ειδικά στα µεγέθη, µε όποιον τρόπο 

έκανε και µε τους γενικούς λόγους, καθώς µελέτησε αυτούς ιδιαιτέρως στο χώρο 

των µεγεθών στο πέµπτο βιβλίο της επιπέδου <γεωµετρίας>.  

Με κοινά αποδεκτούς λοιπόν όρους έχει λεχθεί τι είναι το δεδοµένον και σε ποια 

[Menge 256] επιστήµη αναφέρεται και ότι είναι πολύ χρήσιµη η σχετική µε αυτό 

θεωρία. Ας προστεθεί όµως σε όσα έχουν ειπωθεί και η περιγραφή της σχετικής µε 

αυτό επιστήµης. Θα είναι δε αυτή, όπως είναι φανερό από όσα ελέχθησαν, η νοητική 

σύλληψη των δεδοµένων κάθε είδους και όσων σχετίζονται µε αυτά. Ιδιαιτέρως δε 

και ως προς το προκείµενο βιβλίο, ας λεχθεί ότι είναι επιστηµονική πραγµατεία που 

περιέχει τα στοιχεία της συνολικής επιστήµης της σχετικής µε τα δεδοµένα. Συνεπώς 

και αυτή και τα άλλα θα αποκτήσουν τη χρησιµότητά τους µε βάση τη σχέση τους 

προς το δεδοµένον. Έχει διαιρεθεί µάλιστα το βιβλίο µε βάση τα είδη του δεδοµένου 

ως εξής: Το πρώτο τµήµα του περιέχει τα δεδοµένα ως προς το λόγο, το δεύτερο τα 

<δεδοµένα> ως προς τη θέση· µετά από αυτά τα <δεδοµένα> ως προς το είδος. ∆ιότι, 

αν και ήταν ένα είδος τα δεδοµένα ως προς το µέγεθος, έχουν κατανεµηθεί και αυτά 

τµηµατικά στα άλλα και κυρίως στα δεδοµένα ως προς το είδος. Άρχισε µάλιστα από 

τα δεδοµένα ως προς τον λόγο και τη θέση επειδή τα δεδοµένα ως προς το είδος απο-

τελούνται και από αυτά. Η διαίρεση δε του βιβλίου έχει γίνει από αυτόν και µε άλλα 

κριτήρια: Στα γενικά µεγέθη, και στις γραµµές, στις επιφάνειες και στα θεωρήµατα 

για τον κύκλο. Την ίδια κατάταξη χρησιµοποίησε και στον χώρο των όρων, δηλαδή 

των υποθέσεων του βιβλίου. Εδώ χρησιµοποίησε ως τρόπο διδασκαλίας όχι το συν-

θετικό αλλά τον αναλυτικό, όπως ο Πάππος επαρκώς απέδειξε στους υποµνηµατι-

σµούς του στο βιβλίο. 
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3.4. Θέσεις του Μαρίνου οι οποίες προκύπτουν από το κείµενο  

 

Από το κείµενο του Μαρίνου προκύπτουν τουλάχιστον τρεις ενδιαφέρουσες θέσεις: 

Ι) Ο Μαρίνος διακρίνει το «δεδοµένον» από το «δοθέν», ΙΙ) συνδέει άµεσα τον Στω-

ικό όρο «κατάληψις» µε το «δεδοµένον» του Ευκλείδη και ΙΙΙ) ορίζει το «δεδοµέ-

νον» ως το «πόριµον». Ας τις δούµε όµως αναλυτικά µε τη βοήθεια συγκεκριµένων 

χωρίων. 

 

3.4.1. Ο Μαρίνος διακρίνει το «δεδοµένον» από το «δοθέν»  

 

Ο Μαρίνος φαίνεται να συνηγορεί στη θέση που έχουµε διατυπώσει, για διάκριση 

ανάµεσα στους όρους «δοθέν» και «δεδοµένον», όταν από τις πρώτες ακόµη γραµ-

µές του κειµένου του αναφέρει:  

Εξάλλου, κάποιοι έχουν θεωρήσει ότι, είναι δεδοµένον, ακόµη και εκείνο που α-

ναφέρεται κατά την υπόθεση, από αυτόν που διατυπώνει την πρόταση. Το λένε 

ακόµη <κάποιοι το δεδοµένον> στις πρώτες στοιχειώσεις11 και ως άλλη έκφραση 

για το δοθέν <σηµείο> και τη δοθείσαν <ευθεία>, δηλαδή όποια τυχόν ευθεία κα-

θορίσει κάποιος και δώσει. Όλα αυτά όµως θέλουν να υποδηλώσουν µε κάποια 

έννοια τη νοητική σύλληψη. (236.1-7)  

Η πρώτη από τις τρεις προτάσεις του αποσπάσµατος του Μαρίνου, αναφέρεται 

σε αυτούς που έχουν θεωρήσει ως «δεδοµένον» αυτό που δίδεται στην υπόθεση από 

αυτόν που παρουσιάζει µια µαθηµατική πρόταση. Αυτή η θέση δεν φανερώνει την 

αλήθεια αλλά µόνο κάποια πλευρά της, όπως ισχυρίζεται ο Μαρίνος στην τρίτη πρό-

τασή του. Είναι, όπως θα λέγαµε, ένα µέρος της αλήθειας που τις περισσότερες φο-

ρές έχει ως αποτέλεσµα την παρανόηση και το λάθος. Πράγµατι, παρακάτω ο Μαρί-

νος θα επανέλθει και θα δηλώσει κατηγορηµατικά ότι πρόκειται για λανθασµένη θέ-

ση, που µας αποµακρύνει από την έννοια και το σωστό ορισµό του «δεδοµένου»:  

Όσοι λοιπόν νοµίζουν ότι το δεδοµένον είναι εκείνο που δίδεται κατά την υπόθε-

ση (το καθ’ υπόθεσιν διδόµενον) από εκείνον που διατυπώνει την πρόταση, απο-

µακρύνονται εντελώς από το αντικείµενο της έρευνάς τους. ∆ιότι όλα τα στοιχεία 

                                                 
11  Εννοεί τις στοιχειώσεις που προηγήθηκαν αυτής του Ευκλείδη, όπως του Ιπποκράτη, του Λέ-
οντος και του Θεύδιου που περιλαµβάνονται στον κατάλογο του Πρόκλου. 
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των δεδοµένων έχουν συνταχθεί όχι σχετικά µε αυτό που δίδεται από την υπόθε-

ση, όπως είναι δυνατόν να διαπιστώσει κάποιος όταν διατρέξει τις µελέτες σχετι-

κά µε αυτό <το δεδοµένον>. Γι’ αυτό πρέπει και εµείς, αφήνοντας στην άκρη την 

άποψη αυτή, να εξετάσουµε τους λόγους εκείνων που το ορίζουν διαφορετικά. 

(248.11-18)  

Η δεύτερη πρόταση του Μαρίνου ότι το χρησιµοποιούν ακόµη κάποιοι το «δε-

δοµένον» στις πρώτες στοιχειώσεις και ως άλλη έκφραση για το «δοθέν» και τη 

«δοθείσα», έρχεται σε συνέχεια των προηγούµενων λανθασµένων θεωρήσεων, συ-

µπεριλαµβάνεται σε αυτές και στην ουσία αποτελεί προέκταση της προηγούµενης 

πρότασης και της θεώρησης που προκύπτει από εκείνη. Γιατί αυτό που «δίδεται» 

στην υπόθεση των προτάσεων τουλάχιστον στα Στοιχεία του Ευκλείδη, δεν είναι άλ-

λο από το «δοθέν». Το ότι η θέση της δεύτερης πρότασης αποτελεί συνέχεια της 

προηγούµενης, λανθασµένης θεώρησης, επαληθεύεται και από το γεγονός ότι ο Μα-

ρίνος δεν µπαίνει καν στον κόπο να την αντικρούσει και απορρίψει ως αυθύπαρκτη 

θέση στη συνέχεια του κειµένου του, όπως κάνει µε όλες τις άλλες µε σχολαστικότη-

τα. Αυτό που τελικά ενδιαφέρει όµως τη δική µας άποψη, για διάκριση ανάµεσα 

στους δύο όρους «δεδοµένον» και «δοθέν», είναι το γεγονός ότι από την εποχή του 

Μαρίνου και νωρίτερα, κάποιοι λανθασµένα έχουν θεωρήσει τα «δοθέντα» ως τα 

«δεδοµένα», θεώρηση µε την οποία και ο Μαρίνος διαφωνεί. 

 

3.4.2.  Ο Μαρίνος συνδέει άµεσα το στωικό όρο «κατάληψις»  

µε το «δεδοµένον» του Ευκλείδη  
 

Η επίµονη αναφορά του Μαρίνου στον στωικό όρο «κατάληψις» αναδεικνύει την 

άµεση σχέση του όρου «δεδοµένον» µε την ενέργεια της νόησης που έχει προηγηθεί 

πριν κάτι χαρακτηριστεί ως έγκυρο ερευνητικό αποτέλεσµα δηλαδή επιστηµονική 

γνώση. 

Είναι χαρακτηριστικό το γεγονός ότι στο κείµενό του Μαρίνου ο όρος «κατάλη-

ψις» εµφανίζεται στις διάφορες µορφές του 24 φορές. Από τις πρώτες γραµµές της 

µελέτης του, στη δεύτερη παράγραφο, παίρνει θέση επισηµαίνοντας ότι όλοι όσοι 

προσπάθησαν να δώσουν κάποιο ορισµό για το «δεδοµένον» έχουν κάτι κοινό. ∆ί-

νουν την εντύπωση ότι το κάνουν έχοντας ξεκινήσει από µια και την αυτή έννοια: 

«… καταληπτὸν γάρ τι τὸ δεδοµένον εἶναι ὑπέλαβον» (234.12-13), δηλαδή «θεώρη-
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σαν ότι το δεδοµένον είναι κάτι που µπορεί να συλλάβει η νόηση». Λίγο παρακάτω, 

µετά από µια συνοπτική αναφορά όλων των διαφορετικών τρόπων µε τους οποίους 

έχει οριστεί κατά καιρούς το «δεδοµένον» δηλώνει: «ταῦτα δὲ πάντα κατάληψίν τινα 

βούλεται σηµαίνειν» (236.6-7), δηλαδή «όλα αυτά όµως θέλουν να υποδηλώσουν µε 

κάποια έννοια τη νοητική σύλληψη.»  

Ακόµη, µετά από τη διατύπωση από τον ίδιο του ορισµού του «δεδοµένου» ως 

το «πόριµον» για τους µονολεκτικούς ορισµούς, το «καταληπτόν» αποτελεί το µόνο 

κριτήριό του για τον έλεγχο και την απόρριψη των υπόλοιπων µονολεκτικών ορι-

σµών:  

Όλοι οι υπόλοιποι είναι ατελείς. ∆ιότι ούτε εκείνος που το ταυτίζει µε το τεταγµέ-

νον είναι επαρκής ως προς την έκταση του δεδοµένου, επειδή ούτε κάθε τεταγµέ-

νον ούτε µόνον το τεταγµένον µπορεί να συλληφθεί από τη νόηση (καταληπτόν), 

αλλά και µερικά από τα άτακτα, όπως έχει δειχθεί. Ούτε εκείνος ο ορισµός που το 

ορίζει ως το γνώριµον είναι επαρκής, διότι δεν µπορεί κάθε τέτοιο <γνώριµο>, να 

συλληφθεί από τη νόηση (καταληπτόν), έστω κι αν µόνο αυτό <µπορεί να συλλη-

φθεί από τη νόηση>· διότι το άγνωστον δε θα µπορούσε να συλληφθεί από τη 

νόηση (καταληπτόν). Ούτε όµως ο ορισµός που το παρουσιάζει ως ρητόν θα είναι 

πλήρης, διότι ούτε αυτό µόνον µπορεί να το συλλάβει η νόηση (καταληπτόν), ε-

φόσον και κάποια από τα άλογα <µπορεί>. Ίσως όµως ούτε καθένα το οποίο είναι 

ρητόν να µην µπορεί να συλλάβει η νόηση (καταληπτόν), όπως αυτό έχει ορισθεί 

προηγουµένως. (250.7-18)  

Τελικά ο Μαρίνος φτάνει να ταυτίσει την έκταση του «δεδοµένον» (ως «πόρι-

µον» πλέον) µε αυτήν του «καταληπτόν», καθώς, έχοντας απορρίψει τους υπόλοι-

πους µονολεκτικούς ορισµούς, αναφέρει: «Λείπεται δὴ ἐν τοῖς ὀνοµαστικῶς 

ἀποδεδοµένοις τὸ πόριµον, ὅπερ δοκεῖ µάλιστα τὴν κατάληψιν ἐµφαίνειν» (250.18-

20), δηλαδή «αποµένει βέβαια ανάµεσα σε αυτούς <τους ορισµούς> που αποδίδο-

νται ονοµαστικά, το πόριµον, το οποίο φαίνεται ότι περισσότερο από όλα φανερώνει 

τη νοητική σύλληψη.» Για να καταλήξει: «Καὶ γὰρ πᾶν τὸ πόριµον καταληπτὸν καὶ 

µόνον» (250.20-21) δηλαδή «πράγµατι, κάθε πόριµον µπορεί να συλληφθεί από τη 

νόηση και µόνον αυτό.» ∆ήλωση που θα επαναλάβει µετά την κρίση του (γνώριµον 

άµα και πόριµον) ως του µόνου σωστού και πλήρους σύνθετου ορισµού: «τὸ γὰρ 

τοιοῦτο πᾶν καταληπτὸν καὶ µόνον» (252.6) 
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Το ερώτηµα βέβαια που εύλογα µας απασχόλησε ήταν το πώς θα έπρεπε να γί-

νουν αντιληπτοί από εµάς και να αποδοθούν οι όροι «κατάληψις», «καταληπτόν», 

«καταληφθέν» που προέρχονται από την ορολογία των Στωικών. Για την απάντησή 

του αναζητήσαµε τις απόψεις κάποιων ειδικών στη στωική ορολογία. 

Η αναζήτησή µας στο λήµµα «κατάληψις» της § 4. µε τίτλο: «Κατάληψις, επι-

στήµη, τέχνη» του δεύτερου τόµου του έργου Stoicorum Veterum Fragmenta, του 

Ioannes Von Arnim,12 µας έδωσε τα εξής αποσπάσµατα: 

90 Sextus Adv. Math 7.151.1-7.153.1: τρία γὰρ εἶναί φασιν ἐκεῖνοι τὰ συζυγοῦ-

ντα ἀλλήλοις, ἐπιστήµην καὶ δόξαν καὶ τὴν ἐν µεθορίῳ τούτων τεταγµένην 

κατάληψιν, ὧν ἐπιστήµην µὲν εἶναι τὴν ἀσφαλῆ καὶ βεβαίαν καὶ ἀµετάθετον ὑπὸ 

λόγου κατάληψιν, δόξαν δὲ τὴν ἀσθενῆ καὶ ψευδῆ συγκατάθεσιν, κατάληψιν δὲ 

τὴν µεταξὺ τούτων, ἥτις ἐστὶ καταληπτικῆς φαντασίας συγκατάθεσις· καταληπτι-

κὴ δὲ φαντασία κατὰ τούτους ἐτύγχανεν ἡ ἀληθὴς καὶ τοιαύτη οἵα οὐκ ἂν γένοιτο 

ψευδής. … τὴν δὲ κατάληψιν … ταύτην κριτήριον ἀληθείας καθεστάναι. 

Στο παραπάνω απόσπασµα ο Σέξτος Εµπειρικός, στο έργο του Προς µαθηµατι-

κούς, αναφέρει ότι για τους Στωικούς η «κατάληψις» βρίσκεται στα σύνορα της «ε-

πιστήµης» και της «δόξας». Ορίζουν δε ως «επιστήµην» την ασφαλή και βέβαιη και 

αµετάβλητη σύλληψη από τη νόηση, ενώ ως «δόξα» την όχι ισχυρή, ανάξια της νόη-

σης και απατηλή συγκατάθεση. Ανάµεσά τους τοποθετούν την «κατάληψιν» ως συ-

γκατάθεση της αληθινής φαντασίας (καταληπτικής) που είναι τέτοια που δεν θα γίνει 

ποτέ ψευδής. Καταλήγει αναφέροντας ότι η «κατάληψις» έχει επικρατήσει για τους 

Στωικούς ως κριτήριο της αλήθειας. Τελικά φαίνεται ότι η «κατάληψις» για τους 

Στωικούς είναι η βάσανος που είναι απαραίτητη για να περάσει κάτι από το επίπεδο 

της απλής γνώµης ή εικασίας στο επίπεδο της επιστηµονικής γνώσης. Θα λέγαµε ότι 

είναι η νοητική επεξεργασία που προδίδει την εγκυρότητα σε µια νοητική σύλληψη.  

Το δεύτερο απόσπασµα προέρχεται πάλι από το ίδιο έργο του Σέξτου Εµπειρικού: 

91 Sextus Adv. Math 8.397.1-8.398.2: ἔστι µὲν οὖν ἡ κατάληψις, ὡς ἔστι παρ᾽ 

αὐτῶν ἀκούειν, καταληπτικῆς φαντασίας συγκατάθεσις, ἥτις διπλοῦν ἔοικεν εἶναι 

πρᾶγµα, καὶ τὸ µέν τι ἔχειν ἀκούσιον, τὸ δὲ ἑκούσιον καὶ ἐπὶ τῇ ἡµετέρᾳ κρίσει 

κείµενον. τὸ µὲν γὰρ φαντασιωθῆναι ἀβούλητον ἦν, … τὸ δὲ συγκαταθέσθαι τού-

                                                 
12  Ioannes Von Arnim (ed.), Stoicorum Veterum Fragmenta, vol. II, Chrysippi Fragmenta Logica 

et Physica, Lipsiae et Berolini, 1923. 



 86

τῳ τῷ κινήµατι ἔκειτο ἐπὶ τῷ παραδεχοµένῳ τὴν φαντασίαν. ὥστε ἡ κατάληψις 

προηγουµένην ἔχει τὴν καταληπτικὴν φαντασίαν, ἧς ἐστι συγκατάθεσις.  

Στο δεύτερο απόσπασµα ο Σέξτος επανέρχεται και προσδιορίζει καλύτερα τι ση-

µαίνει «συγκατάθεση της καταληπτικής φαντασίας» που ανέφερε προηγουµένως ως 

ορισµό των Στωικών για τον όρο «κατάληψις», λέγοντας ότι φαίνεται να είναι διπλό 

πράγµα, δηλαδή να έχει δύο συστατικά: Tο µεν ένα από τα δύο έχει κάτι το ακούσιο 

ενώ το άλλο κάτι το εκούσιο που βρίσκεται στη δική µας κρίση. Γιατί το µεν «φα-

ντασιωθήναι», τη δύναµη δηλαδή του νου να συλλάβει κάτι αναφέρει ότι φανέρωνε 

κάτι ανεξάρτητο της θέλησης· αλλά το να συγκατατεθεί κάποιος σε αυτήν την κίνη-

ση εξαρτιόταν από αυτόν που παραδεχόταν τη νοητική σύλληψη. Καταλήγει λέγο-

ντας ότι η «κατάληψις» ακολουθεί χρονικά την «καταληπτική φαντασία», της οποίας 

είναι η συγκατάθεση. Παρουσιάζεται τελικά δηλαδή όλη η ενέργεια της νόησης σε 

δύο διαδοχικά µέρη. Το πρώτο είναι η νοητική σύλληψη που είναι ανεξάρτητη της 

θέλησης, και ονοµάζεται «καταληπτική φαντασία», ίσως αυτό που σήµερα θα ονο-

µάζαµε ενόραση. Το δεύτερο µέρος είναι η «συγκατάθεση» στο πρώτο· εξαρτάται 

από την κρίση του ερευνητή, µε την έννοια ότι αυτός θα αποφασίσει µέσα από νοη-

τική επεξεργασία για το αν µπορεί η προηγούµενη νοητική σύλληψη να αποκτήσει 

εγκυρότητα να γίνει δηλαδή «ασφαλής», «βεβαία» και «αµετάπτωτος» «κατάληψις» 

της νόησης, που σηµαίνει πλέον επιστηµονική γνώση. 

Στην ίδια κατεύθυνση ο Γαληνός ορίζει την επιστήµη µε τη βοήθεια της «κατά-

ληψις»: 

93 Galenus Definitiones medicae 19.350.3-6: Επιστήµη ἐστὶ κατάληψις ἀσφαλὴς 

καὶ ἀµετάπτωτος ὑπὸ λόγου. δυνατὸν δὲ καὶ οὕτως ὁρίσασθαι. ἐπιστήµη ἐστὶν 

ἕξις ἀµετάπτωτος ἐκ φαντασιῶν δόξαν ἀµέµπτως ὑπὸ λόγου παρεχοµένη.  

Ορίζει δηλαδή και ο Γαληνός την επιστήµη ως την ασφαλή και βεβαία «κατά-

ληψη» η οποία παρέχεται από τη λογική σκέψη.  

Επίσης οι Στωικοί, σύµφωνα µε τον ∆ιογένης Λαέρτιο, συνδέουν άµεσα την ε-

πιστήµη µε την «κατάληψη» και την τελευταία µε τον ορθό λόγο: 

Diogenes Laert. 7.46.1-3: τῆς δὲ φαντασίας τὴν µὲν καταληπτικήν, τὴν δὲ 

ἀκατάληπτον· καταληπτικὴν µέν, ἣν κριτήριον εἶναι τῶν πραγµάτων φασί, …  

7.46.7-7.47.5: Αὐτὴν δὲ τὴν διαλεκτικὴν ἀναγκαίαν εἶναι καὶ ἀρετὴν ἐν εἴδει πε-

ριέχουσαν ἀρετάς· τήν τ᾽ ἀπροπτωσίαν ἐπιστήµην τοῦ πότε δεῖ συγκατατίθεσθαι 
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καὶ µή· τὴν δ᾽ ἀνεικαιότητα ἰσχυρὸν λόγον πρὸς τὸ εἰκός, ὥστε µὴ ἐνδιδόναι 

αὐτῷ· τὴν δ᾽ ἀνελεγξίαν ἰσχὺν ἐν λόγῳ, ὥστε µὴ ἀπάγεσθαι ὑπ᾽ αὐτοῦ εἰς τὸ 

ἀντικείµενον· τὴν δ᾽ ἀµαταιότητα ἕξιν ἀναφέρουσαν τὰς φαντασίας ἐπὶ τὸν ὀρθὸν 

λόγον. αὐτήν τε τὴν ἐπιστήµην φασὶν ἢ κατάληψιν ἀσφαλῆ ἢ ἕξιν ἐν φαντασιῶν 

προσδέξει ἀµετάπτωτον ὑπὸ λόγου.  

 

Έχοντας υπόψη όλα τα παραπάνω όταν στο κείµενο του Μαρίνου συναντήσαµε 

επανειληµµένα τον όρο «καταληπτόν» τον αποδώσαµε στα Νέα Ελληνικά ως «αυτό 

που µπορεί να συλλάβει η νόηση»13.  

Τελικά θεωρούµε ότι η επίµονη αναφορά του Μαρίνου στους όρους «καταλη-

πτόν», «κατάληψις» και «καταληφθέν» έχει στόχο να αναδείξει την άµεση σύνδεση 

της έννοιας του «δεδοµένου» στη γεωµετρική ανάλυση µε την ενέργεια της νόησης 

του γεωµέτρη-ερευνητή, η οποία είναι υπεύθυνη για να δώσει βέβαια και ασφαλή 

συµπεράσµατα τα οποία θα χαρακτηρίζονται πλέον επιστηµονικά. Άρα το αν είναι 

κάτι «δεδοµένον» εξαρτάται από το κατά πόσο µπορεί αυτό να αποτελέσει αντικεί-

µενο της νόησης του ερευνητή, δηλαδή να το συλλάβει και επεξεργαστεί η νόησή 

του. Με άλλα λόγια, πρέπει να υπάρξει η ενέργεια της νόησης (κατάληψις) στις δύο 

διαστάσεις της – ακούσια σύλληψη και εκούσια συγκατάθεση ως αποτέλεσµα κρί-

σης – για να κατοχυρωθεί κάτι ως «δεδοµένον». 

Ο Μαρίνος όµως δεν είναι ο µόνος που αντιλαµβάνεται το «δεδοµένον» σε σχέ-

ση µε την «κατάληψιν». Έχει προηγηθεί ο Πάππος, ο οποίος στο έβδοµο βιβλίο της 

Συναγωγής, που αναφέρεται στη γεωµετρική ανάλυση, γράφει: «… ἐν δὲ τῇ συνθέσει 

ἐξ ὑποστροφῆς τὸ ἐν τῇ ἀναλύσει καταληφθὲν ὕστατον ὑποστησάµενοι γεγονὸς ἤδη» 

(634.19-20). Αναφέρεται δηλαδή σε αυτό που «κατελήφθη» τελευταίο στο αναλυτι-

κό στάδιο της γεωµετρικής ανάλυσης πριν αρχίσει η σύνθεση. Αυτό όµως, για κά-

ποιον που έχει µελετήσει τις γεωµετρικές αναλύσεις του Πάππου, δεν είναι άλλο από 

το «δεδοµένον», µε το οποίο καταλήγει το δεύτερο και τελευταίο βήµα της αναλυτι-

κής διαδικασίας (resolution) 14.  

                                                 
13  Με τον ίδιο τρόπο ο Σκουτερόπουλος (1991, 184-186) αποδίδει την έκφραση του Σέξτου από 
το Προς µαθηµατικούς, VII 65.6-8: «…δεύτερον ὅτι εἰ καὶ ἔστιν, ἀκατάληπτον ἀνθρώπῳ, 
τρίτον ὅτι εἰ καὶ καταληπτόν ...» ως: «δεύτερον ότι και αν έχει υπόσταση είναι αδύνατο στον 
άνθρωπο να το συλλάβει µε τη νόηση· τρίτον ότι και αν το συλλάβει µε τη νόηση…» 

14  Οι Hintikka & Remes (1974, 77), θεωρούν επίσης ότι για τον Πάππο «καταληφθέν» = «δεδο-
µένον», ενώ για τον όρο «καταληφθέν» αναφέρουν (1974, 91), ότι προέρχεται από τη Στωική 
ορολογία, αν και τον χρησιµοποιούσαν και οι αντίπαλοι των Στωικών. 
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3.4.3.  Το «δεδοµένον» ορίζεται από το Μαρίνο ως το «πόριµον»  

αλλά πώς ορίζεται το «πόριµον»;  

 

Το σηµαντικότερο στοιχείο του κειµένου του Μαρίνου, είναι κατά την άποψή µας ο 

µοναδικός ορισµός του «δεδοµένου» που φτάνει σε µας από την αρχαιότητα:  

ἔστι δὲ τοῦ προκειµένου <δηλ. του δεδοµένου> τοιοῦτος <τέλειος και ορθώς  

αποδιδόµενος ορισµός> ἐν µὲν τοῖς ἁπλούστερον εἰρηµένοις ὁρισµοῖς ὁ τὸ πόρι-

µον ὁρισάµενος, ἐν δὲ τοῖς συµπεπλεγµένοις ὁ τὸ γνώριµον ἅµα καὶ πόριµον 

(250.4-7).  

Στον ορισµό αυτό ο Μαρίνος δεν φτάνει αυθαίρετα αλλά αφού έχει ήδη παρου-

σιάσει, κρίνει και τελικά απορρίψει ως ανεπαρκείς κατά τη γνώµη του τους υπόλοι-

πους ορισµούς που κατά καιρούς έχουν υπάρξει. Προκειµένου όµως να κατανοή-

σουµε αυτόν τον «τέλειο» και «ορθώς αποδιδόµενο» ορισµό του «δεδοµένου», όπως 

τον χαρακτηρίζει ο Μαρίνος, είναι απαραίτητο να ανατρέξουµε στο ορισµό του «πό-

ριµον» που έχει δώσει ο ίδιος προηγουµένως: «Πόριµον δέ ἐστιν, ὃ δυνατοί ἐσµεν 

ἤδη ποιῆσαι καὶ κατασκευάσαι, τουτέστιν εἰς ἐπίνοιαν ἀγαγεῖν» (240.9-10). Ανα-

φέρει δηλαδή ότι «πόριµον» είναι αυτό το οποίο είµαστε ήδη ικανοί να «ποιήσουµε» 

και να «κατασκευάσουµε» που σηµαίνει να φέρουµε «εις επίνοιαν». Ορισµός ο ο-

ποίος δεν είναι εύκολα κατανοητός σε µας λόγω των όρων που περιέχει όπως είναι 

το «ποιήσαι» και το «επίνοια».  

 «Ποιήσεις» κατά τον Αριστοτέλη15 λέγονται οι υπόλοιπες γενέσεις εκτός των 

φυσικών και προέρχονται: «ἢ ἀπὸ τέχνης ἢ ἀπὸ δυνάµεως ἢ ἀπὸ διανοίας». Ως πα-

ράδειγµα αναφέρει το πώς από το είδος «υγεία» µέσω της νόησης του γιατρού φτά-

νουµε στη δυνατότητα της «ποίησης» της «υγείας». Είναι χαρακτηριστικές οι φρά-

σεις: «ἡ δὲ ὑγίεια ὁ ἐν τῇ ψυχῇ λόγος καὶ ἡ ἐπιστήµη. γίγνεται δὲ τὸ ὑγιὲς νοήσαντος 

οὕτως». Κατόπιν αρχίζει να περιγράφει τη νοητική ενέργεια του γιατρού από την 

«υγεία» που αφορά τη νόηση µέχρι την «ποίηση»: «καὶ οὕτως ἀεὶ νοεῖ, ἕως ἂν 

ἀγάγῃ εἰς τοῦτο ὃ αὐτὸς δύναται ἔσχατον ποιεῖν. εἶτα ἤδη ἡ ἀπὸ τούτου κίνησις 

ποίησις καλεῖται». Συνοψίζοντας αναφέρει για τις διαδοχικές διαδικασίες της «νόη-

σης» και της «ποίησης»: «Τῶν δὴ γενέσεων καὶ κινήσεων ἡ µὲν νόησις καλεῖται ἡ δὲ 
                                                 
15  Μετά τα Φυσικά Ζ 6, 1032a25-b17. 
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ποίησις, ἡ µὲν ἀπὸ τῆς ἀρχῆς καὶ τοῦ εἴδους νόησις ἡ δ᾽ ἀπὸ τοῦ τελευταίου τῆς 

νοήσεως ποίησις». Αντίστοιχη πορεία ανάµεσα στη «νόηση» και την «ποίηση», πε-

ριγράφεται και αλλού από τον Αριστοτέλη,16 όπου εκτός από την ιατρική τα παρα-

δείγµατα αφορούν και τα Μαθηµατικά. Συγκεκριµένα η φράση από τα Ηθικά Ευδή-

µεια αναφέρει: «ὥσπερ γὰρ ταῖς θεωρητικαῖς αἱ ὑποθέσεις ἀρχαί, οὕτω καὶ ταῖς 

ποιητικαῖς τὸ τέλος ἀρχὴ καὶ ὑπόθεσις. ἐπειδὴ δεῖ τόδε ὑγιαίνειν, ἀνάγκη τοδὶ 

ὑπάρξαι, εἰ ἔσται ἐκεῖνο, ὥσπερ ἐκεῖ, εἰ ἔστι τὸ τρίγωνον δύο ὀρθαί, ἀνάγκη τοδὶ 

εἶναι. τῆς µὲν οὖν νοήσεως ἀρχὴ τὸ τέλος, τῆς δὲ πράξεως ἡ τῆς νοήσεως τελευτή» 

(1227b28-33) ενώ η φράση από τα Ηθικά Νικοµάχεια, που αναφέρεται στην «εύρε-

ση» και την γεωµετρική «ανάλυση» αναφέρει: «τὸ ἔσχατον ἐν τῇ ἀναλύσει πρῶτον 

εἶναι ἐν τῇ γενέσει» (1112b23-24). Εδώ εµφανίζεται η «ανάλυση» να αντιστοιχεί µε 

τη «νόηση», τη νοητική ενέργεια δηλαδή του γεωµέτρη-ερευνητή που προηγείται 

της «ποιήσεως». Αντιστοιχία που έχουµε επισηµάνει προηγουµένως µε αφορµή το 

κείµενο του Μαρίνου, το οποίο συνέδεσε την έννοια του «δεδοµένου» που ανήκει 

στην ανάλυση µε το «καταληπτόν» και την ενέργεια της νόησης (νου) του γεωµέτρη-

ερευνητή.  

Ο Mahoney (1968, 345), αντιλαµβάνεται επίσης το «πόριµον», µέσα από τα λό-

για του Μαρίνου, ως «κάτι που µπορεί, και έχει αποκτηθεί µαθηµατικά». Σε προη-

γούµενο σηµείο είχε δηλώσει πάλι ερµηνεύοντας τον Μαρίνο: «Το ρήµα πορίζειν, η 

βασική σηµασία του οποίου είναι να ‘αποκτήσω, να εφοδιάσω, να προµηθεύσω (µε 

έναν απόηχο επινοητικότητας)’». Και παρακάτω, αναφερόµενος στο «πόριµον», µε-

ταφράζει τον Μαρίνο (240.22-24): «Η συζήτηση εδώ αφορά αυτό το οποίο έχει ήδη 

αποκτηθεί, αυτό το οποίο ορθά αποκαλείται πόριµον». Με άλλα λόγια ο Mahoney 

θεωρεί ως «πόριµον» αυτό που έχει ήδη αποκτηθεί (µε έναν απόηχο επινοητικότη-

τας) και µπορεί και πάλι να αποκτηθεί.  

Το σηµαντικό στοιχείο τελικά που αναδεικνύεται από την πρώτη πρόταση του 

ορισµού του Μαρίνου για το «πόριµον», µε βάση όλη την παραπάνω συζήτηση, εί-

ναι ότι για να είµαστε ικανοί «ποιῆσαι καὶ κατασκευάσαι» κάτι, πρέπει να έχει 

                                                 
16  Σύµφωνα µε τον Ross (1924, τόµ. II, 183): «Αυτή η εκτίµηση της παραγωγής µπορεί να συ-
γκριθεί µε την εκτίµηση της ηθικής διαβούλευσης και ενέργειας, στην οποία «τὸ ἔσχατον ἐν τῇ 
ἀναλύσει» λέγεται «πρῶτον εἶναι ἐν τῇ γενέσει.» (Ηθ. Νικ. 1112b23). Ακόµη πιο κοντά είναι 
το χωρίο Ηθ. Ευδ. 1227b28-33.» 
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προηγηθεί, να έχει υπάρξει η ενέργεια της «νόησης» η οποία θα µας καθοδηγήσει σε 

αυτό. Με άλλα λόγια, µπορούµε να προβούµε σε «ποίηση και κατασκευή», επειδή 

έχει προηγηθεί η διαδικασία της νόησης, η οποία έχει επεξεργαστεί και τελικά κρίνει 

τη λογική δυνατότητα να χαρακτηριστεί κάτι ως «πόριµον» ή «δεδοµένον».17  

Αυτή ακριβώς τη θέση ενισχύει και η δεύτερη, επεξηγηµατική της πρώτης, πρό-

ταση του ορισµού του Μαρίνου για το «πόριµον», η οποία προφανώς είναι ισοδύνα-

µη µε την πρώτη, γιατί διατυπώνει µε άλλα λόγια τον ορισµό, αφού εισάγεται µε το 

«τουτέστιν» που είναι ισχυρό και λειτουργεί ως ταύτιση. Θα µπορούσαµε δηλαδή να 

διαβάσουµε πάλι την πρόταση ως: «πόριµον δέ ἐστιν, ὃ δυνατοί ἐσµεν ἤδη … εἰς 

ἐπίνοιαν ἀγαγεῖν». 

Ο όρος «επίνοια» είναι στωικός. Η αναζήτησή µας στο λήµµα «επίνοια» της § 3 

µε τίτλο «Περί εννοηµάτων», του έργου Stoicorum Veterum Fragmenta, του I. Von 

Arnim (1921-1923, τόµ. ΙΙ, 29), µας έδωσε τον εξής ορισµό ο οποίος συµπεριλαµβά-

νεται στο έργο του Γαληνού Definitiones medicae: «Ἐπίνοιά ἐστιν ἐναποκειµένη 

νόησις, νόησις δὲ λογικὴ φαντασία» (19.381.12-13) Νόηση ή ενέργεια του νου δη-

λαδή, η οποία έχει υπάρξει και βρίσκεται αποθησαυρισµένη µέσα στο µυαλό κά-

ποιου. Κατά συνέπεια σύµφωνα µε την ισοδύναµη δεύτερη πρόταση του ορισµού 

του Μαρίνου, «πόριµον» είναι αυτό το οποίο είµαστε ήδη σε θέση να το οδηγήσουµε 

προς αυτό που έχει επεξεργαστεί και υπάρχει στη νόησή µας. Αναδεικνύεται πάλι 

εποµένως η σπουδαιότητα της προηγηθείσας ενέργειας της νόησης, εξαιτίας της ο-

ποίας µπορούµε να προχωρήσουµε στα επόµενα βήµατά µας µε λογική βεβαιότητα. 

Συνοψίζοντας θα λέγαµε ότι ο Μαρίνος µέσα από τον ορισµό του «πόριµου»  

τονίζει τη σηµασία της διαδικασίας της νόησης του γεωµέτρη-ερευνητή, η οποία έχει 

υπάρξει προκειµένου να χαρακτηριστεί κάτι ως «πόριµον» («δεδοµένον» κατά  

τον Ευκλείδη, «καταληφθέν» κατά τον Πάππο), να αποκτήσει δηλαδή λογική βεβαι-

ότητα. 

 

                                                 
17  ∆εν είναι τυχαίο το γεγονός ότι στη γεωµετρική ανάλυση του Πάππου, που έχει υπόψη του ο 
Μαρίνος, τα δύο τµήµατα της σύνθεσης που ακολουθούν και ονοµάζονται «κατασκευή» και 
«απόδειξη», τελειώνουν µε τις εκφράσεις «ποιούσι το πρόβληµα» και «ποιεί το πρόβληµα» 
αντίστοιχα.  
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Συµπέρασµα  

 

Ο χαρακτηρισµός του κειµένου του Μαρίνου ως σχόλια ή προλεγόµενα µάλλον 

αδικεί τη δουλειά του. ∆εν είναι απλά σχόλια κάποιου που προλογίζει ένα σηµαντικό 

έργο, όπως είναι τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη. Είναι µια επιστηµονική, λογική κατα-

σκευή ενός φιλοσόφου της αρχαιότητας που αφορά την εννοιολογική διασάφηση 

ενός σηµαντικού όρου, όπως το «δεδοµένον» για τα αρχαία ελληνικά Μαθηµατικά, 

την οποία θα µπορούσαµε να ονοµάσουµε µελέτη. Μια µελέτη, η οποία ως προς τον 

τρόπο γραφής, δηλαδή τη δοµή και την επιχειρηµατολογία, δεν θα είχε πολλά να ζη-

λέψει από µια αντίστοιχη σηµερινή. Την αξία της όµως σε σχέση µε το περιεχόµενό 

της, δηλαδή το κατά πόσο αυτή η µελέτη είναι επαρκής ή όχι για την έννοια του «δε-

δοµένου» που πραγµατεύεται, και αν ο Μαρίνος δεν την έχει πλήρως κατανοήσει, θα 

µπορέσουµε να την κρίνουµε και να την αξιολογήσουµε, µόνο αφού έχουµε εµείς οι 

ίδιοι κατανοήσει το σηµασιολογικό περιεχόµενο και τη λειτουργία του όρου τουλά-

χιστον στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη, αν όχι στο σύνολο της γεωµετρικής ανάλυσης.  

Είναι επίσης φανερό ότι οι τόσο λεπτές εννοιολογικές αποχρώσεις που έχει χρη-

σιµοποιήσει στη µελέτη του ο Μαρίνος απαιτούν διακρίσεις που µόνο ένας φιλόσο-

φος της αρχαιότητας, ο οποίος γνωρίζει τη λειτουργία των όρων στο πεδίο των Μα-

θηµατικών αλλά και τις όποιες φιλοσοφικές δεσµεύσεις ή προεκτάσεις τους, θα µπο-

ρούσε να κάνει. Ένας γνώστης των απόψεων του Πλάτωνα και του Αριστοτέλη, που 

έχουν επηρεάσει καθοριστικά την επιστήµη και τη φιλοσοφία της εποχής που γρά-

φτηκαν τα ∆εδοµένα, ο οποίος όχι µόνο αντιλαµβάνεται πώς ο όρος «δεδοµένον» 

λειτουργεί στο έργο του Ευκλείδη, αλλά έχει στη διάθεσή του πολύ περισσότερα 

κείµενα από αυτά που φτάνουν σε εµάς σήµερα και έχει διαβάσει, όπως ο ίδιος ανα-

φέρει, πέρα από το έργο του Πάππου για την ανάλυση και ένα κείµενο που δεν έ-

φτασε σε εµάς, τους υποµνηµατισµούς του Πάππου πάνω στα ∆εδοµένα. Με βάση 

αυτά που προηγήθηκαν θεωρούµε ότι θα πρέπει τουλάχιστον να σκύψουµε πάνω στη 

δουλειά του Μαρίνου µε µεγαλύτερη προσοχή. 

Στο κείµενο του Μαρίνου τέλος, περιλαµβάνεται ο µοναδικός ορισµός του «δε-

δοµένου» που φτάνει σε εµάς από την αρχαιότητα. Ενός όρου που είναι φανερό ότι η 

κατανόησή του προκαλούσε προβλήµατα από την αρχαιότητα και συνεχίζει να προ-
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καλεί ακόµη και σήµερα στους µελετητές των Ελληνικών µαθηµατικών. Το γεγονός 

της ύπαρξης αυτού του ορισµού είναι από µόνο του αρκετά σηµαντικό, αλλά µπορεί 

να γίνει ακόµα περισσότερο αν συνδυαστεί µε την καλύτερη κατανόηση τόσο του 

πρώτου βιβλίου της ανάλυσης, των ∆εδοµένων του Ευκλείδη όσο και της ίδιας της 

µεθόδου της γεωµετρικής ανάλυσης στα Ελληνικά µαθηµατικά όπως σκοπεύουµε να 

δείξουµε σε επόµενα κεφάλαια. 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

Φιλοσοφική διάκριση «δοθέντος» – «δεδοµένου» 

 

Ο «τυχαίος – ενδεχοµενικός» χαρακτήρας του «δοθέντος»  

και ο «βεβαιωτικός» χαρακτήρας του «δεδοµένου» 

 

Μέχρι τώρα έχουµε παρατηρήσει τη διάκριση ανάµεσα στο «δοθέν» και το «δεδοµέ-

νον» σε διάφορα κείµενα των ελληνικών Μαθηµατικών, έχουµε αναλύσει τη γλωσ-

σική τους διάκριση και έχουµε αναφερθεί στη διαφοροποίησή τους σύµφωνα µε την 

άποψη του Μαρίνου1. Σε αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε την ανάλυση της 

φιλοσοφικής διάκρισης των όρων «δοθέν» και «δεδοµένον» και τον τρόπο που αυτή 

φαίνεται να λειτουργεί στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη καθώς και στις αναλύσεις γεω-

µετρικών προβληµάτων του 7ου βιβλίου της Συναγωγής του Πάππου.  

 

4.1. Οι ορισµοί του «δοθέντος» και του «δεδοµένου» που διαθέτουµε 

 

Η διάκριση «δεδοµένον» – «δοθέν», όπως θα φανεί από τους ορισµούς των δύο ό-

ρων που διασώζονται, συνδέεται στα αρχαία κείµενα εννοιολογικά µε τη φιλοσοφική 

διάκριση «δυνατόν» – «ενδεχόµενον», η οποία, όπως θα δούµε, προσδίδει µε τη σει-

ρά της στο «δοθέν» τον χαρακτήρα του όχι αδύνατου και ταυτόχρονα τυχαίου-

ενδεχοµένου, ενώ στο «δεδοµένον» τον χαρακτήρα του όχι αδυνάτου αλλά, υπό ορι-

σµένες συνθήκες, λογικά αναγκαίου.  

Ας δούµε κατ’ αρχάς πώς συνδέονται τα δύο ζεύγη των όρων στα ίδια τα κείµε-

να. Ο ίδιος ο Ευκλείδης στα ∆εδοµένα δεν δίνει ορισµό του «δεδοµένον». Όµως, 

στους δύο πρώτους ορισµούς του των ειδών του «δεδοµένον» στα ∆εδοµένα, συνδέει 

ευθέως τα εν λόγω είδη µε την έννοια της «δυνατότητας». Πράγµατι αναφέρει: 

a. ∆εδοµένα τῷ µεγέθει λέγεται χωρία τε καὶ γραµµαὶ καὶ γωνίαι, οἷς δυνάµεθα 

ἴσα πορίσασθαι.  

b. Λόγος δεδόσθαι λέγεται, ᾧ δυνάµεθα τὸν αὐτὸν πορίσασθαι.  

                                           
1  Του οποίου η ανάλυση αφορά βέβαια κατά κύριο λόγο το «δεδοµένον» ενώ αναφέρεται µόνο 
παρεµπιπτόντως στο «δοθέν». 
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Ο µόνος ορισµός που διασώζεται για το «δεδοµένον» είναι του Μαρίνου. Σύµ-

φωνα µε αυτόν «δεδοµένον» είναι για µεν τους µονολεκτικούς ορισµούς το «πόρι-

µον» για δε τους σύνθετους ορισµούς το «γνώριµον» και ταυτόχρονα «πόριµον» 

(250, 4-7)2. Το «πόριµον» µε τη σειρά του ορίζεται από τον Μαρίνο ως αυτό: «ὃ 

δυνατοί ἐσµεν ἤδη ποιῆσαι καὶ κατασκευάσαι» (240, 9-10). Όπως παρατηρούµε 

λοιπόν, κοινό στοιχείο των παραπάνω ορισµών, που αναφέρονται στο «δεδοµένον» 

και στα είδη του, είναι η «δυνατότητα»3.  
Για το «δοθέν», εξ άλλου, ο Μαρίνος δεν παραθέτει κάποιον ορισµό, ωστόσο 

µας δίνει την ακόλουθη χρήσιµη επεξήγηση του όρου: «τὴν δοθεῖσαν, τουτέστιν 

ἡλίκην ἄν τις ἀφορίσῃ καὶ δῷ εὐθεῖαν.» (236, 4-6) δηλαδή «την δοθείσα, όσο τυχόν 

µεγάλη ευθεία καθορίσει κάποιος και δώσει». Η επεξήγηση αυτή του Μαρίνου συν-

δέει το «δοθέν» µε το τυχαίο. Έναν ορισµό του «δοθέντος» βρίσκουµε στο 7ο βιβλίο 

της Συναγωγής του Πάππου: «ἐὰν µὲν τὸ ὁµολογούµενον δυνατὸν ᾖ καὶ ποριστόν, ὃ 

καλοῦσιν οἱ ἀπὸ τῶν µαθηµάτων δοθέν»4. Σύµφωνα µε αυτόν τον ορισµό, «δοθέν» 

λέγεται από τους µαθηµατικούς αυτό που είναι «δυνατόν» και «ποριστόν». Λιγότερο 

κατανοητός από τους δύο είναι ο όρος «ποριστόν». Σε αυτό το σηµείο η βοήθεια του 

Μαρίνου είναι πολύτιµη. Αναφέρει: «∆ιότι, αυτό που δεν είναι ακόµη σε αυτήν την 

κατάσταση, αλλά ενδέχεται να πορισθεί, το ονοµάζουν ξεχωριστά ποριστόν» (240, 

24-26)5. Η συσχέτιση από τον Πάππο του «δοθέντος» µε το «ποριστόν» και αυτού 

του τελευταίου (σύµφωνα µε τον Μαρίνο) µε το «ενδεχόµενον», µας οδηγεί στη συ-

σχέτιση του «δοθέντος»6 µε το τυχαίο-«ενδεχόµενον». Από όλα τα παραπάνω χωρία 

                                           
2  ἔστι δὲ τοῦ προκειµένου τοιοῦτος ἐν µὲν τοῖς ἁπλούστερον εἰρηµένοις ὁρισµοῖς ὁ τὸ πόριµον 

ὁρισάµενος, ἐν δὲ τοῖς συµπεπλεγµένοις ὁ τὸ γνώριµον ἅµα καὶ πόριµον· 
3  Η «δυνατότητα» ως έννοια διαπερνά τελικά το σύνολο των ∆εδοµένων του Ευκλείδη, αφού 
αποτελεί συστατικό στοιχείο των πρώτων ορισµών που είναι θεµελιώδεις για ολόκληρο το έρ-
γο.  

4  Jones (1986, 85.5-7) 
5  τὸ γὰρ µήπω ὂν ἐν πόρῳ, ἐνδεχόµενον δὲ πορισθῆναι ποριστὸν ἰδίως προσαγορεύουσιν.  
6  Θα µπορούσαµε να πούµε εδώ προκαταβολικά ότι διακρίνουµε παραπάνω από ένα είδος «δο-
θέντων». Τα «δοθέντα» από την υπόθεση, όπως αυτά στην αναφορά του Μαρίνου που περι-
λαµβάνονται για παράδειγµα στα προβλήµατα των Στοιχείων. Τα «δοθέντα» ως αποτέλεσµα 
παραχώρησης από τα «δεδοµένα» στα ∆εδοµένα και τα «δοθέντα» ως αποτέλεσµα νοητικού 
συλλογισµού που προηγήθηκε όπως αυτά που εµφανίζονται στην πορεία ή στο τέλος του δεύ-
τερου µέρους της γεωµετρικής ανάλυσης (‘resolution’). Φαίνεται όµως ότι όλα έχουν δύο κοι-
νά χαρακτηριστικά τα οποία αποδίδει ο ορισµός του Πάππου: τη δυνατότητα να συµβούν 
(δηλ. όχι αδύνατα) και την τυχαιότητα. Η διαφορά τους όπως θα αναλύσουµε καλύτερα παρα-
κάτω, φαίνεται να είναι ότι ενώ κάποια από αυτά αποτελούν απλά αντικείµενα της νοητικής 
σύλληψης, άλλα φανερώνουν το αποτέλεσµα µιας νοητικής επεξεργασίας, ενός συλλογισµού 
ο οποίος γίνεται τώρα ή έχει γίνει προηγουµένως.  
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που παραθέσαµε προκύπτει ότι το ζεύγος των εννοιών «δεδοµένον» – «δοθέν» συν-

δέεται εννοιολογικά στα αρχαία κείµενα µε το ζεύγος των εννοιών «δυνατόν» - «εν-

δεχόµενον», το περιεχόµενο του οποίου θα διερευνήσουµε στην επόµενη ενότητα. 

 

4.2. Η φιλοσοφική διάκριση «δυνατόν» – «ενδεχόµενον»  

 

Η διάκριση «δυνατόν» - «ενδεχόµενον» είναι µια φιλοσοφική διάκριση που έχει α-

πασχολήσει έντονα τους ιστορικούς της αρχαίας ελληνικής φιλοσοφίας, και ιδίως 

τους µελετητές της σκέψης του Αριστοτέλη7. Χαρακτηριστικά ο Düring8 αναφέρει:  

Είναι σηµαντική η διαφορά ανάµεσα στο ενδεχόµενον και το δυνατόν. Σύµφωνα 

µε τα Αναλυτικά πρότερα Α 13, 32 α 18 το ενδεχόµενον σηµαίνει το τυχαίο, το 

οποίο δεν είναι ούτε αναγκαίο ούτε αδύνατο, ή αυτό το οποίο είναι δυνατό τόσο 

θετικά όσο και αρνητικά. Σύµφωνα µε το Θήτα 3, 1047 α 24-26 το δυνατό είναι 

το αδιακρίτως δυνατό, δηλαδή αυτό το οποίο δεν είναι αδύνατο, υπό ορισµένες 

συνθήκες όµως µπορεί να είναι αναγκαίο. Βασικά ο Αριστοτέλης επιµένει σε αυ-

τή τη διάκριση. 9  

Τα λόγια του Düring µας ανοίγουν το δρόµο για τη φιλοσοφική διάκριση ανάµε-

σα στο «δυνατόν» και το «ενδεχόµενον» αλλά δεν µπορούµε να πούµε ότι µας οδη-

γούν µέχρι το τέλος της, µας την κάνουν δηλαδή ξεκάθαρη και λειτουργική. Τα δύο 

χωρία στα οποία αναφέρεται µοιάζουν αρκετά ως περιεχόµενο όπως θα φανεί παρα-

κάτω, αλλά ταυτόχρονα φαίνεται να αντιστοιχούν σε δυο διαφορετικούς όρους. 

Προκειµένου να καταλάβουµε τι ακριβώς σηµαίνει αυτή η διάκριση είναι απαραίτη-

το να ανατρέξουµε στα πρωτότυπα κείµενα του Αριστοτέλη, σε έγκυρους σχολια-

                                           
7  Ενδεικτικά αναφέρουµε το βιβλίο του Schuhl P.M, «Le Dominateur et les Possibles», Παρίσι 

1960, και τη βιβλιοκρισία του από τον K. von Fritz, Gnomon 1962, 138-152, επιπλέον αρκετά 
άρθρα από το βιβλίο του Hintikka J., «Time and Necessity», Oxford at the Clarendon Press, 
1973.  

8  Düring I., «ARISTOTELES. Darstellung und Inerpretation seines Denkens» Heidelberg 1966, 
για τα Ελληνικά έκδοση ΜΙΕΤ, Αθήνα 1994, τόµ. ΙΙ, 456-457, υποσ. 207.  

9  Düring I.: ARISTOTELES Darstellung und Inerpretation seines Denkens, Heidelberg 1966, 
Carl Winter Universtitätsverlag, σ. 618, υποσηµ. 204: «Der Unterschied zwischen το εν-
δεχόµενον und το δυνατόν ist wichtig. Nach An. Pr. I 13, 32a 18 bedeutet το ενδεχόµενον das 
kontigente, das, was weder notwendig noch unmöglich, oder das, was sowohl positiv wie ne-
gativ möglich ist. Nach Theta 3, 1047a 24-26 ist το δυνατόν das indifferent mögliche, d. h. 
das, was nicht unmöglich ist, wohl aber unter Umständen notwendig sein kann. Im Prinzip hält 
Aristoteles an dieser Unterscheidung fest.»  
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στές του αλλά και στην πολύτιµη βοήθεια του J. Hintikka ο οποίος έχει ασχοληθεί 

ιδιαίτερα µε τις έννοιες αυτές στον Αριστοτέλη. 

Για το «ενδεχόµενον» ο Αριστοτέλης στα Αναλυτικά Πρότερα (32 α 18-20)10 α-

ναφέρει ότι εννοεί αυτό το οποίο ενώ δεν είναι αναγκαίο να είναι, όταν υποτεθεί ότι 

υπάρχει, δε θα απορρέει από αυτό τίποτε το αδύνατο. Την ίδια έκφραση για το «εν-

δεχόµενον» χρησιµοποιεί ο Αριστοτέλης και αλλού11 στο έργο του. Για το «δυνα-

τόν» ο Αριστοτέλης στα Μεταφυσικά (1047 α 24-26)12 αναφέρει αντίστοιχα ότι είναι 

δυνατόν τούτο σε όποιο αν υπάρξει η ενέργεια που ανταποκρίνεται στη δύναµη που 

λέµε ότι το πράγµα αυτό έχει δε θα προκύψει τίποτε αδύνατο. Ο Ross (1924, τόµ. ΙΙ, 

245) σχολιάζει ότι στο σηµείο αυτό ο Αριστοτέλης δίνει το ίδιο κριτήριο13 που έδω-

σε για το «ενδεχόµενον» στα προηγούµενα χωρία και επισηµαίνει ότι σε αρκετά χω-

ρία από τα Αναλυτικά Πρότερα και Αναλυτικά Ύστερα, οι δύο όροι χρησιµοποιούνται 

ως συνώνυµα14. Λέγοντας συνώνυµα εννοεί ότι βρίσκονται κάτω από τον ίδιο, κοινό 

όρο και τον ίδιο ορισµό αλλά εκφέρονται και µε διαφορετικό όνοµα. Το κοινό όνο-

µα, υπό το οποίο αναφέρονται από τον Ross το «δυνατόν» και το «ενδεχόµενον» ως 

συνώνυµα είναι το «possible». Η άποψη αυτή του Ross χρειάζεται σύµφωνα µε τον 

Hintikka αρκετή προσοχή και περαιτέρω διερεύνηση. Ο ίδιος θα µιλήσει για «οµω-

νυµία» και όχι για συνωνυµία. 

Ο J. Hintikka έχει ασχοληθεί ιδιαίτερα µε την έννοια του «δυνατόν» (possible) 

στο βιβλίο του «Time and Necessity»15 καθώς και σε διάφορα άρθρα του που ακο-

λούθησαν16. Στο δεύτερο κεφάλαιο του βιβλίου, µε τον χαρακτηριστικό τίτλο «Aris-

                                           
10  λέγω δ᾽ ἐνδέχεσθαι καὶ τὸ ἐνδεχόµενον, οὗ µὴ ὄντος ἀναγκαίου, τεθέντος δ᾽ ὑπάρχειν, οὐδὲν 

ἔσται διὰ τοῦτ᾽ ἀδύνατον·  
11 Φυσικά 243 α 1: τοῦ δ᾽ ἐνδεχοµένου τεθέντος οὐδὲν προσήκει γίγνεσθαι διὰ τοῦτο ἀδύνατον.  
12  ἔστι δὲ δυνατὸν τοῦτο ᾧ ἐὰν ὑπάρξῃ ἡ ἐνέργεια οὗ λέγεται ἔχειν τὴν δύναµιν, οὐθὲν ἔσται ἀδύ 

νατον.  
13  Το θεωρεί κριτήριο ο Ross και όχι ορισµό όπως αναφέρει: «Θεωρούµενη αυτή η δήλωση ως 
ένας ορισµός του δυνατόν, θα ήταν προφανώς κυκλικός και άρα χωρίς αξία. Αλλά δεν διεκδι-
κεί το να είναι ένας ορισµός. Αυτή σηµαίνει ότι πριν αποφανθείς για κάτι ότι είναι δυνατόν, 
θα πρέπει να πειστείς ότι καµιά από τις συνέπειές του δεν είναι αδύνατη. Είναι ένα κριτήριο 
για την εξακρίβωση της δυνατότητας σε αµφίβολες περιπτώσεις.» 

14  Συνώνυµα κατά τον Αριστοτέλη στο (Κατηγ. 1 α 6-7) λέγονται : «συνώνυµα δὲ λέγεται ὧν τό 
τε ὄνοµα κοινὸν καὶ ὁ κατὰ τοὔνοµα λόγος τῆς οὐσίας ὁ αὐτός, οἷον ζῷον ὅ τε ἄνθρωπος καὶ ὁ 
βοῦς·» Φέρνει δε ως παράδειγµα τον όρο ζώο στον οποίο αναφέρονται και το βόδι και ο άν-
θρωπος.  

15  Hintikka J., «Time and Necessity, Studies in Aristotle’s Theory of Modality», Oxford at the 
Clarendon Press, 1973. 

16  Για παράδειγµα στο Hintikka J., (1976) «Necessity, Universality, and Time in Aristotle». 
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totle’s Different Possibilities», το οποίο έχει ως στόχο: «…να αναλύσει την αντίλη-

ψή του [του Αριστοτέλη] για τη δυνατότητα (possibility)», ο Hintikka αναφέρει ότι 

στα κείµενα του Αριστοτέλη περιλαµβάνονται περισσότερες από µια αντιλήψεις της 

«δυνατότητας». Συγκεκριµένα θεωρεί ότι ο Αριστοτέλης έχει δύο έννοιες–

αντιλήψεις για την δυνατότητα17 στο µυαλό του, την «possibility proper» και την 

«contingency», όπως τις ονοµάζει προκειµένου να τις διακρίνει, να αποδείξει την 

ύπαρξή τους και να τις επεξεργαστεί. Η ύπαρξη τους φανερώνεται κατά τον Hintikka 

κυρίως µέσα από το Περί Ερµηνείας (κεφ.12-13). Αυτές διαφέρουν µεταξύ τους στο 

ότι: «στην ‘possibility proper’ η εµβέλεια της πιθανότητας εµπεριέχει κάθε τι που 

είναι αναγκαίο, ενώ στην ‘contingency’ η δυνατότητα και η αναγκαιότητα είναι ξέ-

νες-ασυµβίβαστες.» Η «possibility proper» βασίζεται στην αντίληψη ότι το δυνατόν 

και το αδύνατο είναι συµπληρωµατικά µεταξύ τους· το αναγκαίο, εποµένως, δεν 

µπορεί να εντάσσεται στο αδύνατο παρά µόνο στο δυνατόν. Αντίθετα, η «contin-

gency» βασίζεται στην αντίληψη ότι αναγκαίο, δυνατόν, και αδύνατο είναι συµπλη-

ρωµατικά µεταξύ τους. Σύµφωνα µε αυτή την έννοια της δυνατότητας18, που προέρ-

χεται από την καθηµερινή γλώσσα, κάτι που είναι δυνατόν δεν είναι αναγκαίο.  

Σύµφωνα µε τον Hintikka, ο Αριστοτέλης µπορεί να µη διέκρινε λεκτικά τις δύο 

έννοιες της δυνατότητας, είχε αντιληφθεί όµως ότι η ουσία της δυσκολίας βρισκόταν 

στη σχέση της δυνατότητας µε την αναγκαιότητα19. Ένα από τα σηµεία που αυτό 

γίνεται φανερό όπως αναφέρει20, είναι στα Αναλυτικά Πρότερα µετά τον ορισµό του 

«ενδέχεσθαι» και του «ενδεχοµένου» (32 α 18-20) που ο Αριστοτέλης συνεχίζει λέ-

γοντας: «τὸ γὰρ ἀναγκαῖον ὁµωνύµως ἐνδέχεσθαι λέγοµεν.» Αυτό το κάνει κατά τον 

Hintikka, γιατί θέλει να διακρίνει τις δύο έννοιες του «δυνατόν» (possible), δηλαδή 

αυτή που µόλις όρισε (contingency) και δεν περιλαµβάνει το «αναγκαίον», από την 

άλλη, η οποία περιλαµβάνει και το «αναγκαίον» (possibility proper).∆ύο διαφορετι-

κές εκδοχές του «δυνατόν» που όµως ο Αριστοτέλης τις ονοµάζει όµως «οµωνύ-

µως»21. Κάτι ανάλογο φαίνεται ότι συµβαίνει κατά τον Hintikka και σε αρκετούς 

                                           
17  «The two notions of possibility», όπως τις αναφέρει. 
18  «Ενδεχοµενικότητα» θα την αποδίδαµε στα Ελληνικά. 
19  2η ενότητα του ίδιου κεφαλαίου, 28-29. 
20  4η ενότητα του ίδιου κεφαλαίου µε τίτλο: «Aristotle’s definition of contingency», 30-31. 
21  Οµώνυµα κατά τον Αριστοτέλη στο (Κατηγ. 1 α 1-2) λέγονται: «Ὁµώνυµα λέγεται ὧν ὄνοµα 

µόνον κοινόν, ὁ δὲ κατὰ τοὔνοµα λόγος τῆς οὐσίας ἕτερος, οἷον ζῷον ὅ τε ἄνθρωπος καὶ τὸ 
γεγραµµένον·» Φέρνει δηλαδή ως παράδειγµα οµωνυµίας το «ζώον», που σηµαίνει και τον 
άνθρωπο και τη γραµµένη λέξη «ζώον».  
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από τους συλλογισµούς του Αριστοτέλη στα Αναλυτικά Πρότερα22, όπου ο ίδιος ο 

φιλόσοφος επισηµαίνει ότι το συµπέρασµα του συλλογισµού είναι έγκυρο, µόνο αν 

κάποιος δεν εκλάβει το «ενδεχόµενον» (possible) µε τον τρόπο που ορίστηκε (conti-

gency) αλλά µε την έννοια του συµπληρωµατικού του αδύνατου. Ο Hintikka κατα-

λήγει λέγοντας ότι ο ορισµός του Αριστοτέλη για το «contingency» (An. Pr. I13. 32a 

18-21)23, εγκαθιστά µια διασύνδεση ανάµεσα στην «contingency» και στην «possi-

bility proper»: «ενδεχόµενο (contingent) είναι αυτό το οποίο είναι ‘properly 

possible’ αλλά όχι αναγκαίο». Θεωρεί δηλαδή ότι υπάρχει κάποιο κοινό στοιχείο (ε-

πικάλυψη) στον ορισµό της «contingency» και της «possibility proper» και είναι αυ-

τό ακριβώς που προκαλεί αρκετές δυσκολίες στην κατανόησή τους.  

Αναγνωρίζοντας ότι τα λεγόµενα του Hintikka είναι αρκετά σηµαντικά αλλά όχι 

πάντα τόσο ευνόητα, θα παραθέσουµε ένα µόνο από τα λογικά του διαγράµµατα24, 

το οποίο αφορά τη δυνατότητα που παραπάνω ονοµάστηκε «possibility proper»:  

 

[                             possible                                ][                   impossible          ]             

[            necessary       ][              contingent       ]                         

 

Το διάγραµµα αυτό αφορά αυτό που ο Hintikka ονοµάζει «possibility proper» 

και είναι αυτή ακριβώς η έννοια της δυνατότητας («δυνατόν») που µας ενδιαφέρει 

στη γεωµετρία προκειµένου να προσεγγίσουµε παρακάτω το µαθηµατικό περιεχόµε-

νο των ορισµών του «δοθέντος» και του «δεδοµένου».  

 Πριν περάσουµε όµως στο µαθηµατικό περιεχόµενο της διάκρισης «δοθέν» –

«δεδοµένον», θα παραθέσουµε σύντοµα µερικές ακόµη από τις απόψεις του 

Hintikka, οι οποίες έχουν ενδιαφέρον για το πώς η έννοια του «δυνατόν» µπορεί να 

συνδέεται µε τη γεωµετρία ή να επεκτείνεται πέρα από τις «γενέσεις» και να αφορά 

«αληθείς δηλώσεις και προσδιορισµούς» δηλαδή λογικές αναγκαιότητες και δυνατό-

τητες που µας αφορούν.  

                                           
22  Αναλ. Προτ. 33β30-33, 34β27-32, 35β 32-34, 36β 33-3439α11-13. 
23  Συµπεριλαµβανοµένης δηλαδή πλέον και της δεύτερης επεξηγηµατικής πρότασης: «λέγω δ᾽ 

ἐνδέχεσθαι καὶ τὸ ἐνδεχό µενον, οὗ µὴ ὄντος ἀναγκαίου, τεθέντος δ᾽ ὑπάρχειν, οὐδὲν ἔσται διὰ 
τοῦτ᾽ ἀδύνατον· τὸ γὰρ ἀναγκαῖον ὁµωνύµως ἐνδέχεσθαι λέγοµεν.» 

24  Αντίστοιχα το διάγραµµα της δυνατότητας ως «contingency» είναι σύµφωνα µε τον Hintikka: 
 

    [        necessary        ][        possible          ][       impossible            ] 
    [                     not    impossible                  ] 
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Ο Hintikka στο τρίτο κεφάλαιο25 του βιβλίου του, στην όγδοη παράγραφο µε τον 

χαρακτηριστικό τίτλο: «Aristotle’s different possibilities again», προκειµένου να 

στηρίξει ακόµη καλύτερα τις προηγούµενες θέσεις του, επανέρχεται στη διάκριση 

ανάµεσα στις διαφορετικές έννοιες της δυνατότητας, αλλά και στις διαφορετικές 

χρήσεις τους και ειδικότερα της «possibility proper» που µας ενδιαφέρει. Αναφέρε-

ται συγκεκριµένα στο Περί Ερµηνείας 13, (23 α 6-7): «ἔνιαι δὲ δυνάµεις ὁµώνυµοί 

εἰσιν· τὸ γὰρ δυνατὸν οὐχ ἁπλῶς λέγεται,» και παρατηρεί ότι σε αυτές τις δύο προ-

τάσεις ο Αριστοτέλης κάνει δύο ειδών διακρίσεις. Η πρώτη πρόταση αφορά τη διά-

κριση των δύο εννοιών του «δυνατόν», φανερώνεται υπό τον όρο «οµωνυµία»26, α-

ναφέρεται δηλαδή σε αυτά που ο ίδιος ονόµασε προηγουµένως «possibility proper» 

και «contingency». Η δεύτερη πρόταση αναφέρεται σε δύο διαφορετικές χρήσεις της 

µίας από τις παραπάνω έννοιες της δυνατότητας, συγκεκριµένα της «possibility 

proper», όπως αυτό αποδεικνύεται κατά την άποψή του από το χωρίο που ακολουθεί 

τις δύο προτάσεις: 

 ἀλλὰ τὸ µὲν ὅτι ἀληθὲς ὡς ἐνεργείᾳ ὄν, οἷον δυνατὸν βαδίζειν ὅτι βαδίζει, καὶ ὅ-

λως δυνατὸν εἶναι ὅτι ἤδη ἔστι κατ᾽ ἐνέργειαν ὃ λέγεται δυνατόν, τὸ δὲ ὅτι ἐνεργή-

σειεν ἄν, οἷον δυνατὸν βαδίζειν ὅτι βαδίσειεν ἄν. (Περί Ερµηνείας 13, 23 α 8-11)  

Οι δύο χρήσεις του «δυνατόν» που εµφανίζονται στο χωρίο αυτό: α) «δυνατὸν 

βαδίζειν ὅτι βαδίζει» και β) «δυνατὸν βαδίζειν ὅτι βαδίσειεν ἄν», καλύπτονται κατά 

τον Hintikka από την έννοια του «δυνατόν» (possible) η οποία λειτουργεί ως συ-

µπλήρωµα στο αδύνατον (impossible), δηλαδή την «possibility proper». Το σηµα-

ντικό για τη δικές µας θέσεις σχετικά µε το «δεδοµένον» και τη σχέση του µε το 

«δυνατόν» στο χωρίο αυτό, είναι ότι ο Αριστοτέλης θεωρεί ως κατεξοχήν «δυνατόν» 

αυτό το οποίο «ἤδη ἔστι κατ᾽ ἐνέργειαν», όπως είναι η ενέργεια της νόησης που ήδη 

υπάρχει ή έχει υπάρξει για το «πόριµον» – «δεδοµένον» όπως αναφέραµε σε προη-

γούµενο κεφάλαιο. Αλλά ο Αριστοτέλης θεωρεί «δυνατόν» και αυτό που µπορεί –

ενδέχεται να είναι κατ’ ενέργειαν µε την έννοια ότι δεν είναι αδύνατο να συµβεί. ∆ύο 

τρόποι χρήσης του «δυνατόν», οι οποίοι όπως θα δούµε παρακάτω θα µας είναι αρ-

κετά χρήσιµοι προκειµένου να κατανοήσουµε τον τρόπο που λειτουργούν το «δεδο-

µένον» και το «δοθέν» αντίστοιχα.  

                                           
25  «On the Interpretation of DE INTERPRETATIONE 12-13» 
26  Ίδιος όρος – όνοµα αλλά διαφορετικό περιεχόµενο υπό διαφορετικές συνθήκες. 
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Παρακάτω ο Hintikka (1973, 57-58) αναφέρει ότι αν και θεωρεί ότι όσα περι-

λαµβάνονται στο προηγούµενο χωρίο αποτελούν το τελικό συµπέρασµα της διάκρι-

σης του Αριστοτέλη, ανάλογου περιεχοµένου αναφορές του µπορούµε να βρούµε 

και σε άλλα έργα του. Για παράδειγµα αναφέρεται στο Μετά τα Φυσικά ∆12 (1019β 

30-34). Θεωρεί ότι ο παραλληλισµός του ∆12 µε τα προηγούµενα ενισχύεται αν α-

ντιληφθούµε ως υποσύνολα του «possibility proper» το «αληθές [είναι]» και το «εν-

δεχόµενον αληθές είναι»: 

Αυτή λοιπόν είναι, όπως είπαµε, η µια σηµασία του δυνατού, δηλαδή αυτό που 

δεν είναι κατ’ αναγκαιότητα ψεύδος· ακόµη σηµαίνει το δυνατό αυτό που αλή-

θεια λέµε όταν λέµε ότι υπάρχει και ακόµη αυτό που είναι ενδεχόµενο να είναι 

αληθινό. Ο γεωµετρικός όρος δύναµη λέγεται έτσι µε µεταφορική σηµασία.27  

Θεωρούµε ως σηµαντικό επιχείρηµα στην κατεύθυνση της ερµηνεία µας το γε-

γονός ότι ο ίδιος ο Αριστοτέλης στο χωρίο αυτό αναφέρει τη γεωµετρία ως ένα από 

τα πεδία εφαρµογής των παραπάνω διακρίσεων της «δυνατότητας» και του «δυνα-

τού».  

Τέλος ένα ακόµη χωρίο που αναφέρει ο Hintikka (1973, 59-61) θέλοντας να ενι-

σχύσει τις απόψεις του, και φαίνεται έστω µε έµµεσο τρόπο να αφορά την επιστήµη 

–στην οποία συµπεριλαµβάνεται η γεωµετρία µε τις λογικές της «δυνατότητες» και 

«αναγκαιότητες» που µας ενδιαφέρουν– είναι το Ι15, 34 α 12-15 από τα Αναλυτικά 

Πρότερα.28 Κατά την άποψή του Hintikka σε αυτό ο Αριστοτέλης επεκτείνει την εµ-

βέλεια του «δυνατόν» πέρα από τις «γενέσεις» και στις περιπτώσεις «αληθών δηλώ-

σεων – βεβαιώσεων (αληθεύσθαι) και κατηγορήσεων (υπάρχειν)». Επιχειρηµατολο-

γεί για το ότι και σ’ αυτό το χωρίο το «δυνατόν» αναφέρεται µε την ευρεία έννοια, 

που περιέχει και το αναγκαίο, αυτή που ο ίδιος ονοµάζει «proper possibility».  

 

                                           
27  «τὸ µὲν οὖν δυνατὸν ἕνα µὲν τρόπον, ὥσπερ εἴρηται, τὸ µὴ ἐξ ἀνάγκης ψεῦδος σηµαίνει, ἕνα δὲ 

τὸ ἀληθές [εἶναι], ἕνα δὲ τὸ ἐνδεχόµενον ἀληθὲς εἶναι. κατὰ µεταφορὰν δὲ ἡ ἐν γεωµετρίᾳ 
λέγεται δύναµις.» (Μετά τα Φυσικά ∆12, 1019 β 30-34). Φαίνεται δηλαδή ότι κατά µεταφορά 
η δυνατότητα – το δυνατόν στη Γεωµετρία λέγεται µε ανάλογο τρόπο. Με τον ίδιο τρόπο α-
ντιλαµβάνεται και αποδίδει το χωρίο και ο C. Kirwan (1971, 48) στο Aristotles Metaphysics 
Book Γ, ∆, Ε, Clarendon Aristotle series, general editor J.L. Ackrill, OXFORD at THE CLAR-
ENDON PRESS. Επίσης, συζητάει το «δυνατόν» στο χωρίο µε σχήµα που είναι ανάλογο µε αυ-
τό του Hintikka που παραθέσαµε δύο σελίδες πριν.   

28  «δεῖ δὲ λαµβάνειν µὴ µόνον ἐν τῇ γενέσει τὸ ἀδύνατον καὶ δυνατόν, ἀλλὰ καὶ ἐν τῷ 
ἀληθεύεσθαι καὶ ἐν τῷ ὑπάρχειν, καὶ ὁσαχῶς ἄλλως λέγεται τὸ δυνατόν· ἐν ἅπασι γὰρ ὁµοίως 
ἕξει.» 
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4.3.  Η µαθηµατική διάκριση «δεδοµένον» – «δοθέν» είναι σε αντιστοιχία  

µε τη φιλοσοφική διάκριση «δυνατόν» – «ενδεχόµενον»  

 

Θεωρούµε ότι η διάκριση που κάνουµε στα ελληνικά Μαθηµατικά ανάµεσα στο 

«δοθέν» και το «δεδοµένον» αποτελεί ένα παράδειγµα εφαρµογής της φιλοσοφικής 

διάκρισης ανάµεσα στο «δυνατόν» και το «ενδεχόµενον». Οι απόψεις κυρίως του 

Hintikka για τη φιλοσοφική διάκριση ανάµεσα στο «δυνατόν» και το «ενδεχόµενον» 

που παραθέσαµε στην προηγούµενη ενότητα θα µας είναι ιδιαίτερα χρήσιµες στη 

συνέχεια προκειµένου να αποκαλύψουµε το περιεχόµενο της µαθηµατικής διάκρισης 

«δοθέντος» - «δεδοµένου». Για το λόγο αυτό θα προσπαθήσουµε εδώ να τις συνοψί-

σουµε επιλέγοντας από αυτές τα στοιχεία που µας είναι χρήσιµα για την απόδοση 

της διάκρισης του «δοθέντος» από το «δεδοµένον».  

Στον Αριστοτέλη θα λέγαµε ότι το λογικά29 «δυνατόν» χρησιµοποιείται µε δύο 

έννοιες. 1ον) το «δυνατόν» µε την έννοια του αντιθέτου στο αδύνατο. Σε αυτό το 

«δυνατόν» συµπεριλαµβάνονται το αναγκαίο και το ενδεχόµενο ως συµπληρωµατι-

κά30. 2ον) το «δυνατόν» µε την έννοια του όχι αδύνατου αλλά και ταυτόχρονα όχι 

αναγκαίου. Θα λέγαµε δηλαδή ότι η δεύτερη είναι η στενή έννοια του «δυνατόν» η 

οποία δεν περιλαµβάνει το αναγκαίο, ενώ η πρώτη είναι η ευρεία έννοια του «δυνα-

τόν» η οποία περιλαµβάνει και το αναγκαίο. Η πρώτη ονοµάζεται όπως προαναφέ-

ραµε από τον Hintikka «possibility proper» ενώ η δεύτερη «contingency». 

Είδαµε στην αρχή του κεφαλαίου ότι οι όροι «δοθέν» και «δεδοµένον» στα διά-

φορα χωρία που εµφανίζονται (είτε είναι ορισµοί είτε απλές επεξηγήσεις των δύο 

όρων) έχουν ως συστατικό στοιχείο την έννοια της «δυνατότητας». Από τα ίδια χω-

ρία είναι σχετικά εύκολο να συµπεράνουµε ότι οι όροι «δοθέν» και «δεδοµένον» 

λειτουργούν στη γεωµετρία µόνο αν κατανοήσουµε τη «δυνατότητα» µε την έννοια 

της «possibility proper» του Hintikka. Πιο συγκεκριµένα: ο όρος «δεδοµένον» αντι-

στοιχεί στο «αναγκαίον» ενώ ο όρος «δοθέν» στο «ενδεχόµενον» της «possibility 

proper». Η άλλη περίπτωση της «δυνατότητας», η «contingency» δεν λειτουργεί για 

τους ορισµούς του «δοθέντος» και του «δεδοµένου» που φτάνουν σε εµάς σήµερα.  

                                           
29  Οι όροι «δυνατόν», «ενδεχόµενο», «αναγκαίο», στη συνέχεια του κειµένου µας θα χρησιµο-
ποιούνται και θα πρέπει να γίνονται κατανοητοί ως: λογικά δυνατό, λογικά ενδεχόµενο και 
λογικά αναγκαίο αντίστοιχα. 

30  Όπως στο λογικό διάγραµµα παραπάνω. 
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Πράγµατι, όσον αφορά κατ’ αρχάς τον ορισµό του «δοθέντος» ως «δυνατὸν καὶ 

ποριστὸν» (σύµφωνα µε τον Πάππο), οι όροι «δυνατὸν» και «ποριστὸν» δεν θα 

µπορούσαν να αναφέρονται και οι δύο ταυτόχρονα στο ίδιο χαρακτηριστικό της 

«δυνατότητας», το τυχαίο-ενδεχόµενο, όπως θα προέκυπτε αν η «δυνατότητα» ε-

κλαµβανόταν µε την εκδοχή του «contingency». Και αυτό γιατί κανένας από τους 

δύο δεν αντιστοιχεί ούτε στο αναγκαίο ούτε στο αδύνατο που αποµένουν ως εκδο-

χές. Αντίθετα, αν η «δυνατότητα» εκληφθεί µε την εκδοχή της «possibility proper», 

τότε ο όρος «ποριστὸν» (= ἐνδεχόµενον πορισθῆναι) στον παραπάνω ορισµό του 

«δοθέντος» απλά εξειδικεύει την έννοια του «δυνατὸν» (=όχι αδύνατον), και καθι-

στά τον ορισµό λειτουργικό.31  

Όσον αφορά τώρα τον ορισµό του «δεδοµένον» ως «πόριµον», «ὃ δυνατοί ἐσµεν 

ἤδη ποιῆσαι καὶ κατασκευάσαι» (σύµφωνα µε τον Μαρίνο), το «δυνατοί ἤδη» δεν 

µπορεί παρά να εκληφθεί ως το αντίθετο του αδυνάτου αλλά µε την έννοια του λογι-

κά αναγκαίου πλέον. Αναγκαιότητα η οποία προκύπτει από το σύνολο του νοητικού 

συλλογισµού που έχει ήδη υπάρξει («ενεργεία»). Ο ίδιος ο Αριστοτέλης αναφέρει 

χαρακτηριστικά ότι: «γενικά το δυνατόν είναι λέγεται για ότι ήδη είναι κατ’ ενέρ-

γεια»32, ενώ παρακάτω σχετίζει την έννοια του αναγκαίου µε αυτήν του «δυνατού», 

λέγοντας ότι: «αυτού που υπάρχει από ανάγκη, ακολουθεί αυτό που είναι δυνατό».33  

Συνοψίζοντας, υποστηρίζουµε ότι για να χαρακτηριστεί κάτι ως «δεδοµένον» 

στη γεωµετρία, πρέπει να έχει προκύψει ως αποτέλεσµα έγκυρου συλλογισµού. Με 

άλλα λόγια, το «δεδοµένον» είναι η κατάληξη ενός συλλογισµού ο οποίος εκτυλίσ-

σεται µε «δοθέντα». Εδώ εντοπίζεται κατά την άποψή µας η ουσία της διάκρισης στο 

µαθηµατικό περιεχόµενο των δύο όρων και η διάκριση αυτή θα έπρεπε να είναι συ-

νεχώς εµφανής στα ίδια τα κείµενα, αν οι συγγραφείς τους χρησιµοποιούσαν µε α-

πόλυτη συνέπεια στην πρακτική τους τούς δύο όρους.  

 

                                           
31  Για παράδειγµα «δοθέν» είναι ένα τρίγωνο η «επιλογή» του οποίου δεν είναι αδύνατη (ούτε 
προκαλεί στην πορεία κάτι αδύνατο) ενώ συγχρόνως έχει τυχαίο-ενδεχοµενικό χαρακτήρα. 

32  «...ὅλως δυνατὸν εἶναι ὅτι ἤδη ἔστι κατ᾽ ἐνέργειαν ὃ λέγεται δυνατόν,» Περ. Ερµην. XIII, 23 α 
9-10. 

33  «τῷ ἐξ ἀνάγκης ὄντι ἕπεται τὸ δύνασθαι εἶναι» Περ. Ερµην. XIII, 23 α 17-19. 
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4.4. Τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη ακολουθούν τη διάκριση «δοθέν» – «δεδοµένον» 

 

Η παραπάνω θέση µας, όσον αφορά τον Ευκλείδη, επιβεβαιώνεται περίπου στο ένα 

τρίτο των προτάσεων των ∆εδοµένων. Συγκεκριµένα, στις προτάσεις: 9, 17-18, 35-

38 [σε αυτές τις τέσσερις προτάσεις η κατάληξη «δεδοµένον» δεν αναφέρεται αλλά 

εννοείται], 39-47, 52, στη δεύτερη περίπτωση της πρότασης 54, 55, 61-62, 64-65, 

67, 74, 78, 80, 82-83, ο αποδεικτικός συλλογισµός εκτυλίσσεται σχεδόν αποκλειστι-

κά µε «δοθέντα» η κατάληξη όµως είναι πάντοτε «δεδοµένον». Ως παράδειγµα θα 

παραθέσουµε τον αποδεικτικό συλλογισµό της πρότασης 9 των Data:  

ἐπεὶ γὰρ λόγος ἐστὶ τοῦ Α πρὸς τὸ Β δοθείς, τοῦ δὲ Α πρὸς τὸ ∆ λόγος ἐστὶ 

δοθείς, καὶ τοῦ ∆ ἄρα πρὸς τὸ Β λόγος ἐστὶ δοθείς. ἀλλὰ τοῦ Β πρὸς τὸ Ε λόγος 

ἐστὶ δοθείς· καὶ τοῦ ∆ ἄρα πρὸς τὸ Ε λόγος ἐστὶ δοθείς. πάλιν, ἐπεὶ λόγος ἐστὶ 

τοῦ Β πρὸς τὸ Γ δοθείς, τοῦ δὲ Β πρὸς τὸ Ε λόγος ἐστὶ δοθείς, καὶ τοῦ Ε ἄρα 

πρὸς τὸ Γ λόγος ἐστὶ δοθείς. τοῦ δὲ Γ πρὸς τὸ Ζ λόγος ἐστὶ δοθείς· καὶ τοῦ Ε ἄρα 

πρὸς τὸ Ζ λόγος ἐστὶ δοθείς· τὰ ∆, Ε, Ζ ἄρα πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχει δεδοµένον. 
 

Α ∆

Β Ε

Γ Ζ

Α ∆

Β Ε

Γ Ζ  
 

Στο παράδειγµα αυτό ο Ευκλείδης, µετά από µία σειρά ενδιάµεσων συλλογι-

σµών που γίνονται όλοι µε «δοθέντες» λόγους καταλήγει σε ένα συµπέρασµα το ο-

ποίο χαρακτηρίζεται ως «δεδοµένον».  

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι σε µερικές από τις προαναφερθείσες προτάσεις (17-

18, 35-47, 61-62, 64-65, 67, 80) η ακολουθία «δοθέν … δοθέν … δοθέν, άρα δεδο-

µένον» εµφανίζεται και σε ενδιάµεσους συλλογισµούς. Υπάρχουν επίσης 15 επιπλέ-

ον προτάσεις (48, 54, 57-58, 66, 69-70, 73, 75-76, 84-88) στις οποίες εµφανίζεται η 

ακολουθία «δοθέν … δοθέν … δοθέν, άρα δεδοµένον» µόνο σε ενδιάµεσους συλλο-

γισµούς. Ένα παράδειγµα είναι ο παρακάτω ενδιάµεσος συλλογισµός που περιέχεται 

στην απόδειξη της πρότασης 40: «δοθεῖσα ἄρα ἐστὶν ἑκάστη τῶν ∆Ζ, ∆Ε, ΕΖ τῇ θέσει 

καὶ τῷ µεγέθει· δέδοται ἄρα τὸ ∆ΖΕ τρίγωνον τῷ εἴδει.»  
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Όλες οι παραπάνω προτάσεις επιβεβαιώνουν τον ισχυρισµό µας ότι το «δεδοµέ-

νον» είναι η κατάληξη ενός συλλογισµού ο οποίος εκτυλίσσεται χρησιµοποιώντας 

«δοθέντα». Οι αποδείξεις αυτών των προτάσεων συγκροτούνται από µία ή περισσό-

τερες συλλογιστικές αλυσίδες οι οποίες έχουν τη µορφή «δοθέν … δοθέν … δοθέν, 

άρα δεδοµένον». Ο Ευκλείδης, σε αυτές τουλάχιστον τις προτάσεις, ακολουθεί µε 

συνέπεια αυτήν την πρακτική.  

Πρέπει, όµως, να σηµειώσουµε ότι η αρχή αυτή δεν εµφανίζεται στην καθαρή 

της µορφή στο σύνολο των σωζόµενων κειµένων της γεωµετρικής ανάλυσης. Έτσι, 

σε µία µεγάλη κατηγορία προτάσεων των ∆εδοµένων, οι αποδείξεις εκτυλίσσονται 

µε «δοθέντα» και καταλήγουν µε «δοθέν».34 Αυτό σηµαίνει ότι στην πρακτική του ο 

Ευκλείδης δεν ακολουθεί µε απόλυτη συνέπεια τη θέση που υποστηρίξαµε παραπά-

νω ότι η κατάληξη ενός συλλογισµού που εκτυλίσσεται µε «δοθέντα» πρέπει να εί-

ναι το «δεδοµένον». Αυτό θα µπορούσε κατά τη γνώµη µας να εξηγηθεί αν λάβουµε 

υπ’ όψιν ότι το «δοθέν» χρησιµοποιείται από τον Ευκλείδη µε δύο τρόπους: 1) Χρη-

σιµοποιείται κατ’ αρχάς για να δηλώσει την έναρξη µίας υποθετικής αποδεικτικής 

αλυσίδας (και αυτή είναι µία συνεπής χρήση του όρου µε βάση την ανάλυσή µας – 

όχι αδύνατο και ταυτόχρονα τυχαίο). 2) Χρησιµοποιείται επίσης σχεδόν πάντα για 

να δηλώσει την κατάληξη ενός επιµέρους βήµατος µίας υποθετικής αποδεικτικής 

αλυσίδας, και σε αρκετές περιπτώσεις για να δηλώσει και την κατάληξη ολόκληρης 

της υποθετικής αποδεικτικής αλυσίδας.  

Υποστηρίζουµε ότι στη δεύτερη περίπτωση ο όρος «δοθέν» χρησιµοποιείται ως 

υποκατάστατο του «δεδοµένον» (όχι αδύνατο αλλά υπό ορισµένες συνθήκες ανα-

γκαίο). Αυτό φαίνεται πολύ καθαρά στις περιπτώσεις εκείνες των προτάσεων των 

∆εδοµένων όπου οι αποδείξεις καταλήγουν µε το ζητούµενο ως «δοθέν» παρόλο που 

στην εκφώνησή τους ζητείται να αποδειχθεί ότι είναι «δεδοµένον». Ένα χαρακτηρι-

στικό παράδειγµα τέτοιου είδους πρότασης είναι η πρόταση 5 των ∆εδοµένων: 

Εὰν µέγεθος πρὸς ἑαυτοῦ τι µέρος λόγον ἔχῃ δεδοµένον, καὶ πρὸς τὸ λοιπὸν 

λόγον ἕξει δεδοµένον.  

µέγεθος γὰρ τὸ ΑΒ πρὸς ἑαυτοῦ τι µέρος τὸ ΑΓ λόγον ἐχέτω δεδοµένον· λέγω, ὅτι 

καὶ πρὸς τὸ λοιπὸν τὸ ΒΓ λόγον ἔχει δεδοµένον.  

                                           
34  Υπάρχει επίσης µία πολύ µικρή κατηγορία προτάσεων των ∆εδοµένων, οι 2, 3 και 4, στις απο-
δείξεις των οποίων χρησιµοποιείται αποκλειστικά ο όρος «δεδοµένον». 
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κείσθω γὰρ δεδοµένον µέγεθος τὸ ∆Ζ. καὶ ἐπεὶ λόγος ἐστὶ δοθεὶς ὁ τοῦ ΒΑ πρὸς 

τὸ ΑΓ, ὁ αὐτὸς αὐτῷ πεπορίσθω ὁ τοῦ Ζ∆ πρὸς ∆Ε. λόγος ἄρα ἐστὶν ὁ τοῦ Ζ∆ 

πρὸς ∆Ε δοθείς. δοθὲν δὲ τὸ Ζ∆. δοθὲν ἄρα καὶ τὸ ∆Ε· καὶ λοιπὸν ἄρα τὸ ΕΖ 

δοθέν ἐστιν. ἔστι δὲ καὶ τὸ ∆Ζ δοθέν· λόγος ἄρα τοῦ ∆Ζ πρὸς τὸ ΖΕ δοθείς. καὶ 

ἐπεί ἐστιν ὡς τὸ ∆Ζ πρὸς ∆Ε, οὕτως καὶ τὸ ΑΒ πρὸς ΑΓ, ἀναστρέψαντι ἄρα ἐστὶν 

ὡς τὸ ∆Ζ πρὸς τὸ ΖΕ, οὕτως τὸ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΓ. λόγος δὲ τοῦ ∆Ζ πρὸς ΖΕ δοθείς, 

ὡς δέδεικται· λόγος ἄρα καὶ τοῦ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΓ δοθείς. 

Στο σηµείο αυτό, κάνοντας µια µικρή παρέκβαση, η πρόταση 5 των ∆εδοµένων, 

θα µας φανεί χρήσιµη εκτός από την υποστήριξη του ισχυρισµού µας για τη λειτουρ-

γία του «δοθέντος» ως υποκατάστατου του «δεδοµένον» και για την ανάδειξη του 

τρόπου µε τον οποίο εµφανίζονται αρχικά τα «δοθέντα» στις προτάσεις των ∆εδοµέ-

νων. Παρατηρούµε ότι πάντα τα «δοθέντα» στην αρχή του αποδεικτικού συλλογι-

σµού µιας πρότασης των ∆εδοµένων προκύπτουν κατά παραχώρηση (µε παθητική 

προστακτική) µέσα από τα αρχικά «δεδοµένα» της πρότασης. Με σύγχρονο συµβο-

λισµό θα λέγαµε: «Έστω + δεδοµένον = δοθέν». Ο τρόπος αυτός είναι φανερό ότι 

προσδίδει στα αρχικά «δοθέντα» της απόδειξης ένα χαρακτήρα τυχαιότητας – ενδε-

χοµενικότητας. Συγκεκριµένα στην «έκθεση» της πρότασης 5 που παραθέσαµε 

διαβάζουµε: «µέγεθος γὰρ τὸ ΑΒ πρὸς ἑαυτοῦ τι µέρος τὸ ΑΓ λόγον ἐχέτω 

δεδοµένον». ∆ύο γραµµές παρακάτω στην απόδειξη ο λόγος χαρακτηρίζεται πλέον 

«δοθείς»: «καὶ ἐπεὶ λόγος ἐστὶ δοθεὶς ὁ τοῦ ΒΑ πρὸς τὸ ΑΓ». Στην αρχή της ίδιας 

απόδειξης διαβάζουµε: «κείσθω γὰρ δεδοµένον µέγεθος τὸ ∆Ζ». ∆υο γραµµές 

παρακάτω: «δοθὲν δὲ τὸ Ζ∆». Παρατηρούµε δηλαδή ότι o αποδεικτικός συλλογισµός 

χρησιµοποιεί στο µεγαλύτερο µέρος του «δοθέντα», από τα οποία τα αρχικά 

προκύπτουν κατά παραχώρηση από τα αντίστοιχα αρχικά «δεδοµένα».  
 

Το σηµαντικό όµως στη συζήτηση της πρότασης 5, για την υποστήριξη της θέ-

σης µας για τη λειτουργία του «δοθέντος» ως υποκατάστατου του «δεδοµένου», εί-

ναι ο τρόπος µε τον οποίο προκύπτουν τα επόµενα «δοθέντα» του συλλογισµού. Έ-

τσι παρατηρούµε ότι αν και τα «δοθέντα» που χρησιµοποιούνται ως προκείµενες 

στον συλλογισµό έχουν το χαρακτηριστικό της τυχαιότητας – ενδεχοµενικότητας, τα 

επιµέρους βήµατα όπως και το σύνολο τελικά του συλλογισµού λειτουργούν µε πα-

ραγωγικό συµπερασµό, ο οποίος είναι αποτέλεσµα της χρήσης των προκειµένων σε 

συνδυασµό µε γνωστές προτάσεις, ορισµούς και αξιώµατα που τις περισσότερες φο-
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ρές δεν αναφέρονται αλλά η χρήση τους γίνεται φανερή τόσο από τη λογική διαδοχή 

των βηµάτων του συλλογισµού όσο και από τις εκφράσεις που χρησιµοποιούνται σε 

αυτόν όπως: «λόγος ἄρα ἐστὶν δοθείς», «δοθὲν ἄρα καὶ τὸ», «καὶ λοιπὸν ἄρα… 

δοθέν ἐστιν», «καὶ ἐπεί ἐστιν… οὕτως καὶ… λόγος ἄρα… δοθείς». Βέβαια, το χα-

ρακτηριστικό αυτό της τυχαιότητας – ενδεχοµενικότητας που έχουν όπως προανα-

φέραµε τα αρχικά «δοθέντα» που προκύπτουν κατά παραχώρηση, θα το «µεταδώ-

σουν» στα «δοθέντα» που ακολουθούν και προκύπτουν από λογικά αναγκαίους συν-

δυασµούς των προηγουµένων «δοθέντων» µε τα αξιώµατα –ορισµούς και τις ήδη 

γνωστές προτάσεις. Οι ίδιες όµως οι διαδικασίες µετάβασης από το ένα «δοθέν» στο 

επόµενο είναι φανερό ότι έχουν λογική αναγκαιότητα όπως τελικά και το σύνολο 

του συλλογισµού. Ανάµεσα σε αυτή την ακολουθία των «δοθέντων» του αποδεικτι-

κού πλέον συλλογισµού µεσολαβούν επίσης κάποια «δοθέντα» τα οποία συνοδεύο-

νται από το µόριο «δε» και δεν ακολουθούν από εκφράσεις όπως «ἄρα», «ὡς… 

οὕτως», «ἐπεί… ἄρα», «ἀναστρέψαντι ἄρα». Στην πρόταση 5 συγκεκριµένα διαβά-

ζουµε: «δοθὲν δὲ τὸ Ζ∆», «ἔστι δὲ καὶ τὸ ∆Ζ δοθέν», «λόγος δὲ τοῦ ∆Ζ πρὸς ΖΕ 

δοθείς, ὡς δέδεικται». Αυτά τα «δοθέντα» είναι είτε αυτά τα οποία έχουν προκύψει 

ήδη κατά παραχώρηση από τα «δεδοµένα» (δέδονται) όπως προείπαµε, είτε αυτά που 

έχουν δειχθεί ήδη (δέδεικται) σε προηγούµενο βήµα του συλλογισµού. Ως σύνολο 

άρα ο συλλογισµός που µας ενδιαφέρει παρουσιάζει λογική αναγκαιότητα. Θεωρού-

µε ότι τα «δοθέντα» αντικείµενα ενός τέτοιου συλλογισµού, τόσο τα αρχικά όσο και 

αυτά που προκύπτουν στην πορεία, δεν είναι συγκεκριµένα αλλά αυτό που θα ονο-

µάζαµε «δυνητικά» αντικείµενα, τα οποία µπορούν να παραχθούν από τα λογικά έ-

γκυρα βήµατα του συλλογισµού σε συνδυασµό µε τα «δυνητικά» αρχικά αντικείµε-

να. Με άλλα λόγια τα «δοθέντα» αντικείµενα δεν είναι µονοσήµαντα καθορισµένα, 

αλλά έχουν µια τυχαιότητα – ενδεχοµενικότητα που τα χαρακτηρίζει από την αρχή 

του συλλογισµού.35 Η δε αναγκαιότητα την οποία παρουσιάζουν τόσο τα επιµέρους 

βήµατα όσο και το σύνολο του αποδεικτικού συλλογισµού µε αυτού του είδους τα 

                                           
35  Παρόµοια είναι η άποψη που υποστηρίζει ο J. Klein (1968, 164): «Αυτό το ‘δυνατό-πιθανό δό-
σιµο’ (possible givenness) εµφανίζεται στη γεωµετρική ανάλυση στο γεγονός ότι η κατασκευή η 
οποία θεωρείται ως ήδη πραγµατοποιηµένη… δεν χρειάζεται να χρησιµοποιήσει τα ‘δοθέντα’ 
(given) µεγέθη ως µονοσήµαντα καθορισµένα αλλά µόνο ως έχοντα το χαρακτήρα του ‘δοθέ-
ντος’.» Επίσης ο Heath (1921, τόµ. ΙΙ, 507) σηµειώνει αναφερόµενος στις προτάσεις των ∆εδο-
µένων: «Ας σηµειωθεί ότι αυτή η µορφή πρότασης δεν προσδιορίζει στην πραγµατικότητα το 
αντικείµενο ή τη σχέση η οποία αποδεικνύεται ότι δίνεται, αλλά απλώς αποδεικνύει ότι µπορεί 
να προσδιορισθεί, όταν τα γεγονότα που διατυπώνονται στην υπόθεση είναι γνωστά.»  
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«δυνητικά» αντικείµενα, ονοµάζεται «δυνητική αναγκαιότητα» και είναι αυτού του 

είδους η αναγκαιότητα την οποία έχει και το τελικό «δοθέν» του αποδεικτικού συλ-

λογισµού.  

Εις επίρρωση του ότι οι αρχαίοι είχαν γνώση και χρησιµοποιούσαν τέτοιου εί-

δους συλλογισµούς παραθέτουµε36 το ακόλουθο χωρίο από τα Αναλυτικά Πρότερα, 

στο οποίο ο Αριστοτέλης, επεκτείνοντας την εµβέλεια του «δυνατόν» στο πεδίο των 

αληθών δηλώσεων και των κατηγορήσεων, αναφέρει:  

Θα πρέπει πρώτα να επισηµάνουµε ότι αν από την παρουσία του Α απορρέει ανα-

γκαστικά η ύπαρξη του Β, από τη δυνατότητα [µε την έννοια της ενδεχοµενικότη-

τας] της παρουσίας του Α θα ακολουθήσει αναγκαστικά η δυνατότητα [ενδεχοµε-

νικότητα] της ύπαρξης του Β.37  

Τονίζει δηλαδή ο Αριστοτέλης ότι η µετάβαση από το ένα «δυνατόν»38 στο επό-

µενο έχει λογική αναγκαιότητα. Παρακάτω αναφέρει ότι το «δυνατόν» θα πρέπει να 

εφαρµόζεται και στην περίπτωση των αληθών δηλώσεων και κατηγορήσεων κατά 

τον ίδιο τρόπο και διευκρινίζει:  

Ακόµη, όταν κάποιος λέει ότι από την παρουσία του Α απορρέει η ύπαρξη του Β, 

δεν πρέπει να εννοούµε µε αυτό ότι αν ένα συγκεκριµένο πράγµα, παραδείγµατος 

χάριν το Α, είναι παρόν, θα υπάρξει το Β, διότι τίποτε δεν απορρέει από την πα-

ρουσία ενός και µόνου συγκεκριµένου πράγµατος, αλλά απαιτούνται τουλάχιστον 

δύο, αυτό ακριβώς που συµβαίνει µε τις προκείµενες, όταν τελούν στα πλαίσια 

του συλλογισµού, µε τον τρόπο που ελέχθη. ∆ιότι αν το Γ αποδίδεται στο ∆ και 

το ∆ στο Ζ, τότε το Γ αποδίδεται επίσης αναγκαστικά στο Ζ· και αν καθεµιά από 

τις προτάσεις αυτές είναι δυνατή [ενδεχόµενη], θα είναι και το συµπέρασµα δυνα-

τόν [ενδεχόµενον]. Όπως ακριβώς λοιπόν αν κάποιος θέτει τις προκείµενες Α και 

το συµπέρασµα Β, θα µπορούσε να συναχθεί πως όχι µόνο αν το Α είναι αναγκαίο 

                                           
36  Η απόδοση των χωρίων που ακολουθούν έγινε σύµφωνα µε τις θέσεις και την ερµηνεία του 

Hintikka (1973, 27-61) για το «δυνατόν» και το «ενδεχόµενον».  
37  «Πρῶτον δὲ λεκτέον ὅτι εἰ τοῦ Α ὄντος ἀνάγκη τὸ Β εἶναι, καὶ δυνατοῦ ὄντος τοῦ Α δυνατὸν 

ἔσται καὶ τὸ Β ἐξ ἀνάγκης» (A.Pr. 34a5-7).  
38  «∆υνατόν» µε την έννοια του «ενδεχοµένου» όπως έχουµε προαναφέρει και όχι βέβαια του 

«αναγκαίου» που είναι φανερό ότι περιλαµβάνεται στην προηγούµενη πρόταση του συλλογι-
σµού. 
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είναι και το Β αναγκαίο, αλλά και ότι αν το Α είναι δυνατόν [ενδεχόµενον] είναι 

[αναγκαία] και το Β δυνατόν [ενδεχόµενον].39  

Επανερχόµενοι πάλι στα ∆εδοµένα, είµαστε πλέον σε θέση, µε τη βοήθεια του ι-

σχυρισµού µας, να κατανοήσουµε καλύτερα γιατί αν και το σύνολο του αποδεικτι-

κού συλλογισµού της πρότασης 5, όπως και του συνόλου των προτάσεων των ∆εδο-

µένων, υλοποιείται σχεδόν αποκλειστικά µε τα «δοθέντα», εντούτοις µπορεί να πα-

ρουσιάζει «δυνητική αναγκαιότητα» για τον Ευκλείδη, η οποία καλύπτει την «δυνη-

τική αναγκαιότητα» που χαρακτηρίζει τις εκφωνήσεις της µορφής: «αν το Α είναι 

δεδοµένον τότε το Β είναι δεδοµένον». Πράγµατι, στην πρόταση 5 ο όρος «δεδοµέ-

νον» εµφανίζεται στην «πρόταση» και στην «έκθεση» ενώ ο αποδεικτικός συλλογι-

σµός γίνεται σχεδόν αποκλειστικά µε τα «δοθέντα» και καταλήγει µε «δοθέν»: 

«λόγος ἄρα καὶ τοῦ ΑΒ πρὸς τὸ ΒΓ δοθείς.» Τόσο όµως η «πρόταση» ζητούσε ως 

κατάληξη «δεδοµένον λόγον»: «καὶ πρὸς τὸ λοιπὸν λόγον ἕξει δεδοµένον» αλλά και 

η «έκθεση» ισχυριζόταν: «καὶ πρὸς τὸ λοιπὸν τὸ ΒΓ λόγον ἔχει δεδοµένον». Προφα-

νώς όµως οι αποδεικτικοί συλλογισµοί, όπως αυτός της «πρότασης» 5, χρονικά 

προηγούνται της διατύπωσης της αντίστοιχης εκφώνησης, άσχετα αν στη γραπτή 

παρουσίαση του κειµένου παρουσιάζεται αντίστροφα, δηλαδή η εκφώνηση προηγεί-

ται του αποδεικτικού συλλογισµού του οποίου είναι αποτέλεσµα. Κατά συνέπεια η 

διατύπωση της εκφώνησης µε τη βοήθεια των «δεδοµένων» πλέον, που έχουν απο-

κτήσει αναγκαιότητα µέσω του έγκυρου αποδεικτικού συλλογισµού που χρονικά 

προηγήθηκε, είναι δικαιολογηµένη. Ο ισχυρισµός µας για τη λειτουργία του «δοθέ-

ντος» ως υποκατάστατου του «δεδοµένον», δικαιολογείται αν λάβουµε υπ’ όψιν ότι 

ο αποδεικτικός συλλογισµός στο σύνολό του έχει «δυνητική αναγκαιότητα». Υπ’ 

αυτήν την έννοια το «δοθέν» πρέπει να εκλαµβάνεται σε αυτήν την περίπτωση ως 

υποκατάστατο του «δεδοµένον». Αυτό το παρατηρούµε επίσης να εφαρµόζεται σε 

µεγαλύτερο βαθµό στην πρακτική της γεωµετρικής ανάλυσης, όπως θα µας δοθεί η 

ευκαιρία να αναλύσουµε στο παράδειγµα του Πάππου που θα συζητήσουµε αναλυ-

τικά παρακάτω στο έκτο κεφάλαιο της διατριβής.  

                                           
39  «ἔτι τὸ ὄντος τοῦ Α τὸ Β εἶναι, οὐχ ὡς ἑνός τινος ὄντος τοῦ Α τὸ Β ἔσται δεῖ ὑπολαβεῖν· οὐ γὰρ 

ἔστιν οὐδὲν ἐξ ἀνάγκης ἑνός τινος ὄντος, ἀλλὰ δυοῖν ἐλαχίστοιν, οἷον ὅταν αἱ προτάσεις οὕτως 
ἔχωσιν ὡς ἐλέχθη κατὰ τὸν συλλογισµόν. εἰ γὰρ τὸ Γ κατὰ τοῦ ∆, τὸ δὲ ∆ κατὰ τοῦ Ζ, καὶ τὸ Γ 
κατὰ τοῦ Ζ ἐξ ἀνάγκης· καὶ εἰ δυνατὸν ἑκάτερον, καὶ τὸ συµπέρασµα δυνατόν. ὥσπερ οὖν εἴ τις 
θείη τὸ µὲν Α τὰς προτάσεις, τὸ δὲ Β τὸ συµπέρασµα, συµβαίνοι ἂν οὐ µόνον ἀναγκαίου τοῦ Α 
ὄντος ἅµα καὶ τὸ Β εἶναι ἀναγκαῖον, ἀλλὰ καὶ δυνατοῦ δυνατόν.» Αν. Πρότ. Ι 15, 34 α 16-24.  
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Η θέση που υποστηρίξαµε, ότι για να χαρακτηριστεί κάτι ως «δεδοµένον» πρέ-

πει να έχει προκύψει ως αποτέλεσµα έγκυρου συλλογισµού, µας βοηθάει επίσης 

στην προσπάθειά µας να κατανοήσουµε καλύτερα την έννοια «δεδοµένον» µέσα από 

τους ορισµούς των ειδών του «δεδοµένου» στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη. ∆ιαπιστώ-

σαµε στην αρχή του παρόντος κεφαλαίου, ότι η «δυνατότητα» αποτελεί βασικό συ-

στατικό για τους δύο πρώτους ορισµούς των ∆εδοµένων του Ευκλείδη και µέσω αυ-

τών για το σύνολο του έργου. Στην αρχή της απόδειξης των δύο πρώτων προτάσεων 

των ∆εδοµένων διαβάζουµε την έκφραση: «ἐπεὶ γὰρ δέδοται τὸ Α, δυνατόν ἐστιν 

αὐτῷ ἴσον πορίσασθαι» και στο ίδιο σηµείο της τρίτης και τέταρτης πρότασης αντί-

στοιχα: «ἐπεὶ γὰρ δέδοται τὸ ΑΒ, δυνατόν ἐστιν αὐτῷ ἴσον πορίσασθαι». Που ση-

µαίνει ότι επειδή κάτι «έχει δοθεί», «είναι δυνατόν» τώρα να «πορισθούµε» ένα ίσο 

µε αυτό. Το σηµαντικό ερώτηµα που τίθεται εδώ και έχει να κάνει κατεξοχήν µε την 

ουσία του ορισµού του «δεδοµένου» που µας απασχολεί ως έννοια, είναι µε ποιο 

τρόπο «έχει δοθεί» αυτό το κάτι; Έχει δοθεί τυχαία όπως στα Στοιχεία ή έχει επιλεγεί 

και έχει ένα συγκεκριµένο µέγεθος; Αν ίσχυε το πρώτο, τότε ποια η ανάγκη να ονο-

µαστεί «δεδοµένον» και όχι «δοθέν» όπως στα προβλήµατα των Στοιχείων και ακό-

µη να γραφεί ένα ολόκληρο έργο για τα «δεδοµένα»; Αν έχει δοθεί ως ένα συγκε-

κριµένο µέγεθος ή έχει επιλεγεί ως τέτοιο γιατί θα πρέπει να δικαιολογηθεί ότι είµα-

στε «δυνατοί» να «πορισθούµε» ένα ίσο µε αυτό; ∆εν είναι αυτονόητο ότι µπορούµε 

να πάρουµε κάτι ίσο µε κάτι του οποίου γνωρίζουµε το µέγεθος; Ο Μαρίνος έχοντας 

συνδέσει το «δεδοµένον» µε τη νοητική σύλληψη και επεξεργασία η οποία έχει ήδη 

υπάρξει, έµµεσα µας δείχνει το δρόµο για την απάντηση σε αυτά τα ερωτήµατα. Πιο 

συγκεκριµένα θα λέγαµε διερµηνεύοντας τα λεγόµενά του Μαρίνου, σε συνδυασµό 

µε τη φιλοσοφική ανάλυση του «δυνατόν» που κάναµε: αυτό που έχει συλληφθεί και 

έχει γίνει αντικείµενο επεξεργασίας στη νόησή µας µέσα από έναν έγκυρο συλλογι-

σµό, µπορούµε να το παράγουµε µε λογική αναγκαιότητα. Έτσι για παράδειγµα, το 

µέγεθος ενός ευθυγράµµου τµήµατος το οποίο έχει προκύψει µέσα από έναν έγκυρο 

συλλογισµό, παρουσιάζει λογική αναγκαιότητα και όσες φορές και αν παραχθεί ως 

αποτέλεσµα του ίδιου συλλογισµού µε τις ίδιες προκείµενες και αρχικές συνθήκες το 

αποτέλεσµα θα είναι ένα ευθύγραµµο τµήµα ίσο. Για αυτό τη φράση «ἐπεὶ γὰρ 

δέδοται τὸ Α, δυνατόν ἐστιν αὐτῷ ἴσον πορίσασθαι» πρέπει να την κατανοήσουµε 

ως: «επειδή έχει υπάρξει το Α ως αποτέλεσµα έγκυρου συλλογισµού για το λόγο αυ-

τό µπορούµε µε λογική αναγκαιότητα να πάρουµε ένα ίσο µε αυτό». Και όχι ως: «ε-
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πειδή έχει δοθεί το µέγεθος του Α (άρα τώρα το Α έχει συγκεκριµένο µέγεθος που 

είναι γνωστό) µπορούµε να πάρουµε ένα ίσο µε αυτό, όπως λανθασµένα υποστηρίζει 

ο Taisbak (2003, 23-24) σχολιάζοντας τον πρώτο ορισµό των ∆εδοµένων: 

Ο Ορισµ. 1 των ∆εδοµένων µπορεί να γίνει κατανοητός διαµέσου της ισότητας 

των µεγεθών. … Για ένα σύγχρονο µυαλό εξοικειωµένο µε το «σύµβολο της ισό-

τητας» =, αυτό σηµαίνει ότι εάν η µια πλευρά της ισότητας είναι γνωστή 

(known), η άλλη πλευρά είναι επίσης γνωστή (known). Αυτός µου φαίνεται ότι 

είναι ο λόγος ύπαρξης (raison d’etre) για την απόδειξη ισοτήτων: να πάρεις ένα 

στοιχείο µέσω ενός άλλου το οποίο είναι ίσο µε αυτό αλλά ευκολότερο (?) να το 

βρείς. Αγόρασε ένα πάρε ένα δωρεάν. Ένα µέγεθος Μ που δεν είναι αµέσως δεδο-

µένο (given) µε προφανή τρόπο, αποδεικνύεται ότι είναι δεδοµένο (given) εάν 

υπάρχει ένα άλλο γνωστό (known) µέγεθος Ν τέτοιο ώστε Μ=Ν.  

Το µέγεθος Ν πρέπει να είναι γνωστό (known) για να λειτουργήσει η ισότητα. 

Το πώς είναι γνωστό (known) είναι µικρότερου ενδιαφέροντος· µπορεί να είναι 

προσπελάσιµο µε έναν από κάποιους τρόπους – να έχει δωριθεί από τον Κύριο 

(Master), κατασκευαστεί (µε κάποιο ακαθόριστο τρόπο ονοµάζεται «πορισθεί») ή 

απλά ληφθεί (κείσθω) – µερικές φορές µε την έξτρα διευκρίνιση ή περιορισµό 

«δεδοµένο ως προς το µέγεθος» (given in magnitude).  

Εµείς αντίθετα υποστηρίζουµε ότι ενδιαφέρει ο τρόπος µε τον οποίο κάτι έχει 

φτάσει να χαρακτηριστεί «δεδοµένον» και ο τρόπος αυτός δεν είναι κάποια «Χείρα 

βοηθείας» (helping hand) ή αόρατος Κύριος (Master) αλλά µια έγκυρη νοητική πο-

ρεία σύλληψης και επεξεργασίας που έχει προσδώσει πλέον σε αυτό το κάτι λογική 

αναγκαιότητα. Ίσως να µην ενδιαφέρει τη συγκεκριµένη χρονική στιγµή, όπως για 

παράδειγµα στην εκφώνηση της πρώτης πρότασης πως προέκυψαν τα «δεδοµένα» 

µεγέθη ή στην πορεία µιας προβληµατικής ανάλυσης πως προκύπτει κάτι ως «δεδο-

µένον» από µια πρόταση των ∆εδοµένων, είναι σίγουρο όµως ότι και αυτά είναι απο-

τελέσµατα έγκυρων λογικών συλλογισµών και όχι συγκεκριµένες και αυθαίρετες 

επιλογές. Θα λέγαµε καλύτερα ότι τα «δεδοµένα» στην αρχή των προτάσεων έχουν 

προκύψει από προηγούµενους λογικά έγκυρους συλλογισµούς ενώ τα αποτελέσµατα 

του παρόντος συλλογισµού θα είναι τα «δεδοµένα» για τους επόµενους.40 

                                           
40  Θα επανέλθουµε στον πρώτο ορισµό του «δεδοµένου ως προς το µέγεθος» του Ευκλείδη πα-
ρακάτω στην § 8.1.2, όταν θα αναλύσουµε τα είδη του «δεδοµένου» κατά τον Ευκλείδη, όπου 
και θα δείξουµε ότι η ερµηνεία του Taisbak κάνει τον ορισµό κυκλικό.  
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Τελικά η ύπαρξη του «δυνατόν» ως βασικού συστατικού των ∆εδοµένων, φανε-

ρώνει ακριβώς αυτή τη «δυνατότητα» που υπάρχει πλέον ως αποτέλεσµα της ενέρ-

γειας η οποία ήδη έχει υπάρξει και δεν είναι άλλη από την ενέργεια της νόησης του 

γεωµέτρη –ερευνητή. Η «δυνατότητα» των ∆εδοµένων έχει την έννοια της «δυνητι-

κής αναγκαιότητας» η οποία προκύπτει από το σύνολο του νοητικού συλλογισµού 

που προηγήθηκε41, υπήρξε δηλαδή «ενεργεία».42 Κλείνοντας αυτή την ενότητα θεω-

ρούµε ότι το κείµενο των ∆εδοµένων του Ευκλείδη υποστηρίζει τη θέση µας ότι τα 

«δεδοµένα» προκύπτουν συλλογισµό ο οποίος παρουσιάζει «δυνητική αναγκαιότη-

τα». Γίνεται επίσης πλέον φανερό ότι για αυτού του είδους τα «δεδοµένα» γράφτη-

καν από τον Ευκλείδη τα ∆εδοµένα, όπως τονίζει και ο Μαρίνος.  

 

Από όλα τα παραπάνω συνάγεται ότι η διάκριση των όρων «δοθέν» – «δεδοµέ-

νον» δεν είναι απλώς µία γλωσσική διάκριση χωρίς µαθηµατικό περιεχόµενο, αλλά 

φανερώνει ότι οι δύο όροι βρίσκονται σε διαφορετική λογική κατάσταση.43 Ο πρώ-

τος όρος σηµαίνει το τυχαίο-ενδεχόµενο που χρησιµοποιείται ως εργαλείο στον συλ-

λογισµό ενώ ο δεύτερος το «υποθετικά αναγκαίο» που έχει προκύψει ως αποτέλεσµα 

έγκυρου συλλογισµού. Την ύπαρξη διαφορετικών λογικών επιπέδων µέσα στη «giv-

ens»-ορολογία διαπιστώνουν τόσο ο Knorr (1986, 110), ο οποίος σηµειώνει ότι: «η 

υιοθέτηση αυτής της [‘givens’] ορολογίας δεν είναι ένας απλός φορµαλισµός· εξυ-

πηρετεί ένα κρίσιµο σκοπό διατηρώντας χωριστές δύο οµάδες όρων που έχουν αρκε-

τά διαφορετική λογική υπόσταση», όσο και ο Jones (1986, 552) την άποψη του ο-

ποίου παραθέσαµε και συζητήσαµε στο πρώτο κεφάλαιο της διατριβής µας (§ 1.1).  

 

Στον τρόπο µε τον οποίο εµείς αντιλαµβανόµαστε τη λειτουργία των «δοθέ-

ντων» και των «δεδοµένων» στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη και τη σύνδεση των όρων 
                                           
41  Θέση την οποία θα αναπτύξουµε αναλυτικά στο επόµενο κεφάλαιο.  
42  Η άποψη αυτή είναι συνεπής µε την άποψη του Αριστοτέλη για προτεραιότητα της «ενέρ-
γειας» ως προς τη «δύναµη» (και «λόγω» και «ουσία» και «χρόνω» στο Μετά τα Φυσικά Θ8). 
Είναι τυχαίο άραγε το γεγονός ότι ο Αριστοτέλης στην αµέσως επόµενη ενότητα Θ9 δίνει ως 
παράδειγµα προτεραιότητας της «ενέργειας» ως προς τη «δύναµη» (1051 α 21-33) τον τρόπο 
µε τον οποίο «ευρίσκονται» οι αποδείξεις στη γεωµετρία; Στο απόσπασµα αυτό από τα Μετά 
τα Φυσικά, που παρουσιάζει την ανάλυση ως ανάλυση σχήµατος, θα αναφερθούµε εκτενώς 
στο επόµενο κεφάλαιο. 

43  Η χρήση του όρου «δοθέν» σε κάποιες περιπτώσεις ως υποκατάστατο του «δεδοµένον» στη 
µαθηµατική πρακτική, αν και βοήθησε στην κατεύθυνση της παρανόησης και τελικά της εν-
νοιολογικής ταύτισης των δύο όρων στην πορεία του χρόνου, δεν είναι σε θέση να ανασκευά-
σει την εγγενή διάκριση που καταδείξαµε και στοιχειοθετήσαµε ανάµεσα στους δύο όρους.  
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αυτών µε τη φιλοσοφική διάκριση «δυνατόν» - «ενδεχόµενον», συνηγορεί όπως φαί-

νεται εκτός από τον ίδιο τον Ευκλείδη και τον Μαρίνο και ο Πάππος, τόσο µε την 

πρακτική του στην ανάλυση γεωµετρικών προβληµάτων όσο και µε την θεωρητική 

του τοποθέτηση για την προβληµατική ανάλυση στην αρχή του 7ου βιβλίου του της 

Συναγωγής. 
  

Υπάρχουν επίσης 14 ακόµη προτάσεις των ∆εδοµένων στις οποίες εµφανίζεται 

να λειτουργεί ο ισχυρισµός µας σε επιµέρους κοµµάτια του αποδεικτικού τους συλ-

λογισµού.44 ∆ηλαδή πρόκειται για ενδιάµεσους συλλογισµούς της «απόδειξης» που 

γίνονται µε «δοθέντα» αλλά καταλήγουν σε «δεδοµένα». Για παράδειγµα στην 40η 

πρόταση των ∆εδοµένων διαβάζουµε: «…δοθεῖσα ἄρα ἐστὶν ἑκάστη τῶν ∆Ζ, ∆Ε, ΕΖ 

τῇ θέσει καὶ τῷ µεγέθει· δέδοται ἄρα τὸ ∆ΖΕ τρίγωνον τῷ εἴδει.» Μετά από το συλ-

λογισµό δηλαδή ο οποίος απέδωσε την καθεµιά από τις πλευρές του τριγώνου ως 

«δοθείσα» καταλήγει ως συµπέρασµα ότι το τρίγωνο είναι «δεδοµένον». Τέλος υ-

πάρχουν προτάσεις, όπως η 2, 3 και 4 των ∆εδοµένων στις οποίες χρησιµοποιείται 

αποκλειστικά ο όρος «δεδοµένον».  

 

4.5.  Ο Πάππος επιβεβαιώνει µε τις περιγραφές του και µε την πρακτική του, 

τη συσχέτιση των διακρίσεων «δεδοµένου» – «δοθέντος»  

και «δυνατού» – «ενδεχοµένου» 

  

Πριν ξεκινήσουµε να παρουσιάσουµε και να συζητήσουµε τις θεωρητικές περιγρα-

φές του Πάππου για τη γεωµετρική ανάλυση και κάποια παραδείγµατα από την πρα-

κτική του, θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι οι θέσεις µας για τη διάκριση «δοθέν» – 

«δεδοµένον» αφορούν µόνο την προβληµατική γεωµετρική ανάλυση γιατί εκεί εµ-

φανίζεται η συγκεκριµένη ορολογία.45 Στην ίδια κατεύθυνση, ο Knorr (1986, 358-

360) αναφέρει: «…η µέθοδος της ανάλυσης, η µέθοδος κατεξοχήν για την επίλυση 

προβλήµατος, µεταφέρεται στα θεωρήµατα διαµέσου του τεχνάσµατος της ‘θεωρη-

τικής ανάλυσης’», ή όπως χαρακτηριστικά σηµειώνει ο Netz (2000, 147): «Οτιδήπο-

τε κάνουν οι αναλύσεις το κάνουν καλύτερα για τα προβλήµατα παρά για τα θεωρή-
                                           
44  Οι προτάσεις αυτές είναι οι 48, 54, 57, 58, 66, 69, 70, 73, 76, 84, 85, 86, 87 και 88.   
45  Θεωρούµε ότι η γεωµετρική ανάλυση της κλασικής εποχής αφορούσε αποκλειστικά τα προ-
βλήµατα, θέση την οποία θα υποστηρίξουµε στο κεφάλαιο 7 (§ 7.5) της παρούσας διατριβής.   
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µατα.» Στο έβδοµο κεφάλαιο (§ 7.5) παρακάτω, θα υποστηρίξουµε αναλυτικά τη θέ-

ση ότι η γεωµετρική ανάλυση της κλασσικής εποχής αφορούσε µόνο προβλήµατα.  

Ο Πάππος στην εισαγωγή του 7ου βιβλίου της Συναγωγής που αναφέρεται στην 

ανάλυση, στο σηµείο που κάνει τη διάκριση θεωρη(µα)τικής και προβληµατικής α-

νάλυσης περιγράφει τη διαδικασία που ακολουθείται στην τελευταία ως εξής:  

ἐπὶ δὲ τοῦ προβληµατικοῦ γένους τὸ προταθὲν ὡς γνωσθὲν ὑποθέµενοι, εἶτα διὰ 

τῶν ἑξῆς ἀκολούθων ὡς ἀληθῶν προελθόντες ἐπί τι ὁµολογούµενον, ἐὰν µὲν τὸ 

ὁµολογούµενον δυνατὸν ᾖ καὶ ποριστόν, ὃ καλοῦσιν οἱ ἀπὸ τῶν µαθηµάτων 

δοθέν, δυνατὸν ἔσται καὶ τὸ προταθέν… 

∆ηλαδή ενώ προηγουµένως ο Πάππος έχει αναφέρει ότι στην θεωρη(µα)τική 

ανάλυση µας ενδιαφέρει το «αληθές του ζητουµένου», είναι στόχος δηλαδή η αλή-

θεια, στην προβληµατική ανάλυση αντίστοιχα µας ενδιαφέρει το «δυνατόν του προ-

ταθέντος». Εκφράζει δηλαδή τη θέση, που στη συνέχεια θα προσπαθήσουµε να κά-

νουµε ακόµη περισσότερο φανερή και συγκεκριµένη χρησιµοποιώντας ένα παρά-

δειγµα από τη Συναγωγή, ότι η κατάληξη της προβληµατικής γεωµετρικής ανάλυσης 

είναι η «δυνατότητα του προταθέντος». Με άλλα λόγια η «δυνητική αναγκαιότητα» 

του ζητουµένου, που εµείς αντιστοιχούµε στην έννοια του «δεδοµένου» µε το οποίο 

ουσιαστικά τελειώνει η ανάλυση. Ο Πάππος χρησιµοποιεί τους όρους «δυνατόν» και 

«ποριστόν», δηλαδή «δοθέν», όπως ο ίδιος επεξηγεί, για το «οµολογούµενον», µε το 

οποίο αρχίζει ο υποθετικός λόγος που θα δώσει ως αποτέλεσµα τη «δυνατότητα του 

προταθέντος». Αλλά χρησιµοποιεί και τον όρο «δυνατόν» για το «προταθέν», την 

κατάληξη δηλαδή του υποθετικού λόγου, η οποία αποτελεί κατάληξη και της ανάλυ-

σης. Θεωρούµε ότι ο υποθετικός αυτός λόγος που χρησιµοποιεί ο Πάππος σηµατο-

δοτεί το δεύτερο µέρος (resolution) της ανάλυσης, που υλοποιείται µε την ορολογία 

«δοθέντων-δεδοµένων», και φανερώνει την «δυνητική αναγκαιότητα» που το χαρα-

κτηρίζει. Προκειµένου να κατανοήσουµε όµως καλύτερα µε ποιόν τρόπο εννοεί τους 

όρους «δυνατόν» και «ποριστόν» για το «οµολογούµενον» και «δυνατόν» για το 

«προταθέν» ο Πάππος, θα παραθέσουµε και θα συζητήσουµε στη συνέχεια ένα πα-

ράδειγµα προβληµατικής γεωµετρικής ανάλυσης από το 7ο βιβλίο του. 
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4.5.1. Παράδειγµα προβληµατικής ανάλυσης από τον Πάππο (VII, 155)  
 

Τµήµατος δοθέντος [ενός κύκλου, που βρίσκεται] επάνω στην ΑΒ, να αποκόψετε 

(κλάσαι) ευθεία γραµµή την ΑΓΒ, [σε ΑΓ, ΓΒ] σε δοθέντα λόγο.46 
 

 
Ανάλυση 

α) transformation ή proper analysis: Ας έχει γίνει και ας έχει αχθεί από το Γ 

εφαπτοµένη, η Γ∆. Άρα όπως είναι το [τετράγωνο] της ΑΓ προς το [τετράγωνο] της 

ΒΓ, έτσι είναι και η Α∆ προς τη Β∆. [ΑΓ2:ΒΓ2 = Α∆:∆Β]. [γιατί: Λήµµα απλό- 

ΑΓ∆~Γ∆Β, αφού ∆ κοινή και Γ1=Α1, υπό χορδής και εφαπτοµένης (ΙΙΙ, 32). Άρα από 

αναλογίες της οµοιότητας βγαίνει]  

β) resolution: Αλλά ο λόγος του [τετραγώνου] του ΑΓ προς το [τετράγωνο] του 

ΒΓ είναι δοθείς, [ΑΓ:ΓΒ ήταν δοθέν από την υπόθεση άρα και το τετράγωνό του (VI 

22)] ώστε και ο λόγος του Α∆ προς το Β∆ είναι δοθείς. Και τα σηµεία Α, Β είναι δο-

θέντα. Άρα το ∆ είναι δοθέν [ιδιότητα αναλογιών V19 και Data 2 κ 27] [Άρα εύκολα 

και η εφαπτοµένη ∆Γ από Data 90]. Άρα το Γ είναι δοθέν. 

 

Σύνθεση 

α) κατασκευή 

Θα συντεθεί λοιπόν το πρόβληµα έτσι. Έστω το µεν τµήµα το ΑΒΓ, ο δε λόγος 

της Ε προς τη Ζ και ας γίνει όπως [είναι το τετράγωνο] της Ε προς το [τετράγωνο] 

                                           
46  Πάππος, Συναγωγή (7.904.17 – 7.906.12): Τµήµατος δοθέντος τοῦ ἐπὶ τῆς ΑΒ, κλάσαι εὐθεῖαν 

τὴν ΑΓΒ ἐν λόγῳ τῷ δοθέντι. 
  Γεγονέτω, καὶ διήχθω ἀπὸ τοῦ Γ ἐφαπτοµένη ἡ Γ∆· ὡς ἄρα τὸ ἀπὸ ΑΓ πρὸς τὸ ἀπὸ ΒΓ, οὕτως ἡ 

Α∆ πρὸς ∆Β.  
  λόγος δὲ τοῦ ἀπὸ ΑΓ πρὸς τὸ ἀπὸ ΓΒ δοθείς, ὥστε καὶ ὁ τῆς Α∆ πρὸς τὴν Β∆ δοθείς. καὶ ἔστιν 

δοθέντα τὰ Α Β· δοθὲν ἄρα ἐστὶν τὸ ∆, ὥστε καὶ τὸ Γ δοθέν.  
  Συντεθήσεται δὴ τὸ πρόβληµα οὕτως. ἔστω τὸ µὲν τµῆµα τὸ ΑΒΓ, ὁ δὲ λόγος ὁ τῆς Ε πρὸς τὴν 

Ζ, καὶ πεποιήσθω ὡς τὸ ἀπὸ Ε πρὸς τὸ ἀπὸ Ζ, οὕτως ἡ Α∆ πρὸς τὴν ∆Β, καὶ ἤχθω ἐφαπτοµένη 
ἡ ∆Γ, καὶ ἐπεζεύ χθωσαν αἱ ΑΓ ΓΒ·  

  λέγω ὅτι αἱ ΑΓ ΓΒ ποιοῦσι τὸ πρό βληµα. Ἐπεὶ γάρ ἐστιν ὡς τὸ ἀπὸ Ε πρὸς τὸ ἀπὸ Ζ, οὕτως ἡ 
Α∆ πρὸς τὴν ∆Β, ὡς δὲ ἡ Α∆ πρὸς τὴν ∆Β, οὕτως τὸ ἀπὸ ΑΓ πρὸς τὸ ἀπὸ ΓΒ (διὰ τὸ 
ἐφάπτεσθαι τὴν Γ∆), καὶ ὡς ἄρα τὸ ἀπὸ Ε πρὸς τὸ ἀπὸ Ζ, οὕτως τὸ ἀπὸ ΑΓ πρὸς τὸ ἀπὸ ΓΒ· 
ὥστε καὶ ὡς ἡ Ε πρὸς τὴν Ζ, οὕτως ἡ ΑΓ πρὸς τὴν ΓΒ· ἡ ΑΓΒ ἄρα ποιεῖ τὸ πρόβληµα.  
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της Ζ, το Α∆ προς το ∆Β [Α∆ : ∆Β = Ε2 : Ζ2] και ας αχθεί εφαπτοµένη η ∆Γ και ας 

αχθούν οι ΑΓ, ΓΒ. Λέγω ότι οι ΑΓ, ΓΒ ποιούσι το πρόβληµα.  

β) Απόδειξη: Επειδή είναι όπως το [τετράγωνο] από το Ε προς το [τετράγωνο] 

από το Ζ, έτσι [είναι] η Α∆ προς τη ∆Β [Ε2 : Ζ2 = Α∆ : ∆Β], όπως δε η Α∆ προς τη 

∆Β, έτσι [είναι] το [τετράγωνο] της ΑΓ προς το [τετράγωνο] από την ΓΒ [Α∆ : ∆Β = 

ΑΓ2 : ΓΒ2] επειδή η Γ∆ είναι εφαπτοµένη [από το λήµµα που δείξαµε] και όπως εί-

ναι άρα το [τετράγωνο] από το Ε προς το [τετράγωνο] από το Ζ, έτσι [είναι] το [τε-

τράγωνο] από το ΑΓ προς το τετράγωνο από το ΓΒ [Ε2 : Ζ2 = ΑΓ2 :ΓΒ2], ώστε και 

όπως η Ε προς τη Ζ, έτσι η ΑΓ προς τη ΓΒ. Άρα η ΑΓΒ ποιεί το πρόβληµα. 

 

Έχοντας τώρα µπροστά µας το συγκεκριµένο παράδειγµα προβληµατικής ανά-

λυσης του Πάππου µπορούµε να αντιληφθούµε καλύτερα την περιγραφή του για την 

προβληµατική ανάλυση: «ἐπὶ δὲ τοῦ προβληµατικοῦ γένους τὸ προταθὲν ὡς 

γνωσθὲν ὑποθέµενοι, εἶτα διὰ τῶν ἑξῆς ἀκολούθων ὡς ἀληθῶν προελθόντες ἐπί τι 

ὁµολογούµενον, ἐὰν µὲν τὸ ὁµολογούµενον δυνατὸν ᾖ καὶ ποριστόν, ὃ καλοῦσιν οἱ 

ἀπὸ τῶν µαθηµάτων δοθέν, δυνατὸν ἔσται καὶ τὸ προταθέν…» Αυτό που ο Πάππος 

ονοµάζει «προταθέν» είναι εδώ το ζητούµενο σηµείο Γ πάνω στην περιφέρεια του 

κύκλου το οποίο αν βρεθεί θα ικανοποιεί το πρόβληµα. Η ανάλυση αρχίζει µε την 

προτροπή «ας έχει γίνει», δηλαδή ας έχει βρεθεί το σηµείο Γ για το οποίο ο λόγος 

ΑΓ:ΓΒ είναι ο «δοθείς». Αυτό είναι που υποθέτοντας ότι γνωρίζουµε, «γνωσθέν υ-

ποθέµενοι», θα «οδηγηθούµε»47 µέσω κάποιων κατεξοχήν δηµιουργικών βηµάτων 

(νοητικά άλµατα θα τα ονοµάσουµε σε επόµενο κεφάλαιο), όπως είναι η εφαπτοµένη 

από το Γ και η οµοιότητα των τριγώνων ΑΓ∆ και ΓΒ∆ που προκύπτουν, σε µια βοη-

θητική σχέση [ΑΓ2:ΒΓ2 = Α∆:∆Β], η οποία θεωρούµε ότι είναι ικανή να λύσει το 

πρόβληµα. Στο συγκεκριµένο πρόβληµα η σχέση αυτή είναι που ο Πάππος ονοµάζει 

«οµολογούµενον». Αυτή σηµαίνει και το τέλος του πρώτου σταδίου της ανάλυσης 

δηλαδή του transformation ή proper analysis48 όπως το ονοµάζουν.  

                                           
47  Από το συνδυασµό της διαισθητικής και διανοητικής ικανότητας και της εµπειρίας του γεωµέ-
τρη –ερευνητή καθώς και της εκµετάλλευσης της δοµής του ίδιου του προβλήµατος.  

48  Εδώ κατά την άποψή µας τελειώνει η «προς τα πάνω πορεία» της ανάλυσης. Θα ακολουθήσει 
η «προς τα κάτω πορεία» στο «resolution», η οποία θα πρέπει να βεβαιώσει ότι αυτά έχουν 
πραγµατική αξία για την επίλυση του προβλήµατος. Αυτές οι δύο «πορείες» και το αν συµβαί-
νουν και που συµβαίνουν µέσα στην ανάλυση ή τη σύνθεση και τι στόχο έχουν, έχουν γίνει η 
αφορµή για να χυθεί το περισσότερο µελάνι γύρω από την έννοια της ανάλυσης, όπως θα µας 
δοθεί η ευκαιρία να αναπτύξουµε στο επόµενο κεφάλαιο. 
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Το «οµολογούµενον» όµως έχει ακόµη µόνο υποθετικό χαρακτήρα (και πως θα 

µπορούσε να µην έχει αφού έχει χρησιµοποιηθεί το ζητούµενο – «προταθέν» για την 

εύρεσή του), άρα πρέπει να ακολουθήσει ο νοητικός έλεγχος της λογικής εγκυρότη-

τας του, να πάψει δηλαδή να έχει υποθετικό χαρακτήρα και να αποκτήσει βεβαιωτι-

κό χαρακτήρα. Από το «ἐὰν µὲν τὸ ὁµολογούµενον» αρχίζει το δεύτερο µέρος της 

ανάλυσης, το «resolution», που όπως έχουµε παρατηρήσει υλοποιείται σχεδόν απο-

κλειστικά µε τα «δοθέντα». Πρέπει καταρχήν να ελεγχθεί σύµφωνα µε τον Πάππο, 

κατά πόσον το «οµολογούµενον» στο οποίο καταλήξαµε στο προηγούµενο βήµα της 

ανάλυσης [ΑΓ2:ΒΓ2 = Α∆:∆Β], «δυνατὸν ᾖ καὶ ποριστόν, ὃ καλοῦσιν οἱ ἀπὸ τῶν 

µαθηµάτων δοθέν». Πράγµατι στο συγκεκριµένο παράδειγµα το δεύτερο βήµα της 

ανάλυσης ξεκινάει: «λόγος δε49 του από ΑΓ προς το από ΒΓ δοθείς, ώστε και ο της 

Α∆ προς την Β∆ δοθείς». Πρώτο του µέληµα δηλαδή είναι να ελέγξει τόσο ότι το 

«οµολογούµενον» δεν είναι αδύνατο αλλά και «ενδέχεται» µε αυτά που έχουν δοθεί 

να «ποριστεί», δηλαδή είναι και αυτό «δοθέν»50. Αυτός ο έλεγχος ο οποίος σηµατο-

δοτεί την αρχή της «προς τα κάτω πορείας» θα ξεκινήσει µε υλικά κάποια «δοθέντα» 

από την υπόθεση, όπως είναι ο λόγος ΑΓ προς ΒΓ ο οποίος είναι «δοθείς», θα συν-

δυάσει κάποια θεωρήµατα από τα Στοιχεία ή «προτάσεις» των ∆εδοµένων προκειµέ-

νου να µπορέσει να ελέγξει αν και το «οµολογούµενον» είναι «δοθέν». Αν είναι, τό-

τε το «οµολογούµενον» που κατέληξε ήδη να είναι «δοθέν», µαζί µε κάποια άλλα 

«δοθέντα» όπως είναι τα σηµεία Α, Β και τη χρήση ήδη γνωστών «προτάσεων» από 

τα ∆εδοµένα ή θεωρήµατα από τα Στοιχεία, ο Πάππος θα καταλήξει ότι θα είναι 

(ἔσται)51 «δυνατόν» και το Γ (το «προταθέν»). Το Γ «δυνατόν έσται» σύµφωνα µε τη 

                                           
49  Στο σηµείο αυτό θυµόµαστε το µόριο «δε» και τον τρόπο που παρατηρήσαµε ότι το χρησιµο-
ποιεί ο Ευκλείδης στα ∆εδοµένα για να δηλώσει κάτι «δοθέν» που έχει προκύψει κατά παρα-
χώρηση από «δεδοµένον» ή για κάτι που έχει ήδη δειχθεί (δέδεικται). Ο Πάππος φαίνεται να 
το χρησιµοποιεί µε τον ίδιο τρόπο. 

50  Ίσως εδώ πρέπει να σηµειώσουµε ότι σταµατάει η εµβέλεια της άποψης των Hintikka & 
Remes, ότι στόχος του «resolution» είναι η ανεξαρτησία της βοηθητικής κατασκευής από το 
ζητούµενο που χρησιµοποιήθηκε. Το παραδέχονται άλλωστε και οι ίδιοι όταν αναφέρουν 
(Hintikka & Remes 1974, 17) ότι η περιγραφή τους ειδικά για αυτό το µέρος της ανάλυσης: 
«… just cannot be the whole story.»  

51  Ο υποθετικός λόγος που χρησιµοποιεί ο Πάππος στην πρότασή του αυτή: «ἐὰν + δυνατὸν ᾖ καὶ 
ποριστόν (υποτακτική)» ως υπόθεση και «δυνατὸν ἔσται (µέλλοντας οριστικής)» ως απόδοση, 
είναι ο υποθετικός λόγος του «προσδοκωµένου», ο οποίος είναι το ένα από τα δύο είδη που 
αποκλειστικά χρησιµοποιούνται στα ∆εδοµένα από τον Ευκλείδη. Το γεγονός αυτό ενισχύει 
την άποψή µας, που θα αναπτύξουµε στο όγδοο κεφάλαιο της διατριβής, ότι το κοµµάτι του 
«resolution» είναι το αντίστοιχο των προτάσεων των ∆εδοµένων µέσα σε µια γεωµετρική 
προβληµατική ανάλυση. Ο υποθετικός αυτός λόγος του Πάππου, έχει ως απόδοση την αναµε-
νόµενη και βάσιµη µελλοντική συνέπεια της υπόθεσης που είναι η «δυνατότητα του ζητουµέ-
νου». Στο παράδειγµα όµως από την πρακτική του Πάππου που παραθέσαµε, είναι φανερό ότι 
αυτή η µελλοντική συνέπεια αποτελεί πλέον γεγονός στο τέλος του «resolution», έχει υπάρξει 
δηλαδή το «δυνατόν του προταθέντος».  
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φιλοσοφική ανάλυση του «δυνατόν» που κάναµε, σηµαίνει αφενός λογικά όχι αδύ-

νατο και αφετέρου πλέον λογικά έγκυρο –αναγκαίο υπό ορισµένες συνθήκες. Έχει 

αποκτήσει δηλαδή µέσα από το σύνολο του νοητικού συλλογισµού (resolution) που 

προηγήθηκε, βεβαιωτικό χαρακτήρα (θα µπορούσε να ονοµαστεί πλέον «δεδοµέ-

νον») και θα σηµάνει το τέλος της ανάλυσης την οποία θα ακολουθήσει η σύνθεση. 

Την «δυνητική αναγκαιότητα» του συνόλου του συλλογισµού που περιλαµβάνεται 

στο δεύτερο µέρος της γεωµετρικής ανάλυσης (resolution), προαναφέραµε ότι την 

εξασφαλίζουν η λογική εγκυρότητα του καθενός από τα βήµατα που έχουν προηγη-

θεί, µε πρώτο αυτό της εξασφάλισης ότι το «οµολογούµενον» είναι «δοθέν». Όλη 

αυτή η διαδικασία άλλωστε στην οποία χρησιµοποιήθηκε αυτή η «περίεργη» ορολο-

γία «δοθέντων-δεδοµένων» είχε ως στόχο, όπως θα αναλύσουµε σε επόµενο κεφά-

λαιο, την εξασφάλιση της «δυνητικής αναγκαιότητας».  

Το ρητορικό ερώτηµα που θα µπορούσαµε να θέσουµε σε αυτό το σηµείο κλεί-

νοντας το κεφάλαιο, είναι το γιατί ενώ στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη δεχόµαστε ότι η 

«προς τα κάτω» (παραγωγική) πορεία των «αποδείξεων» –που γίνεται ακριβώς µε 

τον ίδιο τρόπο µε τη βοήθεια των «δοθέντων»– παράγει βεβαιότητα – λογική εγκυ-

ρότητα και τις χαρακτηρίζουµε «αποδείξεις», να µη συµβαίνει το ίδιο και µε τα 

«resolution» της προβληµατικής γεωµετρικής ανάλυσης όπως το συγκεκριµένο που 

αναλύσαµε από το παράδειγµα του Πάππου; Γιατί να αρνηθούµε την «προς τα κάτω 

πορεία» ως αναπόσπαστο τµήµα της ανάλυσης και να κατηγορούµε τον Πάππο για 

ασυνέπεια των λεγοµένων του ή ασυνέπεια θεωρίας και πράξης, ενώ στην πραγµατι-

κότητα εµείς δεν αντιλαµβανόµαστε το πως πραγµατικά λειτουργεί η ανάλυση;  

Στο επόµενο κεφάλαιο θα µας δοθεί η ευκαιρία να αναλύσουµε διεξοδικά τις 

δύο πορείες («προς τα πάνω» και «προς τα κάτω» αντίστοιχα) οι οποίες κατά την 

άποψή µας συµπεριλαµβάνονται στην ανάλυση. Κλείνοντας εδώ το κεφάλαιο της 

φιλοσοφικής διάκρισης «δοθέντος» – «δεδοµένου» και έχοντας παρατηρήσει ότι οι 

δύο όροι αναφέρονται αποκλειστικά στο δεύτερο µέρος (resolution) των γεωµετρι-

κών προβληµατικών αναλύσεων, θα επαναλάβουµε ότι στόχος αυτού του µέρους της 

ανάλυσης είναι η «δυνατότητα του προταθέντος» που όπως αποδείξαµε έχει την έν-

νοια της «δυνητικής αναγκαιότητας» του «προταθέντος» (ζητουµένου).  
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Συµπέρασµα  

 

Η διάκριση «δοθέν» – «δεδοµένον» όπως φάνηκε καταρχήν από τους ορισµούς των 

δύο όρων που διασώζονται στα αρχαία µαθηµατικά κείµενα, συνδέεται εννοιολογικά 

µε τη φιλοσοφική διάκριση «δυνατόν» – «ενδεχόµενον», η οποία, όπως είδαµε, 

προσδίδει µε τη σειρά της στο «δοθέν» τον χαρακτήρα του όχι αδύνατου και ταυτό-

χρονα τυχαίου-ενδεχοµένου, ενώ στο «δεδοµένον» τον χαρακτήρα του όχι αδυνάτου 

αλλά, υπό ορισµένες συνθήκες, λογικά αναγκαίου. Παρακολουθώντας στη συνέχεια 

τη διάκριση «δοθέν»–«δεδοµένον» να λειτουργεί µε αυτόν τον τρόπο σε κείµενα 

όπως αυτά της γεωµετρικής ανάλυσης του Ευκλείδη και του Πάππου, δείξαµε ότι 

δεν πρόκειται απλώς για µια γλωσσική διάκριση χωρίς µαθηµατικό περιεχόµενο αλ-

λά για µια διάκριση που λειτουργεί και φανερώνει το διαφορετικό λογικό επίπεδο 

των δύο όρων. Συγκεκριµένα καταλήξαµε ότι ο τρόπος που λειτουργεί το «δοθέν» 

στα µαθηµατικά κείµενα σηµαίνει το τυχαίο-ενδεχόµενο που χρησιµοποιείται στον 

συλλογισµό ενώ ο τρόπος που λειτουργεί το «δεδοµένον», σηµαίνει το «υποθετικά 

αναγκαίο» που έχει προκύψει (στο “resolution”, όπως θα δείξουµε στο επόµενο κε-

φάλαιο) ως αποτέλεσµα συλλογισµού.  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 

Γεωµετρική ανάλυση. Μια νέα ερµηνεία 
 

Αναφερθήκαµε από την εισαγωγή ακόµη της διδακτορικής µας διατριβής στο δεύτε-

ρο ιστοριογραφικό πρόβληµα που συνδέεται µε την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµέ-

νον»: τη γεωµετρική ανάλυση στα ελληνικά Μαθηµατικά και τον τρόπο που λει-

τουργεί, στο δεύτερο και ίσως πιο σηµαντικό για την ερµηνεία της µέρος («resolu-

tion»). Η γεωµετρική ανάλυση ως µέθοδος1 των Ελληνικών µαθηµατικών για την 

εύρεση λύσεων προβληµάτων2, αποτέλεσε στο παρελθόν και αποτελεί µέχρι σήµερα 

ένα από τα πιο ενδιαφέροντα –και πάντα ανοιχτά– ερευνητικά πεδία της ιστορίας 

των µαθηµατικών. Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφουµε αρχικά το διεθνές ερευνητικό 

τοπίο και τις ερµηνείες που έχουν υπάρξει για τη γεωµετρική ανάλυση και αναδει-

κνύουµε τα ενδιαφέροντα στοιχεία καθεµιάς τους. Τα στοιχεία αυτά ανεξάρτητα αν 

προέρχονται από τη µια ή την άλλη ερµηνεία, θα µας είναι χρήσιµα παρακάτω προ-

κειµένου να επιχειρηµατολογήσουµε για θέσεις που και εµείς υποστηρίζουµε. Στη 

συνέχεια συνδυάζοντας τις θέσεις αυτές, µε άλλες στις οποίες έχουµε φτάσει σε 

προηγούµενα κεφάλαια, στην πορεία της προσπάθειάς µας να κατανοήσουµε τη διά-

κριση των µαθηµατικών όρων «δοθέν» – «δεδοµένον», προτείνουµε τη δική µας ερ-

µηνεία για τη γεωµετρική ανάλυση.  

 

                                           
1  Ο Mahoney (1968) χαρακτηρίζει την ανάλυση «διαδικασία» ή «τεχνική», ο Jones (1986) 

«προσέγγιση», οι Hintikka & Remes (1974) και οι Berggren & Van Brummelen (2000) τη χα-
ρακτηρίζουν «µέθοδο».  

2  Πάππου: Συναγωγή, VII, 636.3-7: «τῶν προτεινοµένων αὐτοῖς προβληµάτων, καὶ εἰς τοῦτο 
µόνον χρησίµη καθεστῶσα.», Πρόκλου: In primum Euclidis Elementorum librum commentarii, 
242.14-17: «…οὕτω γὰρ τὰ ἀσα φέστερα θηρᾶται τῶν προβληµάτων.» Αλλά και σύγχρονοι 
σχολιαστές υποστηρίζουν ότι η ανάλυση χρησιµοποιούνταν από τους αρχαίους Έλληνες κυ-
ρίως για την επίλυση προβληµάτων. (Βλ. λ.χ. τη µονογραφία The Ancient Tradition of Geo-
metric Problems του W.R. Knorr (1986, 358-360), όπου αναφέρεται: «…η µέθοδος της ανά-
λυσης, η µέθοδος κατ’ εξοχήν της επίλυσης προβληµάτων, µεταφέρθηκε στα θεωρήµατα δια-
µέσου του τεχνάσµατος της ‘θεωρητικής ανάλυσης’.») Στην παρούσα διδακτορική διατριβή, 
όπως αναφέραµε, θα ασχοληθούµε µόνο µε την προβληµατική ανάλυση, η οποία είναι άλλω-
στε η µόνη που λειτουργεί µε την ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµένων». 
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5.1. Οι ορισµοί της γεωµετρικής ανάλυσης που έχουν σωθεί  

 

Η γεωµετρική ανάλυση επινοήθηκε για την εύρεση λύσεων δύσκολων γεωµετρικών 

προβληµάτων, η αποτελεσµατικότητά της ήταν σε γενικές γραµµές αποδεκτή από 

τους µαθηµατικούς της αρχαιότητας, ενώ η χρήση της από τον Ευκλείδη, τον Αρχι-

µήδη τον Απολλώνιο και τον Πάππο φαίνεται ότι ήταν λίγο πολύ συνεπής. Ωστόσο, 

από τις θεωρητικές περιγραφές, τους ορισµούς και τους σχολιασµούς της ανάλυσης 

από τους αρχαίους συγγραφείς, προκύπτουν µια σειρά ερωτήµατα όσον αφορά τη 

λογική δοµή της, τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργούσε, τη σηµασία της, αλλά και τα 

εργαλεία που χρησιµοποιούσε (όπως είναι λ.χ. η ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµέ-

νων»). Στα ερωτήµατα αυτά θα αναφερθούµε στη συνέχεια. Η παρακµή των ελληνι-

κών Μαθηµατικών, εξάλλου, και η διακοπή της προφορικής παράδοσης που τα συ-

νόδευε, είχαν ως αποτέλεσµα να δηµιουργηθούν στους µεταγενέστερους επιπλέον 

ερωτήµατα για τη λειτουργία και την ευρετική αξία της ανάλυσης, ερωτήµατα στα 

οποία η έρευνα στην ιστορία και τη φιλοσοφία της επιστήµης προσπαθεί ακόµη σή-

µερα να δώσει πειστικές απαντήσεις. Αναφέρουµε, εκτός από την ιστορία, και τη 

φιλοσοφία της επιστήµης, επειδή η Ελληνική γεωµετρική ανάλυση είναι ένα θέµα 

που βρίσκεται στα όρια της φιλοσοφίας και της ιστορίας της επιστήµης, και γι’ αυτό 

έχει αποτελέσει αντικείµενο µελέτης από σηµαντικούς ερευνητές που προέρχονται 

και από τους δύο αυτούς χώρους.3  

Όπως ήταν φυσικό η έρευνα γύρω από τη γεωµετρική ανάλυση στράφηκε από 

την αρχή σε κείµενα τα οποία ενδεχοµένως περιείχαν κάποιους ορισµούς ή θεωρητι-

κές περιγραφές της. Στις µέρες µας έχουν φτάσει δύο µόνο τέτοιου είδους µαθηµατι-

κά κείµενα. Το ένα είναι η εισαγωγή του Πάππου στο 7ο βιβλίο της Συναγωγής, ενώ 

το άλλο ανήκει πιθανότατα σε κάποιον σχολιαστή του Ευκλείδη ο οποίος το συµπε-

ριέλαβε µαζί µε τις εναλλακτικές αποδείξεις των πέντε πρώτων προτάσεων στη αρχή 

του ΧΙΙΙ βιβλίου των Στοιχείων του Ευκλείδη.  

Το σύνολο σχεδόν των ερευνητικών προσπαθειών των µαθηµατικών, των φιλο-

σόφων και των ιστορικών της επιστήµης που κατά καιρούς ασχολήθηκαν µε τη γεω-

                                           
3  Hankel (1874), Zeuthen (1896, 1902), Heath (1921,1926), Cornford (1932), Robinson (1936), 

Cherniss (1951), Gulley (1958), Mahoney (1968), Hintikka & Remes (1974, 1976), Szabó 
(1974), Knorr (1986), Karasmanis (1987), Rashed (1991α, 1991β, 1993), Behboud (1994), 
Otte & Panza (1997), Berggren & Van Brummelen (2000), Netz (2000).  
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µετρική ανάλυση έχει εστιάσει στο απόσπασµα από την εισαγωγή του 7ου βιβλίου 

της Συναγωγής του Πάππου, το οποίο κατά τον T.L. Heath αποτελεί «την περισσότε-

ρο επεξεργασµένη Ελληνική διατύπωση επάνω σε αυτό το θέµα» (1921, 400). Η ση-

µασία του εν λόγω αποσπάσµατος για την κατανόηση της λειτουργίας της γεωµετρι-

κής ανάλυσης των αρχαίων είναι σήµερα σε γενικές γραµµές αποδεκτή, ωστόσο έ-

χουν κατά καιρούς διατυπωθεί προβληµατισµοί για την εσωτερική συνέπεια, ακόµη 

και για την αυθεντικότητα του κειµένου του Πάππου. Λόγου χάριν, κατά τον M.S. 

Mahoney, το απόσπασµα του Πάππου «είναι γεµάτο–φορτωµένο (‘fraught’) µε δυ-

σκολίες» (1968, 322) και προκειµένου να λειτουργήσει πρέπει να αφαιρεθούν από 

αυτό οι γραµµές 10-18 [Hultsch 7.636. 13-23] που περιλαµβάνουν τον δεύτερο «ο-

ρισµό»4 της ανάλυσης, «επειδή αποτελεί παρεµβολή» (1968, 325).  

Επειδή στη συνέχεια θα αναφερθούµε αρκετές φορές στο κείµενο του Πάππου 

είναι σκόπιµο να το παραθέσουµε εδώ:  

Πάππου Συναγωγή, VII, ed. Hultsch: 

634.11 ἀνάλυσις τοίνυν ἐστὶν ὁδὸς ἀπὸ τοῦ ζητουµένου ὡς ὁµολογουµένου διὰ 

τῶν ἑξῆς ἀκολούθων ἐπί τι ὁµολογούµενον συνθέσει· 634.13 ἐν µὲν γὰρ τῇ ἀνα-

λύσει τὸ ζητούµενον ὡς γεγονὸς ὑποθέµενοι τὸ ἐξ οὗ τοῦτο συµβαίνει σκοπούµε-

θα καὶ πάλιν ἐκείνου τὸ προηγούµενον, ἕως ἂν οὕτως ἀναποδίζοντες καταντή-

σωµεν εἴς τι τῶν ἤδη γνωριζοµένων ἢ τάξιν ἀρχῆς ἐχόντων· καὶ τὴν τοιαύτην 

ἔφοδον ἀνάλυσιν καλοῦµεν, οἷον ἀνάπαλιν λύσιν. 634.18 ἐν δὲ τῇ συνθέσει ἐξ 

ὑποστροφῆς τὸ ἐν τῇ ἀναλύσει καταληφθὲν ὕστατον ὑποστησάµενοι γεγονὸς ἤδη, 

καὶ ἑπόµενα τὰ ἐκεῖ [ἐνταῦθα] προηγούµενα κατὰ φύσιν τάξαντες καὶ ἀλλήλοις 

ἐπισυνθέντες, εἰς τέλος ἀφικνούµεθα τῆς τοῦ ζητουµένου κατασκευῆς· καὶ τοῦτο 

καλοῦµεν σύνθεσιν. 634.24 ∆ιττὸν δ᾽ ἐστὶν ἀναλύσεως γένος, τὸ µὲν ζητητικὸν 

τἀληθοῦς, ὃ καλεῖται θεωρητικόν, τὸ δὲ ποριστικὸν τοῦ προταθέντος [λέγειν], ὃ 

καλεῖται προβληµατικόν. 634.26 ἐπὶ µὲν 7.636 οὖν τοῦ θεωρητικοῦ γένους τὸ 

ζητούµενον ὡς ὂν ὑποθέµενοι καὶ ὡς ἀληθές, εἶτα διὰ τῶν ἑξῆς ἀκολούθων ὡς 

ἀλη θῶν καὶ ὡς ἔστιν καθ᾽ ὑπόθεσιν προελθόντες ἐπί τι ὁµολογούµενον, ἐὰν µὲν 

ἀληθὲς ᾖ ἐκεῖνο τὸ ὁµολογούµενον, ἀληθὲς ἔσται καὶ τὸ ζητούµενον, καὶ ἡ 

                                           
4  Κάποιοι, όπως ο Heath (1926, τοµ.I, 139) και ο Mahoney (1968, 323-325), έχουν αποκαλέσει 
τα αποσπάσµατα αυτά του Πάππου «ορισµούς», όµως άλλοι όπως οι Cornford, Gulley και 
Hintikka & Remes είναι περισσότερο επιφυλακτικοί και για το λόγο αυτό χρησιµοποιούν για 
τα ίδια αποσπάσµατα τους όρους: «description», «account» και «characterization».  
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ἀπόδειξις ἀντί στροφος τῇ ἀναλύσει, ἐὰν δὲ ψεύδει ὁµολογουµένῳ ἐντύχωµεν, 

ψεῦδος ἔσται καὶ τὸ ζητούµενον. ἐπὶ δὲ τοῦ προβληµατικοῦ γένους τὸ προταθὲν 

ὡς γνωσθὲν ὑποθέµενοι, εἶτα διὰ τῶν ἑξῆς ἀκολούθων ὡς ἀληθῶν προελθόντες 

ἐπί τι ὁµολογούµενον, ἐὰν µὲν τὸ ὁµολογούµενον δυνατὸν ᾖ καὶ ποριστόν, ὃ 

καλοῦσιν οἱ ἀπὸ τῶν µαθηµάτων δοθέν, δυνατὸν ἔσται καὶ τὸ προταθέν, καὶ 

πάλιν ἡ ἀπόδειξις ἀντί στροφος τῇ ἀναλύσει, ἐὰν δὲ ἀδυνάτῳ ὁµολογουµένῳ 

ἐντύχωµεν, ἀδύνατον ἔσται καὶ τὸ πρόβληµα. 

 

Το δεύτερο κείµενο που περιλαµβάνει έναν ορισµό της ανάλυσης βρίσκεται 

στην αρχή του 13ου βιβλίου των Στοιχείων του Ευκλείδη και αποδίδεται σε κάποιον 

ανώνυµο σχολιαστή ο οποίος αναφέρει: 

Τί ἐστιν ἀνάλυσις καὶ τί ἐστι σύνθεσις. Ἀνάλυσις µὲν οὖν ἐστι λῆψις τοῦ 

ζητουµένου ὡς ὁµολογουµένου διὰ τῶν ἀκολούθων ἐπί τι ἀληθὲς ὁµολογούµενον. 

Σύνθεσις δὲ λῆψις τοῦ ὁµολογουµένου διὰ τῶν ἀκολούθων ἐπί τι ἀληθὲς ὁµολο-

γούµενον. <την του ζητουµένου κατάληξιν ήτοι κατάληψιν>.  

 Αυτό το σχόλιο πρέπει να γράφτηκε όπως αναφέρει ο Heath (1926, τοµ.ΙΙΙ, 442) 

πριν από την εποχή του Θέωνα, ενώ από τον Heiberg στην έκδοση των Στοιχείων 

(τοµ. 5, lxxxiv) πιθανολογήθηκε ότι υπήρξε κατάλοιπο των αναλυτικών ερευνών του 

Θεαίτητου ή του Ευδόξου. Ο ίδιος ο Heiberg αργότερα (1903, 58), αναθεωρώντας 

την προηγούµενη υπόθεσή του, διατυπώνει την εικασία ότι το σχόλιο πρέπει να απο-

δοθεί στον Ήρωνα µε βάση την οµοιότητα του κειµένου µε τις παρατηρήσεις και τα 

σχόλια που ο Ήρωνας έγραψε για το δεύτερο βιβλίο των Στοιχείων. Η εικασία αυτή 

του Heiberg είναι µέχρι σήµερα αποδεκτή σε γενικές γραµµές από τους σύγχρονους 

ερευνητές (Hintikka & Remes 1974, 30). 

 

5.2. Τα ερωτήµατα που αφορούν τη γεωµετρική ανάλυση 

 

Τα ερωτήµατα που κατά καιρούς έχουν διατυπωθεί και αφορούν τη γεωµετρική ανά-

λυση γενικότερα και το κείµενο του Πάππου ειδικότερα είναι πολλά. Μερικά από 

αυτά είναι τα ακόλουθα: Το κείµενο του Πάππου περιέχει έναν ή περισσότερους αυ-

στηρούς ορισµούς της γεωµετρικής ανάλυσης; Μήπως περιλαµβάνει απλώς κάποιες 

περιγραφές της; Αυτές οι περιγραφές/ορισµοί συµφωνούν µεταξύ τους ή µήπως α-
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ντιφάσκουν; Η θεωρητική περιγραφή της γεωµετρικής ανάλυσης από τον Πάππο εί-

ναι σύµφωνη µε τον τρόπο τον οποίο ο ίδιος την ασκεί στην πράξη; Η γεωµετρική 

ανάλυση έχει κατεύθυνση, και αν ναι ποια είναι αυτή; Η σύνθεση είναι το αντίστρο-

φο της ανάλυσης; Ποια είναι η δοµή της αναλυτικής µεθόδου και πώς λειτουργεί η 

µέθοδος στην πράξη; Ποια είναι η σηµασία για τους Έλληνες µαθηµατικούς των 

όρων «δοθέν» και «δεδοµένον» που χρησιµοποιούνται στο δεύτερο µέρος («resolu-

tion») της γεωµετρικής ανάλυσης; Ποιος ο λόγος ύπαρξης του δευτέρου µέρους της 

ανάλυσης; Η ανάλυση είναι µόνο προβληµατική ή υπάρχει και θεωρη(µα)τική ανά-

λυση; Ποια είναι η ευρετική αξία της µεθόδου και ποια ήταν η σηµασία της για τα 

ελληνικά Μαθηµατικά; Αν η σηµασία της ήταν πράγµατι µεγάλη, τότε γιατί διασώ-

ζεται σε τόσο µικρό αριθµό κειµένων; Οι αρχαίοι προσπάθησαν να κρύψουν την α-

ναλυτική µέθοδο από τους µεταγενέστερους προκειµένου να φανεί ακόµη µεγαλύτε-

ρη η αξία τους ως µαθηµατικών, όπως αναφέρει ο Descartes και άλλοι µαθηµατικοί 

της νεότερης εποχής;  

Οι απαντήσεις που έχουν δοθεί κατά καιρούς σε αρκετά από αυτά τα ερωτήµατα 

δεν συµφωνούν πάντα µεταξύ τους και όπως αναγνωρίζουν αρκετοί σύγχρονοι ερευ-

νητές δεν είναι ακόµη πλήρεις. Ενδεικτική είναι η οµολογία των Hintikka & Remes 

(1974, 17): «Η ερµηνεία µας…απλά δεν µπορεί να είναι όλη η ιστορία». Φράση την 

οποία θα επαναλάβουν στο τέλος του έκτου κεφαλαίου της εργασίας τους σε ένα από 

τα πιο κρίσιµα όπως αναγνωρίζουν σηµεία της ερµηνείας τους (σελ. 50), για το δεύ-

τερο µέρος της γεωµετρικής ανάλυσης («resolution»): «…είναι φανερό ότι αυτό δεν 

µπορεί να είναι όλη η ιστορία.» Επίσης, ο Ali Behboud (1994, 53) αναγνωρίζοντας 

ότι δεν είναι ακόµη σε θέση να αποτιµήσει την ευρετική αξία της µεθόδου γράφει: 

«αυτό το τµήµα του συµπεράσµατος µου… ελπίζω ότι θα βοηθήσει σε µια µελλοντι-

κή εξήγηση της ευρετικής επιτυχίας της µεθόδου της ανάλυσης και της σύνθεσης 

στην Ελληνική γεωµετρία.»  

Στα παραπάνω ερωτήµατα για τη γεωµετρική ανάλυση θα µπορούσαν, ίσως, να 

προστεθούν και άλλα, όµως ο σκοπός µας εδώ δεν είναι να κάνουµε µια πλήρη κα-

ταγραφή των ερωτηµάτων αλλά να προσπαθήσουµε να απαντήσουµε κάποια από 

αυτά, µε σεβασµό στα κείµενα, στη µαθηµατική πρακτική µε την οποία λειτούργη-

σαν, και στο πολιτισµικό και κοινωνικό περιβάλλον µέσα στο οποίο παρήχθησαν. 

Θα προσπαθήσουµε λοιπόν σε αυτό το κεφάλαιο να απαντήσουµε στο σύνθετο ερώ-
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τηµα, τι είναι το «resolution», πώς λειτουργεί, ποια η αναγκαιότητά του, και τι ση-

µαίνει η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» που χρησιµοποιεί; Τα στοιχεία και οι θέ-

σεις µας που θα αναδειχθούν στην πορεία απάντησης αυτού του ερωτήµατος, θα µας 

βοηθήσουν στη συνέχεια να προτείνουµε µία νέα ερµηνεία της γεωµετρικής ανάλυ-

σης των αρχαίων.  

Προηγουµένως όµως θα σκιαγραφήσουµε συνοπτικά τις ερµηνείες οι οποίες έ-

χουν υπάρξει µέχρι σήµερα.  

 

5.3. Οι υπάρχουσες ερµηνείες της γεωµετρικής ανάλυσης 

 

Οι σηµαντικότερες σύγχρονες ερµηνείες της γεωµετρικής ανάλυσης στηρίζουν τα 

επιχειρήµατά τους κυρίως στο πρώτο από τα δύο παραπάνω κείµενα, καθώς και σε 

συγκεκριµένα παραδείγµατα από τον Πάππο, τον Αρχιµήδη και τον Απολλώνιο. Το 

κεντρικό ερώτηµα στο οποίο αυτές προσπάθησαν και προσπαθούν να απαντήσουν 

είναι αν η γεωµετρική ανάλυση είναι µια παραγωγική λογική διαδικασία ή όχι. Ένα 

ερώτηµα το οποίο µάλλον δεν απασχολούσε ούτε είχε νόηµα για τους αρχαίους, 

τουλάχιστον όχι µε τη µορφή που παρουσιάζεται σήµερα. Η µορφή µε την οποία πα-

ρουσιάζεται σήµερα θα λέγαµε ότι καλύπτει ουσιαστικά τις σηµερινές – σύγχρονες 

εννοιολογικές ανάγκες µας για καλύτερη κατανόηση του τρόπου µε τον οποίο λει-

τουργούσε η µέθοδος στα Ελληνικά µαθηµατικά.  

Παρά το πλήθος των ερωτηµάτων που έχουν προκύψει, οι ερµηνείες που δόθη-

καν µέχρι σήµερα για τη γεωµετρική ανάλυση οµαδοποιούνται σε δύο βασικές. Από 

τη µια είναι η «κλασική» ερµηνεία, που θεωρεί την ανάλυση ως παραγωγική διαδι-

κασία που ξεκινά από το ζητούµενο και µέσω των συνεπειών του φτάνει σε κάτι που 

είναι «κατά κοινή οµολογία αληθές (‘admittedly true’)». Στη συνέχεια το τελευταίο 

βήµα της ανάλυσης γίνεται πρώτο για τη σύνθεση, η οποία µε αντίστροφη σειρά, 

επίσης παραγωγικά, αποδεικνύει το ζητούµενο. Σύµφωνα µε την ερµηνεία αυτή «η 

αλυσίδα των συµπερασµών θα πρέπει να είναι αντιστρεπτή χωρίς περιορισµούς» 

(Heath 1926, τοµ.I, 139-141). Με άλλα λόγια οι υπέρµαχοι αυτής της ερµηνείας α-

ντιλαµβάνονται την ανάλυση που µας ενδιαφέρει περισσότερο ως µια παραγωγική -

«προς τα κάτω» πορεία από το ζητούµενο προς κάτι αναµφισβήτητα αληθές. Η πα-

ραπάνω ερµηνεία έχει υποστηριχθεί από τους Hankel, Cantor, Zeuthen, Heath, Rob-
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inson, Cherniss και Mahoney.5 Σύµφωνα µε τη δεύτερη βασική ερµηνεία, η οποία 

υποστηρίχθηκε πρώτα κατά κύριο λόγο από τον Cornford (1932, 43-50), η ανάλυση 

δεν είναι µία παραγωγική λογική διαδικασία αλλά µία ενορατική διαδικασία εύρεσης 

προκειµένων («προς τα πάνω πορεία-κίνηση της ενόρασης» όπως χαρακτηριστικά 

αναφέρει ο Cornford στη σελίδα 43) από τις οποίες θα ξεκινήσει η απόδειξη του ζη-

τουµένου. Με αυτήν την έννοια µόνο η σύνθεση είναι παραγωγική λογική διαδικα-

σία. Η ερµηνεία αυτή στη συνέχεια υιοθετήθηκε και υποστηρίχθηκε, τουλάχιστον εν 

µέρει, µε επιπλέον επιχειρήµατα από τους Hintikka & Remes6 (1974, 17) οι οποίοι 

όµως φτάνουν να αναγνωρίσουν µετά από σοβαρή µελέτη των στοιχείων και έντονο 

προβληµατισµό ότι: «Η ερµηνεία µας για την ανάλυση στον Πάππο ως µια πορεία 

προς τα πάνω…απλά δεν µπορεί να είναι όλη η ιστορία.» Ενώ παρακάτω παραδέχο-

νται ότι: «Η ιδέα ότι η ανάλυση µπορεί µετά από όλα αυτά να προχωρά-διεξάγεται 

προς τα κάτω θα πρέπει συµπερασµατικά να υποστηριχθεί» (σελ. 36). Βλέπουµε δη-

λαδή ότι ενώ οι Hintikka & Remes ερµηνεύουν µε βάση τα στοιχεία τη γεωµετρική 

ανάλυση κατά κύριο λόγο ως µια «προς τα πάνω» πορεία, µε άλλα λόγια πορεία α-

ναζήτησης προκειµένων, δεν µπορούν να µην παραδεχτούν µε βάση άλλα στοιχεία 

που έχουν µπροστά τους και τα οποία είναι κυρίως η µαθηµατική πρακτική του 

Πάππου αλλά και κάποια σηµεία των θεωρητικών περιγραφών του, ότι η ανάλυση 

µπορεί να διεξάγεται «προς τα κάτω».  

Το αξιοσηµείωτο είναι ότι και οι δύο παραπάνω ερµηνείες, τόσο η «κλασική» όσο 

και ερµηνεία της ανάλυσης ως «προς τα πάνω» πορείας, στηρίζονται σε πολύ µεγάλο 

βαθµό στο κείµενο του Πάππου, από το οποίο οι υποστηρικτές της καθεµίας αντλούν 

τα επιχειρήµατά τους. Πιο συγκεκριµένα, η πρώτη ερµηνεία στηρίζεται στα χωρία (1) 

(634, 11-13) και (3) (634, 26-636, 14), τα οποία φαίνεται να συµφωνούν τόσο µεταξύ 

                                           
5  Heath (1926/1956, τόµ. I,138-142), Robinson (1936/1970, 464-473), Cherniss (1951, 414-419) 
και Mahoney (1968). Η εργασία του Hankel «Zur Geschichte der Mathematik in Alterthum und 
Mittelalter», (1874, 137-150) υπήρξε η κατευθυντήριος γραµµή, για τον τρόπο µε τον οποίο θε-
ωρήθηκε η ανάλυση στη συνέχεια, από τους υποστηρικτές της «κλασικής ερµηνείας»: Zeuthen, 
Cantor και Heath. Η ονοµασία των σταδίων µιας τυπικής ανάλυσης (transformation, resolution 
construction και demonstration) οφείλεται επίσης σε αυτή την εργασία. Ακόµη και οι Mahoney 
(1968) και Hintikka & Remes (1974, 1976), αναφέρονται συχνά σε αυτή, ακολουθούν κάποιους 
όρους της, όπου βέβαια δεν αισθάνονται την ανάγκη να της αντιπαρατεθούν. 

6  Η µονογραφία των Hintikka & Remes (1974), µε τίτλο «The Method of Analysis», αποτελεί 
µέχρι σήµερα κατά γενική οµολογία την πιο πλήρη και εµπεριστατωµένη µελέτη για τη γεω-
µετρική ανάλυση και σηµείο αναφοράς για όλες τις ερευνητικές προσπάθειες. Χωρίς όµως να 
δίνει οριστικές απαντήσεις στα µεγάλα ζητήµατα που αφορούν τη γεωµετρική ανάλυση όπως 
παραδέχονται και οι ίδιοι οι συγγραφείς της. 
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τους όσο και µε τον ορισµό του σχολιαστή του 13ου βιβλίου των Στοιχείων του Ευ-

κλείδη. Η δεύτερη ερµηνεία στηρίζεται κυρίως στο χωρίο (2) (634, 13-18).  

Ο Gulley (1958), επίσης µη αποδεχόµενος ως οριστική την «κλασική» ερµηνεία 

της ανάλυσης συνέλεξε και παρουσίασε στοιχεία που φανερώνουν ότι τόσο σε συγ-

γραφείς προγενέστερους του Πάππου, όσο και σε µεταγενέστερους, η επικρατούσα 

ιδέα για την ανάλυση ήταν ότι επρόκειτο για µια πορεία «προς τα πάνω». Στην προ-

σπάθειά του ο Gulley (1958, 4) να συµβιβάσει τις δύο αντικρουόµενες ερµηνείες, 

διατύπωσε την άποψη ότι ο Πάππος: «… αν και προφανώς παρουσιάζει µια µόνο 

µέθοδο µε ένα µόνο σύνολο κανόνων, στην πραγµατικότητα επαναλαµβάνει δύο 

διαφορετικές εκτιµήσεις-περιγραφές της γεωµετρικής ανάλυσης, που αντιστοιχούν 

σε δυο διαφορετικές µορφές της µεθόδου, και υποθέτει την ισοδυναµία της (Ι) και 

(ΙΙ) για όλες τις περιπτώσεις της ανάλυσης, παραβλέποντας τις ασυνέπειες που συν-

δέονται µε αυτή την υπόθεση.» Μια θέση που είναι καταρχήν βολική και φαίνεται να 

συµβιβάζει τις δύο αντικρουόµενες ερµηνείες χωρίς όµως να δίνει ουσιαστική απά-

ντηση για το πώς µπορούν αυτές οι ερµηνείες να συνυπάρχουν ταυτόχρονα στο ίδιο 

κείµενο του Πάππου αν αυτός δεν βρίσκεται σε σύγχυση όπως εύλογα αναρωτιού-

νται οι Hintikka & Remes (1974, 13). Γι’ αυτό και οι ίδιοι δηλώνουν ότι θα προσπα-

θήσουν µε τη µελέτη τους να αναδείξουν στοιχεία που να απαλλάσσουν τον Πάππο 

από τις κατηγορίες για σύγχυση και ασυνέπειες. Είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι 

ως αφετηρία τους σε αυτή τους την προσπάθεια έχουν τη γλώσσα και ειδικότερα την 

ερµηνεία του όρου «ακόλουθον» που εµφανίζεται στο κείµενο του Πάππου.  

Ο Knorr (1986, 339-370) εξ άλλου θεωρεί ότι ένα µέρος της θεωρητικής περι-

γραφής της ανάλυσης από τον Πάππο προέρχεται από προγενέστερες πηγές και ένα 

άλλο µέρος ανήκει σε αυτόν τον ίδιο, το σύνολο όµως της θεωρητικής περιγραφής 

είναι επηρεασµένο από τις φιλοσοφικές του δεσµεύσεις. Έτσι είναι πιθανό η θεωρη-

τική περιγραφή του να περιλαµβάνει τόσο στοιχεία που αντιτίθενται µεταξύ τους 

όσο και στοιχεία που δεν είναι συµβατά µε την πρακτική του. Κατά συνέπεια κρίνει 

ότι πρέπει να ασχοληθούµε περισσότερο µε τη µαθηµατική πρακτική του Πάππου 

και να µη δίνουµε υπερβολικό βάρος στην εισαγωγή 7ου βιβλίου της Συναγωγής ή 

στα αποσπάσµατα κάποιων σχολιαστών, και να προσπαθούµε µόνο από αυτά να ε-

ξάγουµε τη λογική δοµή και την κατεύθυνση της γεωµετρικής ανάλυσης. Στην ίδια 

κατεύθυνση, οι Berggren & Van Brummelen (2000, 9) εστιάζουν την προσοχή τους 

σε ερωτήµατα που σχετίζονται µε τη χρήση της γεωµετρικής ανάλυσης στη µαθηµα-
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τική πρακτική και συµφωνώντας µε την ερµηνεία των Hintikka & Remes αναφέ-

ρουν: «Κάποιος θα πρέπει από τα στοιχεία να αποδεχθεί το γεγονός ότι και η αναγω-

γή (αναζήτηση-έρευνα για προκείµενες) και ο παραγωγικός συµπερασµός (αναζήτη-

ση-έρευνα για συνέπειες) θεωρούνταν από τους αρχαίους συγγραφείς ως δραστηριό-

τητες που περιλαµβάνονται κάτω από τον τίτλο της ‘ανάλυσης’.» 

Κλείνοντας την ενότητα που αφορά τις µέχρι σήµερα υπάρχουσες ερµηνείες της 

γεωµετρικής ανάλυσης, τουλάχιστον σε ότι αφορά την κατεύθυνση της, αν και δεν 

υπάρχει οριστική απάντηση θα µπορούσαµε να πούµε ότι διακρίνουµε µια συµφωνία 

τουλάχιστον ανάµεσα στους πιο σύγχρονους ερευνητές, για την ύπαρξη αφενός 

στοιχείων και επιχειρηµάτων που στηρίζουν την ερµηνεία της ανάλυσης ως «προς τα 

πάνω πορείας» -αναζήτησης προκειµένων αλλά και άλλων στοιχείων και επιχειρη-

µάτων που στηρίζουν την ερµηνεία της ανάλυσης ως «προς τα κάτω πορεία» -

παραγωγική διαδικασία. Σε προγενέστερες εποχές, η αναγνώριση από τους υποστη-

ρικτές της µιας ή της άλλης ερµηνείας στοιχείων που δεν συµφωνούν µε τις θέσεις 

τους αλλά αντίθετα υποστηρίζουν την αντίθετη θέση, δεν υπήρξε καθόλου εύκολη 

υπόθεση και στην καλύτερη περίπτωση αυτά αντιµετωπίζονταν ως παρεµβολή ή πα-

ραφθορά των κειµένων αν δεν γινόταν προσπάθεια να αντιστραφούν ως επιχειρήµα-

τα. Έχοντας φτάσει όµως σήµερα στο σηµείο οι περισσότεροι µελετητές της ανάλυ-

σης να συµφωνούν ότι υπάρχουν στοιχεία και επιχειρήµατα τόσο για την «προς τα 

πάνω» όσο και για την «προς τα κάτω» πορεία στην ανάλυση, το επόµενο ιστοριο-

γραφικό ερώτηµα που πρέπει να απαντηθεί είναι πως αυτά είναι δυνατόν να συνυ-

πάρχουν και τι σηµαίνει αυτή η συνύπαρξή τους για την ερµηνεία της ανάλυσης. 

Μήπως δεν σηµαίνει απαραίτητα σύγχυση του Πάππου, ή προσπάθειά του να πα-

ρουσιάσει δύο διαφορετικές µορφές της µεθόδου, ή προσπάθεια συµβιβασµού ανά-

µεσα στις φιλοσοφικές του δεσµεύσεις και τη µαθηµατική πρακτική του; Μήπως θα 

µπορούσε να σηµάνει απλά την ύπαρξη δύο διαφορετικών µερών της ανάλυσης που 

το ένα λειτουργεί ως «προς τα πάνω» πορεία και το άλλο ως «προς τα κάτω» πορεία; 

Θα µπορούσε αυτή η ερµηνεία να επαληθευτεί µέσα από τις θεωρητικές περιγραφές 

αλλά και από τη µαθηµατική πρακτική των αναλύσεων που έφτασαν ως εµάς σήµε-

ρα; Μια τέτοια συνθετική ερµηνεία θα επιχειρήσουµε στη συνέχεια του κεφαλαίου. 

Μια ερµηνεία, η οποία εκτός από τα νέα στοιχεία και επιχειρήµατα θα χρησιµοποιή-

σει και θα συνθέσει στοιχεία και από τις δύο υπάρχουσες µέχρι σήµερα ερµηνείες, 

ιδωµένα όµως µέσα από µια νέα οπτική.  
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5.3.1.  Ανάδειξη στοιχείων από τις υπάρχουσες ερµηνείες της γεωµετρικής  

ανάλυσης τα οποία είναι χρήσιµα για τη δική µας ερµηνεία 

 

Οι υπάρχουσες ερµηνείες της γεωµετρικής ανάλυσης διαθέτουν σηµαντικά στοιχεία 

τα οποία θα µας είναι χρήσιµα στη συνέχεια προκειµένου να συνθέσουµε και να υ-

ποστηρίξουµε τις δικές µας θέσεις για τη γεωµετρική ανάλυση. Για το λόγο αυτό θα 

αναφερθούµε σε αυτά τα στοιχεία πιο διεξοδικά  

Όπως προαναφέραµε όσοι ερµηνεύουν την ανάλυση ως λογική παραγωγική δια-

δικασία στηρίζονται πέρα από τα συγκεκριµένα παραδείγµατα γεωµετρικής ανάλυ-

σης που έχουν σωθεί και στα δύο χωρία του Πάππου: (1ο)(634, 11-13) και (3ο)(634, 

26-636,14), τα οποία περιέχουν την έκφραση «διὰ τῶν ἑξῆς ἀκολούθων». Έκφραση 

την οποία αποδίδουν ως «through its logical consequences», δηλαδή ως «διαµέσου 

των λογικών συνεπειών της» που σηµαίνει για αυτούς απαραίτητα «πορεία προς τα 

κάτω». Αυτή ακριβώς η απόδοση έγινε αντικείµενο έντονης αµφισβήτησης από τον 

Cornford (1932, 47) ο οποίος θεώρησε ότι η έκφραση και ως συνέπεια αυτής η κα-

τεύθυνση της ανάλυσης παρανοήθηκε αξιοθρήνητα («was lamentably misunder-

stood») από όλους τους προγενέστερούς µελετητές και ότι κατά τη γνώµη του θα 

πρέπει να αποδοθεί ως «through the succession of sequent steps» που σηµαίνει «δια-

µέσου της συνεχούς σειράς των βηµάτων». Ερµηνεία που σηµαίνει κατά την άποψή 

του ότι, στο στάδιο της ανάλυσης η πορεία είναι «προς τα πάνω» σε αντίθεση µε 

αυτή της σύνθεσης που είναι «προς τα κάτω». Το επιχείρηµα όµως που χρησιµο-

ποίησε ο Conford για να υποστηρίξει την άποψή του ήταν τουλάχιστον ατυχές: «∆εν 

µπορείς να ακολουθήσεις την ίδια σειρά βηµάτων πρώτα προς τη µια κατεύθυνση, 

κατόπιν στην αντίθετη κατεύθυνση, και να και να φτάσεις σε λογικές συνέπειες και 

προς τις δύο κατευθύνσεις.» Επιχείρηµα το οποίο προφανώς δεν ισχύει στα Μαθη-

µατικά, όπου πολλές από τις προτάσεις αν όχι οι περισσότερες, µε τη προσθήκη ίσως 

κάποιων συνθηκών, αντιστρέφονται. Αυτό έδωσε την αφορµή για να δεχτεί η άποψη 

του Conford σφοδρές επιθέσεις7 και να µπει κατά κάποιο τρόπο στο περιθώριο µέχρι 

το 1974 που την υποστήριξαν εκ νέου οι Hintikka & Remes µε νέα επιχειρήµατα.  

Οι Hintikka & Remes (1974, 14) διατύπωσαν την άποψη ότι στον Πάππο ο όρος 

«ακόλουθον»:  

                                           
7  Με χαρακτηριστικότερη ίσως αυτή του Robinson (1936, 464). 
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…δεν σηµαίνει µια λογική συνέπεια, αλλά είναι ένας πολύ περισσότερο ασαφής 

όρος για το «οτιδήποτε αντιστοιχεί σε», ή καλύτερα «πηγαίνει µαζί µε» το επιθυ-

µητό αποτέλεσµα, τις προκείµενες από τις οποίες αυτό µπορεί να παραχθεί, ίσως 

µε την έννοια του να καθιστά κάποιον ικανό να παράγει συµπερασµατικά το απο-

τέλεσµα από αυτές. Για αυτό το λόγο η ερµηνεία µας «ακόλουθο» αντί για το συ-

νηθισµένο «συνέπεια».  

Οι Hintikka & Remes τεκµηρίωσαν την άποψή τους πολύ καλύτερα από τον 

Cornford χρησιµοποιώντας χωρία από τον Πάππο και άλλους συγγραφείς και σχο-

λιαστές, στα οποία γίνεται φανερό ότι ο όρος «ακόλουθον» όπου χρησιµοποιείται 

δεν έχει την έννοια της λογικής συνέπειας που ως τότε του είχαν αποδώσει. Παρατή-

ρησαν επίσης, ότι όπου ο Πάππος αναφέρεται σε µια λογική παραγωγική διαδικασία, 

χρησιµοποιεί τον όρο «συµβαίνει»8 και όχι τον όρο «ακολουθεί» κάτι που αποτέλεσε 

σηµαντικό επιχείρηµα υπέρ της άποψής τους. Σύµφωνα µε την ερµηνεία τους λοιπόν 

για τον όρο «ακόλουθον» και τη λειτουργία του στον Πάππο, αρκετές από τις προη-

γούµενες «ασυνέπειες –αντιθέσεις» του κειµένου µπορούσαν πλέον να ξεπεραστούν 

σε µεγάλο βαθµό. Για παράδειγµα το χωρίο (2) το οποίο έπρεπε κατά την άποψη του 

Mahoney να παραλειφθεί φαινόταν τώρα να επεξηγεί καλύτερα την προηγηθείσα 

σύντοµη «αρχική εκτίµηση» (initial account) της ανάλυσης από τον Πάππο στο χω-

ρίο (1). Το σηµαντικότερο όµως ήταν ότι µε την νέα ερµηνεία του όρου «ακόλου-

θον» τα λεγόµενα του Πάππου µπορούσαν πλέον να σηµαίνουν εκτός από µια λογι-

κή παραγωγική διαδικασία και µια «προς τα πάνω πορεία». Με την άποψη αυτή φαί-

νεται να συντάσσονται πλέον αρκετοί από τους σύγχρονους µελετητές όπως οι οι 

Berggren & Van Brummelen (2000, 9) οι οποίοι σε πρόσφατο άρθρο τους για την 

ανάλυση, παραθέτοντας σχετική θέση του Knorr (1986) που είναι στην ίδια κατεύ-

θυνση, αναφέρουν: 

…ο Knorr κάνει πολύ σωστά µεταφράζοντας τη φράση «αναζητώντας διαµέσου 

των συνεπειών» αντί του πιο συνηθισµένου «αναζητώντας διαµέσου των συνε-

πειών του», από τη στιγµή που η λέξη «του» δεν εµφανίζεται στα Ελληνικά. Ως 

εκ τούτου ο Πάππος δεν λέει προς ποια κατεύθυνση πάνε οι συνέπειες που αναζη-

τούµε.  

                                           
8  Hintikka & Remes (1974, 14) και Καρασµάνης (1993, 186). 
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Οι Hintikka & Remes (1974, 17-18) αναγνώρισαν ωστόσο ταυτόχρονα, ότι πολ-

λά ερωτήµατα σχετικά µε τη γεωµετρική ανάλυση, παρά το ξεκαθάρισµα του όρου 

«ακόλουθον», παραµένουν ακόµη ανοιχτά. Ένα από τα σηµεία που εκ πρώτης όψεως 

φαίνεται να αντιτίθεται στην ερµηνεία τους, όπως οι ίδιοι αναφέρουν, είναι οι τελευ-

ταίες γραµµές της «περιγραφής» (description) του Πάππου για την θεωρητική και 

προβληµατική ανάλυση αντίστοιχα9, οι οποίες απαιτούν είτε ανάλυση ως «προς τα 

κάτω πορεία», την οποία η ερµηνεία τους έχει απορρίψει, είτε αντιστρεψιµότητα της 

ανάλυσης. Επιπλέον θεωρούν ότι είναι διπλός ο χαρακτήρας της µεθόδου που «πε-

ριέγραψε» (described) ο Πάππος ως «ανάλυση» και το γεγονός αυτό αποτελεί πρό-

σκοµµα για µια απλή ερµηνεία της.10 Αναγνωρίζουν ότι η ερµηνεία του γενικού 

«χαρακτηρισµού» της «ανάλυσης» του Πάππου, µε τρόπο κυριολεκτικό (δηλαδή ως 

ανάλυση, κάτι που το έχουν κάνει και οι ίδιοι) έχει ως αποτέλεσµα τη µη αναγκαιό-

τητα της σύνθεσης. Από τα παραπάνω οι Hintikka & Remes καταλήγουν να ανα-

γνωρίσουν ότι η ερµηνεία τους για την ανάλυση του Πάππου ως µια «προς τα πάνω» 

κίνηση, αν και έχει αρκετά στοιχεία για να στηριχτεί, δεν επαρκεί.11 Καταλήγουν 

επίσης στην άποψη ότι η γενική «εκτίµηση» του Πάππου για την ανάλυση και τη 

σύνθεση δεν είναι µια πιστή αναπαραγωγή ούτε αυτού που ο ίδιος κάνει στη µαθη-

µατική πρακτική του ούτε αυτού που έκαναν άλλοι αρχαίοι µαθηµατικοί. Άρα ένας 

από τους στόχους τους παρακάτω είναι να «εναρµονίσουν» (reconcile) τη γενική 

«περιγραφή» της ανάλυσης του Πάππου µε την πραγµατική πρακτική των αρχαίων 

µαθηµατικών12. ∆ιατυπώνουν την άποψη ότι η «επίσηµη περιγραφή» του Πάππου 

                                           
9  «ἐὰν δὲ ψεύδει ὁµολογουµένῳ ἐντύχωµεν, ψεῦδος ἔσται καὶ τὸ ζητούµενον.» (636, 6-7) «ἐὰν δὲ 

ἀδυνάτῳ ὁµολογουµένῳ ἐντύχωµεν, ἀδύνατον ἔσται καὶ τὸ πρόβληµα.» (636, 13-14) Για τα 
συγκεκριµένα χωρία οι Hintikka & Remes (1974, 17) αναφέρουν: «Εδώ ο Πάππος φαίνεται να 
υποθέτει ότι η αλήθεια – ή, στην προβληµατική περίπτωση, η δυνατότητα - του ‘οµολογουµέ-
νου’ θα ακολουθήσει από την αλήθεια – ή τη δυνατότητα του ζητουµένου. Αυτή η υπόθεση θα 
προϋπέθετε είτε την ερµηνεία της ανάλυσης ως µιας προς τα κάτω κίνησης, η οποία διαγρά-
φηκε ήδη, ή αλλοιώς την αντιστρεψιµότητα της ανάλυσης.» 

10  Hintikka & Remes (1974, 17): «Αυτό που περικλείεται στην περιγραφή του είναι µια µέθοδος 
ανάλυσης και σύνθεσης, και όχι µια µέθοδος ανάλυσης µόνο.»  

11  Hintikka & Remes (1974, 17): «Ως εκ τούτου η ερµηνεία µας για την ανάλυση του Πάππου ως 
µια κίνηση προς τα πάνω, αν και υποστηρίζεται ισχυρά από µια προσεκτική ανάγνωση των 
στοιχείων, απλά δεν µπορεί να είναι όλη η ιστορία.»  

12  Θεωρούµε ότι µάλλον θα πρέπει οι σύγχρονοι µελετητές της ιστορίας των µαθηµατικών να 
προσπαθήσουµε να βελτιώσουµε τα εργαλεία που χρησιµοποιούµε και αφορούν τη γλώσσα 
και γενικότερα το πολιτισµικό και κοινωνικό πλαίσιο µέσα στο οποίο τα συγκεκριµένα κείµε-
να γράφτηκαν και λειτούργησαν, προκειµένου να βελτιώσουµε την κατανόησή µας ως προς τη 
µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης και την ερµηνεία µας ως προς τα λεγόµενα αλλά και την 
µαθηµατική πρακτική του Πάππου, πριν προσπαθήσουµε να τα «εναρµονίσουµε». 
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αντανακλά περισσότερο τη βαθιά γνώση του (his insight) στη συνολική λογική κα-

τάσταση, όπου ανάλυση σηµαίνει βασικά µια «προς τα πάνω» διαδικασία, παρά τη 

γεωµετρική πρακτική του η οποία παραπέµπει σε µια «προς τα κάτω» κίνηση καθώς 

και στο πρόβληµα της αντιστρεψιµότητας.13  

 

Αρκετές από τις υπόλοιπες απόψεις των Hintikka & Remes είναι επίσης ιδιαίτε-

ρα σηµαντικές για την ερµηνεία της γεωµετρικής ανάλυσης. Με άλλες από αυτές 

συµφωνούµε ενώ µε άλλες διαφωνούµε όπως θα µας δοθεί και παρακάτω η ευκαιρία 

να εξηγήσουµε. ∆εν µπορούµε όµως παρά να αναγνωρίσουµε ότι η εργασία των 

Hintikka & Remes αποτελεί σηµείο αναφοράς14 για τη γεωµετρική ανάλυση. Επίσης 

αρκετά στοιχεία από την ερµηνεία του Cornford για τη γεωµετρική ανάλυση θα είναι 

χρήσιµα για την ερµηνεία µας, για το λόγο αυτό θα αφιερώσουµε σε αυτά την επό-

µενη ενότητα.  

 

5.3.2.  Σηµαντικά στοιχεία από την ερµηνεία του Cornford  

για τη γεωµετρική ανάλυση  
 

Στην αρχαία παράδοση περιλαµβάνονται τρία χωρία που συνδέουν την ανακάλυψη 

της γεωµετρικής ανάλυσης και σύνθεσης µε τον Πλάτωνα και τον Λεωδάµαντα τον 

Θάσιο. Όπως σηµειώνει ο Καρασµάνης (1993, 174), στο πρώτο, από τον ∆ιογένη 

τον Λαέρτιο (ΙΙΙ, 24) αναφέρεται ότι ο Πλάτων «εισηγήσατο» στον Λεωδάµαντα τη 

µέθοδο της ανάλυσης. Στο δεύτερο, από τον Πρόκλο (Friedlein 1873, 211.18-23) 

αναφέρεται ότι ο Πλάτων δίδαξε («παραδέδωκεν») τη µέθοδο στον Λεωδάµαντα, ο 

οποίος όπως λένε, πραγµατοποίησε πολλές ανακαλύψεις στη γεωµετρία µέσω αυτής. 

Στο τρίτο, ο αρχαίος συγγραφέας του Academ. Philos. Index Herculanensis (ed 

                                           
13  Μια άποψη την οποία σε γενικές γραµµές θα διατηρήσουν µέχρι τέλους, γιατί µάλλον τους 
είναι απαραίτητη για να καλύψουν κάποια από τα ερωτήµατα τα οποία ήδη έχουν αναγνωρίσει 
ότι παραµένουν ανοιχτά: «Έχει ήδη γίνει κατανοητό ότι η γενική συζήτηση του Πάπ-
που…είναι µόνο µια ατελής αναπαράσταση της πολύ περισσότερο πολύπλοκης δοµής των 
πραγµατικών αναλύσεων, όπως απαντώνται στη µαθηµατική πρακτική. Υπό το φως αυτής της 
περισσότερο πολύπλοκης δοµής, η δήλωση του Πάππου που αφορά την ανεπιτυχή ανάλυση 
γίνεται απόλυτα κατανοητή. (Hintikka & Remes, 1974, 78-79)  

14  Είναι χαρακτηριστικό το γεγονός ότι ο J.L.Berggren (1984), στο (review) άρθρο του «History 
of Greek Mathematics: A Survey of Recent Research», σχετικά µε τη µέθοδο της γεωµετρικής 
ανάλυσης, αναφέρει τις εργασίες των Mahoney(1968) και Hintikka & Remes (1974), ως τις 
δύο σηµαντικότερες κατά τη γνώµη του εργασίες που αφορούν την ανάλυση. Για τη δεύτερη 
ειδικότερα αναφέρει: «…η εργασία είναι µια προσπάθεια να χρησιµοποιήσουν τη φιλοσοφία 
των µαθηµατικών για να ρίξουν φως σε ιστορικά ερωτήµατα, µια προσέγγιση που είναι πε-
ρισσότερο κοινή αλλού στην ιστορία της επιστήµης.» 
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Meckler, 17) µιλά για τη γέννηση της ανάλυσης στα χρόνια του Πλάτωνα χωρίς ό-

µως να την αποδίδει σ’ αυτόν τον ίδιο.  

Με αφετηρία τα παραπάνω χωρία, που συνδέουν την ανάλυση µε τον Πλάτωνα, 

ξεκίνησε και στη συνέχεια υποστηρίχθηκε από τον Cornford, µια αρκετά διαφορετι-

κή ερµηνεία για τη µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης. Η ερµηνεία του Cornford για 

τη γεωµετρική ανάλυση περιλαµβάνεται στο άρθρο του µε τίτλο «Mathematics and 

Dialectic in the Republic VI-VII». Στο άρθρο αυτό εκτός από την άποψή του για τον 

όρο «ακόλουθον» και την «προς τα πάνω πορεία» στην ανάλυση που προαναφέραµε, 

διατυπώνει και αρκετές άλλες ενδιαφέρουσες απόψεις, που αφορούν άµεσα ή έµµε-

σα τη γεωµετρική ανάλυση τις οποίες θα παρουσιάσουµε στη συνέχεια. Ειδικότερα 

διερευνά τη σχέση του Πλάτωνα µε την ανάλυση, αναδεικνύει τη ενορατική ικανό-

τητα (intuition) ως σηµαντικό εργαλείο του διαλεκτικού και διακρίνει το επίπεδο της 

«νόησης» στο οποίο λειτουργεί ο διαλεκτικός-ερευνητής κατά τον Πλάτωνα από το 

επίπεδο της «διάνοιας» στο οποίο λειτουργεί ο δάσκαλος. 
 

 

 

Στο άρθρο του ο Cornford θέτει αρχικά δύο στόχους: 1ον) να οριοθετήσει τα 

τµήµατα της ψυχής (του «νοητού») που ο Πλάτων (511D) διακρίνει µε τους όρους 

«νόηση» και «διάνοια» αναφερόµενος στα πεδία των µαθηµατικών και της διαλεκτι-

κής και 2ον) να κάνει σαφέστερο το σχήµα του Πλάτωνα στην Πολιτεία που αφορά 

την ανώτατη εκπαίδευση (higher education) διακρίνοντας σε αυτό δύο προγράµµα-

τα: το ένα της εκπαίδευσης και το άλλο της έρευνας.  

Στα πλαίσια του πρώτου στόχου θα αναφερθεί σε τέσσερα στοιχεία της διάκρι-

σης «νόηση» – «διάνοια»: α) στα αντικείµενα, β) στις µεθόδους της κάθε διαδικασί-

ας, γ) στις κινήσεις της σκέψης, παραγωγικές και ενορατικές (deductive and intui-

tive) όπως αυτές εµφανίζονται στις διαδικασίες και δ) στις καταστάσεις του πνεύ-

µατος (mind) που είναι χαρακτηριστικές για τον µαθηµατικό και τον ολοκληρωµένο 

διαλεκτικό. Αναπτύσσοντας το τρίτο στοιχείο ο Cornford, δηλαδή τις δύο κινήσεις 

της σκέψης, υποστηρίζει ότι ο Πλάτων µε τον όρο «νόηση» (κατά µια έννοια) εννοεί 

την «προς τα πάνω» πορεία-κίνηση της ενόρασης (intuition) και µε τον όρο «διά-

νοια» την «προς τα κάτω κίνηση» της αιτιολόγησης σε παραγωγικό επιχείρηµα.15 Ο 

Πλάτων αντιλήφθηκε ότι ο νους πρέπει να έχει τη δύναµη να κάνει βήµατα ή άλµατα 

                                           
15  Cornford (1932, 43): «…νόηση (υπό µία έννοια) σηµαίνει την προς τα πάνω κίνηση της ενό-
ρασης, διάνοια (υπό µια έννοια) σηµαίνει την προς τα κάτω κίνηση της αιτιολόγησης στο πα-
ραγωγικό επιχείρηµα…»  
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τα ή άλµατα προς τα πάνω, δηλαδή από το συµπέρασµα προς τις προκείµενες που 

υπονοούνται από αυτό. Οι αλήθειες που προηγούνται, δεν µπορούν να εξαχθούν πα-

ραγωγικά ή να αποδειχθούν από το συµπέρασµα. Πρέπει να γίνουν αντιληπτές –

συλληφθούν νοητικά («άψασθαι», 511Β) µε µια πράξη αναλυτικής διείσδυσης (ana-

lytical penetration), δηλαδή µια αναρρίχηση. Αυτή ακριβώς η «προς τα πάνω» κίνη-

ση ήταν το κοινό στοιχείο, κατά τον Cornford, που έκανε µάλλον τον Πρόκλο να 

συνδέσει τη µέθοδο της διαλεκτικής αναρρίχησης (dialectical ascent) του Πλάτωνα16 

µε τη µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης. Μια σύνδεση η οποία σύµφωνα µε τον 

Heath (1921, τοµ.Ι, 291) οφείλεται σε παρανόηση γιατί το επίτευγµα του Πλάτωνα 

ήταν µόνο: «…να παρατηρήσει τη µεγάλη σηµασία … της βεβαιωτικής σύνθεσης 

που ακολουθεί την ανάλυση.» Ο Cornford µε τη σειρά του, συµφωνεί ότι ο Πλάτω-

νας δεν επινόησε κυριολεκτικά τη µέθοδο της ανάλυσης, αλλά ταυτόχρονα θεωρεί 

ότι θα µπορούσε κάποιος να πει κάτι τέτοιο, µε την ίδια έννοια που θα µπορούσε κά-

ποιος να πει ότι ο Αριστοτέλης «επινόησε» το συλλογισµό· δηλαδή ήταν ο πρώτος 

που αναστοχάστηκε πάνω στη διαδικασία της σκέψης που γίνεται στην ανάλυση και 

την περιέγραψε σε αντίθεση µε τη διαδικασία της σύνθεσης. Σύµφωνα µε τα αποτε-

λέσµατα αυτού του αναστοχασµού κατά τον Cornford, στη θεώρησή του για τη δια-

λεκτική αναρρίχηση (dialectical ascent) ο Πλάτωνας ουσιαστικά περιγράφει την 

«προς τα πάνω» κίνηση της σκέψης η οποία φανερώνεται στη γεωµετρική ανάλυση.  

Μια από τις σηµασίες17 αυτού που ο Πλάτων ονοµάζει «νόηση» –το ανώτερο 

από τα δύο µέρη του «νοητού»- φαίνεται να είναι η ενόραση (intuition) η οποία χρη-

σιµοποιείται σε αυτό το άλµα της σκέψης προς τα πάνω. Αυτή την έννοια της «νόη-

σης» ο Cornford την εξάγει από τις µεταφορές και τους όρους που ο Πλάτων χρησι-

µοποιεί στις περιγραφές του όπως είναι: «άψασθαι, κατιδείν, θεάσθαι..». Το σηµα-

ντικό κατά τη γνώµη του δεν είναι το όνοµα αλλά η αναγνώριση αυτής της ενορατι-

κής (intuitive) κίνησης. Η «προς τα κάτω» ή παραγωγική αιτιολόγηση φανερώνεται 

για τη «διάνοια» αντίστοιχα από εκφράσεις που χρησιµοποιούνται για αυτήν όπως: 

«πορευοµένη» (510Β) και «διεξιόντες τα λοιπά» (510D). 

                                           
16  Έχει αναφερθεί προηγουµένως στην «υποθετική µέθοδο» που εµφανίζεται στον Πλατωνικό 
διάλογο Μένων, 86. Για µια πληρέστερη και εµπεριστατωµένη συσχέτιση των Πλατωνικών 
διαλόγων µε τη γεωµετρική ανάλυση, θα αναφερθούµε παρακάτω στη διδακτορική διατριβή 
του Β. Καρασµάνη: «The Hypothetical method in Plato’s Middle Dialogues», Oxford Univer-
sity, 1987.  

17  Cornford (1932, 47-48): «ενόραση…είναι µια από τις σηµασίες της νόησης.»  
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Το σηµαντικό στις θέσεις του Cornford µέχρι εδώ που είναι και χρήσιµο για τη 

δική µας ερµηνεία, είναι ότι διατυπώνει µε ρητό τρόπο τη σχέση της διαλεκτικής του 

Πλάτωνα µε την ανάλυση αλλά και αναδεικνύει µέσω αυτής και της ερµηνείας του 

για το «ακόλουθον», το σηµαντικότερο ίσως στοιχείο της γεωµετρικής ανάλυσης, 

που είναι η ενορατική ικανότητα του γεωµέτρη-ερευνητή. Ικανότητα την οποία χρη-

σιµοποιεί ως εργαλείο στην «προς τα πάνω κίνηση», στην κατεύθυνση της ανακά-

λυψης της δοµής του προβλήµατος.  

Σηµαντικό είναι επίσης το ότι ο Cornford εντοπίζει και επισηµαίνει τη «νόηση» 

ως το «ανώτερο τµήµα του νοητού» που αυτά λαµβάνουν χώρα, «επίπεδο όµως στο 

οποίο δε φτάνουν όλοι» όπως τονίζει παρακάτω, αναλύοντας το τέταρτο στοιχείο 

(states of mind) της διάκρισης «νόησης» – «διάνοιας», αλλά µόνο οι φιλόσοφοι-

ερευνητές. Αυτό γίνεται φανερό στην Πολιτεία (511 C-D) σύµφωνα µε τον 

Conrnford (1932, 50), όταν ο Γλαύκων κατανοεί ότι όσα αποκαλύπτονται µε τη δια-

λεκτική επιστήµη του «όντος» και του «νοητού» είναι σαφέστερα από τις άλλες που 

λένε (µαθηµατικές) τέχνες, αφού οι υποθέσεις τους είναι τα θεµέλια:  

και ότι παρόλο που οι µαθητές υποχρεώνονται κατά τη µελέτη αυτών των τεχνών 

να χρησιµοποιήσουν αφαιρετική αιτιολόγηση (διανοίᾳ) και όχι τις αισθήσεις, α-

κόµη, επειδή συνεχίζουν-προχωρούν από τις υποθέσεις χωρίς να πηγαίνουν προς τα 

επάνω προς µια πρώτη αρχή, αυτοί δεν νοµίζεις ότι έχουν νου (νοῦν οὐκ ἴσχειν), 

µολονότι τα αντικείµενά τους µπορεί να είναι αντικείµενα του νου και συνδέονται 

µε µια πρώτη αρχή (καίτοι νοητῶν ὄντων µετὰ ἀρχῆς). Σε κατανοώ να περιγράφεις 

την κατάσταση του πνεύµατος (ἕξιν) των γεωµετρών (γεωµετρικῶν) και των άλλων 

µαθηµατικών όχι ως νου (νοῦν) αλλά ως διάνοια (διάνοιαν), θεωρώντας τη διάνοια 

(διάνοιαν) ως κάτι ανάµεσα στη δοξασία και το νου (νοῦ) (511C-D).18  

 

Αναφέραµε ότι δεύτερος στόχος της εργασίας του Cornford, είναι να κάνει σα-

φέστερο το σχήµα του Πλάτωνα που αφορά την ανώτατη εκπαίδευση. Άποψή του 

είναι ότι ανάµεσα στην εκπαίδευση και την έρευνα µπορεί να γίνει διάκριση σύµφω-

να µε τον Πλάτωνα αλλά όχι διαχωρισµός· ο ερευνητής συνεχίζει πάντα να µαθαίνει 

                                           
18  Ο «χωρισµός» του Πλάτωνα θυµίζουµε ότι είναι: «νους, διάνοια, δόξα, εικασία». Είναι ίσως 
χαρακτηριστικό ότι τόσο σε αυτό το χωρίο όσο και στο 526 D 5 όπου ο Πλάτωνας αναφέρεται 
σε αυτούς που ασκούν την τέχνη της γεωµετρίας σε αντιδιαστολή µε τους διαλεκτικούς –
φιλοσόφους – ερευνητές τους αποκαλεί «γεωµετρικούς» και όχι γεωµέτρες. 
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και στην επικοινωνία των αποτελεσµάτων του διδάσκει.19 ∆ιάκριση η οποία είναι 

επίσης χρήσιµη για την ερµηνεία µας. Για να τεκµηριώσει την άποψή του ο Cornford 

αρχικά παραθέτει συνοπτικά το αναλυτικό πρόγραµµα της Μαθηµατικής εκπαίδευ-

σης όπως παρουσιάζεται στο 7ο κεφάλαιο της Πολιτείας (536D-537C). Τα στάδια 

της εκπαίδευσης µέχρι του σηµείου που αρχίζει η διαλεκτική έχουν ως εξής όπως 

αναφέρει: 1) η βασική εκπαίδευση στη µουσική και τη γυµναστική η οποία έχει πε-

ριγραφεί στα κεφάλαια ΙΙ και ΙΙΙ της Πολιτείας, 2) η µαθηµατική «προπαιδεία» στη 

διαλεκτική των παιδιών πρέπει να έχει ολοκληρωθεί µέχρι την ηλικία των 17-18 ε-

τών µε τη µορφή παιχνιδιού και όχι µε καταναγκασµό (536D-537A), 3) κατόπιν α-

κολουθούν δύο έως τρία χρόνια άσκησης του σώµατος η οποία είναι αρκετά κοπια-

στική για να επιτρέπει ταυτόχρονα και πνευµατική προσπάθεια (537Β) και 4) στην 

ηλικία των 20 ένας αριθµός επιλεγµένων παιδιών που θα έχουν διακριθεί προηγου-

µένως θα προωθηθούν σε µια δεκάχρονη µελέτη των ίδιων µαθηµάτων που τους έγι-

ναν σκόρπια («χύδην µαθήµατα») µε ένα τρόπο συνολικό και συνοπτικό («συνακτέ-

ον εις σύνοψιν») ώστε να µπορούν εύκολα να διακρίνουν τη σχέση που έχουν οι επι-

στήµες µεταξύ τους αλλά και µε τη φύση του όντος-πραγµατικότητας (537C). Μόνο 

µε αυτό τον τρόπο θα στερεωθούν («βέβαιος») µέσα τους οι γνώσεις που θα απο-

κτήσουν. Επιπλέον αυτή η διαδικασία θα αποκαλύψει ποιοι από αυτούς είναι ικανοί 

να προχωρήσουν στη διαλεκτική· γιατί ο ικανός να αντιλαµβάνεται µε µια µατιά τη 

συνάφεια, είναι διαλεκτικός, κάθε άλλος όµως όχι. Αυτή η ίδια δεκαετής διαδικασία 

έχει περιγραφεί πρώτη φορά κατά τον Cornford στο 531C-D όπου έχει διατυπωθεί η 

άποψη ότι θα είναι επιτυχής και χρήσιµη µόνο αν οδηγήσει στη γνωριµία και τον 

αναστοχασµό της συγγένειας και της στενής σχέσης και επίδρασης που έχουν µεταξύ 

τους όλες αυτές οι επιστήµες που διδάχθηκαν. Αλλά το µεγάλο αυτό χρονικό διά-

στηµα που απαιτείται, κατά τον Cornford υπονοεί ότι οι ώριµοι αυτοί µαθητές θα 

εισαχθούν στα αποτελέσµατα της προχωρηµένης µαθηµατικής έρευνας.  

Την πρώτη αυτή αναφορά στη «συνοπτική» µελέτη των µαθηµατικών και των 

άλλων επιστηµών (531D), ακολουθεί µια προκαταρκτική περιγραφή της διαλεκτικής 

(της ηθικής) ως το τελικό στάδιο της εκπαίδευσης. Στο στάδιο αυτό βέβαια δεν φτά-

νουν όλοι όσοι έφτασαν στο προηγούµενο αντίθετα φτάνουν πολύ λίγοι. Η προκα-

ταρκτική αυτή περιγραφή απορρίπτει όσους δεν είναι ικανοί «να δώσουν και να α-

                                           
19  Cornford (1932, 173). 
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ποδεχθούν το λόγο» για το κάθε τι που χρησιµοποιούν ως «υπόθεση».20 Στη συνέ-

χεια κατά τον Cornford (1932, 176), ο Πλάτων περιγράφει συνοπτικά δύο διαφορε-

τικά είδη και µεθόδους για έρευνα, στο πεδίο των µαθηµατικών (533Α-534Β) και 

της ηθικής αντίστοιχα (534B-D).  

Αυτό που είναι σηµαντικό και ενδιαφέρον και για τη δική µας ερµηνεία της γεω-

µετρικής ανάλυσης είναι το πρώτο είδος, η «∆ιαλεκτική στην Μαθηµατική Έρευνα». 

Σε αυτή την ενότητα, σύµφωνα µε τον Conford, ο Πλάτων δίνει µια ταξινόµηση των 

τεχνών και επιστηµών κατά σειρά αξίας· περιγράφει την τελειοποίηση της µαθηµατι-

κής επιστήµης µε τη διαλεκτική κριτική των υποθέσεων που χρησιµοποιεί και ανα-

βιώνει την αντίθεση ανάµεσα στην υπάρχουσα κατάσταση του πνεύµατος του µαθη-

µατικού («διάνοια») και την υψηλότερη κατάσταση της φωτισµένης κατανόησης, που 

προηγουµένως ονόµασε «νόηση» (νούν έχειν) και τώρα ονοµάζει «επιστήµη». Η γενι-

κή ιδέα του κειµένου σύµφωνα µε τον Cornford (1932, 176-177) είναι ότι:  

Η δύναµη της διαλεκτικής µόνο µπορεί να αποκαλύψει την αλήθεια σε κάποιον 

ειδικευµένο στη µαθηµατική επιστήµη: δεν υπάρχει άλλος τρόπος. Κανείς δεν θα 

αρνηθεί ότι τα µαθηµατικά (όπως διδάσκονται παραγωγικά στην προπαιδεία) δεν 

επαρκούν για να οδηγήσουν στο πιάσιµο της αληθινής φύσης των αντικειµένων 

της· απαιτείται κάποια άλλη µέθοδος. Καµιά από τις υπόλοιπες υπάρχουσες «τέ-

χνες» δεν θα χρησιµεύσει· κάποιες ασχολούνται µε τις ανθρώπινες δοξασίες και 

επιθυµίες, άλλες µε την παραγωγή φυσικών ή τεχνητών πραγµάτων, ή µε τη συ-

ντήρησή τους όταν παραχθούν. (Αυτό καλύπτει όλες τις τέχνες που ασκούνται 

στον κόσµο των αισθητών: οι καλές (µιµητικές) τέχνες, γεωργία, µεταποίηση, ια-

τρική, γυµναστική, κ.ά.). Αποµένουν µαθηµατικά-γεωµετρία και οι υπόλοιπες. 

Αυτές οι «τέχνες» έχουν περιγραφεί ως «να έρχονται σε κάποια επαφή µε το κα-

θαυτό όν», αλλά παρατηρούµε ότι είναι σε ένα είδος ονείρου και δεν µπορούν να 

δουν την πραγµατικότητα στον ξύπνο τους, όσο οι υποθέσεις που χρησιµοποιούν 

επιτρέπεται να παραµένουν ανέγγιχτες και οι µαθηµατικοί δεν µπορούν να δώ-

σουν λόγο για αυτές. Η αληθινή πρώτη αρχή είναι ακόµη άγνωστη, και τα συµπε-

ράσµατα και η συνολική δοµή (της παραγωγικής απόδειξης) αποτελούνται από 

στοιχεία που δεν είναι γνωστά. «Πώς µπορεί µια τέτοια οµολογία (ὁµολογίαν) να 

                                           
20  «Ἀλλὰ δή, εἶπον, µὴ δυνατοὶ οἵτινες δοῦναί τε καὶ ἀποδέξασθαι λόγον εἴσεσθαί ποτέ τι ὧν 

φαµεν δεῖν εἰδέναι;» Πολιτεία (531Ε 4-5)  
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ονοµαστεί γνώση (ἐπιστήµην);» Μονάχα η διαλεκτική µέθοδος προχωρά αναιρώ-

ντας τις υποθέσεις (τὰς ὑποθέσεις ἀναιροῦσα), προς την πρώτη αρχή, µε σκοπό 

να τις βεβαιωθεί (ἵνα βεβαιώσηται). Χρησιµοποιεί τα µαθηµατικά ως αρωγό στο 

έργο της που είναι να καθαρίσει το µάτι της ψυχής και να το τραβήξει απαλά προς 

τα πάνω. Αλλά οι µαθηµατικές «τέχνες» στην παρούσα τους κατάσταση δεν θα 

έπρεπε να καλούνται επιστήµες (ἐπιστήµας). Η κατάσταση του πνεύµατος κά-

ποιου που µόνο µελετά υπάρχοντα µαθηµατικά είναι απλή διάνοια – πιο καθαρή 

από τη «δοξασία», αλλά πιο σκοτεινή από την γνώση (ἐπιστήµης).  
 

Κλείνοντας την αναφορά µας στον Cornford, θα συνοψίσουµε τις δύο πιο ενδια-

φέρουσες για τη δική µας ερµηνεία απόψεις του για τη γεωµετρική ανάλυση, που 

έχουν ως αφετηρία την Πολιτεία του Πλάτωνα: α) Η γεωµετρική ανάλυση είναι η 

διαλεκτική έρευνα στο πεδίο της γεωµετρίας, που πραγµατοποιείται στο επίπεδο της 

«νόησης», το ανώτερο τµήµα του «νοητού» κατά τον Πλάτωνα και β) την έρευνα 

αυτή δεν µπορούν να τη διεξάγουν όσοι απλώς ασχολούνται και γνωρίζουν γεωµε-

τρία, όπως είναι λ.χ. οι δάσκαλοι ή οι µαθητές, οι οποίοι λειτουργούν στο επίπεδο 

της «διάνοιας», αλλά µόνον όσοι είναι ικανοί να φτάνουν στο επίπεδο της «νόησης», 

δηλαδή να κάνουν έρευνα µε τη διαλεκτική µέθοδο. Αυτό σηµαίνει ότι έχοντας ειδι-

κευτεί στη γεωµετρία, είναι σε θέση να προχωρούν και να αποκαλύπτουν την αλή-

θεια πέρα από τις «υποθέσεις» που οι άλλοι θεωρούν ως θεµέλια.  

Στο σηµείο αυτό θυµίζουµε ότι έχουµε συναντήσει και αναδείξει τη σύνδεση της 

γεωµετρικής ανάλυσης µε τη «νόηση» εν γένει21 και προηγουµένως στη διατριβή 

µας, µέσα από το κείµενο του Μαρίνου του Φιλοσόφου για τα ∆εδοµένα, όπου είχα-

µε παρατηρήσει τη σύνδεση ανάµεσα στο στωικό όρο «κατάληψις» µε το «δεδοµέ-

νον» του Ευκλείδη. Εκεί στα πλαίσια της προσπάθειας ουσιαστικής κατανόησης της 

ορολογίας «δοθέν»– «δεδοµένον», είχαµε επισηµάνει ότι ο Μαρίνος επιµένει και 

αναδεικνύει την άµεση σχέση του κεντρικού όρου της γεωµετρικής ανάλυσης, του 

«δεδοµένου», µε την ενέργεια της νόησης του γεωµέτρη–ερευνητή, που έχει προη-

γηθεί πριν κάτι χαρακτηριστεί ως έγκυρο ερευνητικό αποτέλεσµα δηλαδή επιστηµο-

νική γνώση. Στην επόµενη ενότητα θα διερευνήσουµε περαιτέρω τη σχέση της γεω-

µετρικής ανάλυσης µε τη «νόηση» και τον γεωµέτρη – ερευνητή – επιστήµονα.  

                                           
21  Η έννοια της «νόησης», όπως αυτή τροποποιείται από τον Πλάτωνα στον Αριστοτέλη και στη 
συνέχεια στον Πάππο και τον Μαρίνο.  
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5.4.  Σύνδεση της γεωµετρικής ανάλυσης µε τη «νόηση»  

και τον γεωµέτρη – ερευνητή  
 

Η θέση που θα υποστηρίξουµε σε αυτήν την ενότητα είναι ότι η γεωµετρική α-

νάλυση (τόσο το «transformation» όσο και το «resolution») πραγµατοποιείται στο 

επίπεδο της «νόησης» και αφορά µόνο τους γεωµέτρες – ερευνητές. Σε αυτή µας τη 

θέση φαίνεται να συµφωνούν ο Πλάτων, ο Αριστοτέλης, ο Πάππος, ο Μαρίνος και ο 

Άραβας µαθηµατικός Ibrahim ibn Sinan (9ος αιώνας).  
 

5.4.1.  Ο Αριστοτέλης και η «ενέργεια της νόησης»  

στην «εύρεση» των µαθηµατικών «διαγραµµάτων»  
 

Εκτός από τον Πλάτωνα ο οποίος συνδέει όπως είδαµε τη γεωµετρική ανάλυση 

µε τη «νόηση» και την έρευνα στα µαθηµατικά, ο Αριστοτέλης συνδέει επίσης τη 

«νόηση» µε την ανάλυση («ευρετική»).  

Ο Αριστοτέλης αναφέρεται στην ανάλυση22 στο έργο του Ηθικά Νικοµάχεια πα-

ροµοιάζοντάς την µε τη σκέψη – περίσκεψη («βούλευση»). Παροµοιάζει δηλαδή την 

«προς τα πίσω» διαδικασία σκέψης για την λύση ενός πρακτικού προβλήµατος µε 

την ανάλυση ενός µαθηµατικού «διαγράµµατος», όπου το τελευταίο βήµα της ανά-

λυσης γίνεται το πρώτο στη «γένεση» που ακολουθεί: 
ὁ γὰρ βουλευόµενος ἔοικε ζητεῖν καὶ ἀναλύειν τὸν εἰρηµένον τρόπον ὥσπερ 

διάγραµµα … καὶ τὸ ἔσχατον ἐν τῇ ἀναλύσει πρῶτον εἶναι ἐν τῇ γενέσει.  

Ο Αριστοτέλης περιγράφει επίσης τη διαδικασία ανάλυσης23 ενός µαθηµατικού 

«διαγράµµατος» στο χωρίο 1051α 21-33 των Μετά τα Φυσικά24 : 

                                           
22  Το χωρίο 1112β 22-26 από τα Ηθικά Νικοµάχεια είναι ίσως η χαρακτηριστικότερη αναφορά 
του Αριστοτέλη στην ανάλυση και αναφέρεται στις εργασίες όλων όσων έχουν κατά καιρούς 
ασχοληθεί µε τη γεωµετρική ανάλυση. Ένα επίσης χαρακτηριστικό χωρίο του Αριστοτέλη, το 
οποίο αναφέρεται στην ανάλυση και περιλαµβάνει τη «νόηση» είναι κατά τον Gulley (1958, 
7-8) το 1227β 31-33 από τα Ηθικά Ευδήµεια: «εἰ ἔστι τὸ τρίγωνον δύο ὀρθαί, ἀνάγκη τοδὶ 
εἶναι. τῆς µὲν οὖν νοήσεως ἀρχὴ τὸ τέλος, τῆς δὲ πράξεως ἡ τῆς νοήσεως τελευτή.» 

23  Ο Heath (1949, 216-217), αµφισβητεί το ότι ο Αριστοτέλης στο χωρίο αυτό αναφέρεται στη 
γεωµετρική ανάλυση λέγοντας: «…δεν υπάρχει αναφορά στη µέθοδο της µαθηµατικής ανά-
λυσης.» Αν αποδεχθούµε αυτό που λέει, τότε µε τη µετάφραση του χωρίου στις πρώτες πέντε 
γραµµές που κάνει ο ίδιος ο Heath, φτάνουµε στο συµπέρασµα ότι η «δύναµη» προηγείται της 
«ενέργειας» (ως «ενέργεια» επεξηγεί ότι θεωρεί την πραγµατική κατασκευή της βοηθητικής 
ευθείας) και ως προς την έννοια και ως προς το χρόνο, κάτι που είναι εντελώς αντίθετο σε 
σχέση µε αυτά που υποστηρίζει ο Αριστοτέλης στο Θ8, αλλά δε συµφωνούν και µε το σχο-
λιασµό του Ross για το σύνολο του χωρίου όπως θα δούµε παρακάτω. Οι Cornford (1932, 44-
45), Gulley (1958, 7-8), Hintikka & Remes (1974, 2,4, 86, 87, 89 και 95) και Καρασµάνης 
(1993, 184) συµφωνούν όµως ότι πρόκειται για γεωµετρική ανάλυση και αναφέρονται στο 
συγκεκριµένο χωρίο µε αυτόν τον τρόπο.  

24  Μετάφραση Κ.∆. Γεωργούλης (1973), Αριστοτέλους Πρώτη Φιλοσοφία, «Τα Μετά τα Φυσικά».  
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Ακόµη και οι γεωµετρικές κατασκευές ανακαλύπτονται έπειτα από ενέργεια· 

γιατί τις ανακαλύπτουν διαιρώντας τα σχήµατα· αν ήταν δα τα σχήµατα διηρηµέ-

να θα ήταν φανερή η κατασκευή. Στην πραγµατικότητα όµως ενυπάρχει µέσα στο 

αδιαίρετο σχήµα η κατασκευή δυναµικά. Γιατί οι γωνίες του τριγώνου ισούνται 

µε δύο ορθές; Γιατί οι γωνίες που σχηµατίζονται γύρω από ένα σηµείο είναι ίσες 

µε δύο ορθές. Εάν λοιπόν ήταν φερµένη η παράλληλη προς τη µια πλευρά του 

τριγώνου γραµµή µε την πρώτη µατιά θα ήταν το πράγµα φανερό. Γιατί είναι η 

µέσα σε ηµικύκλιο γωνία γενικά ορθή; η αιτία είναι το να έχουµε τρεις γραµµές 

ίσες δηλ. δύο ίσες γραµµές που φτιάνουν τη βάση των τριγώνων και τρίτη ίση 

γραµµή που υψώθηκε επάνω στη βάση από τη µέση της βάσης. Με πρώτη µατιά 

όποιος από τη σχέση εκείνη είδηση έχει καταλαβαίνει την αιτία, ώστε τα δυνάµει 

όντα τα ανακαλύπτουµε αφού τα ανάγουµε στην ενέργεια. Αίτιο δα είναι ότι η 

ενέργεια είναι νόηση· ώστε η δύναµη βγαίνει από την ενέργεια· και γι’ αυτό µα-

θαίνει κανείς χρησιµοποιώντας ενεργητική δηµιουργική συµπεριφορά· εννοείται 

ότι η κατ’ αριθµητική ατοµικότητα θεωρηµένη ενέργεια είναι κατά τη γένεση υ-

στερώτερη.25  

Στο χωρίο αυτό ο Αριστοτέλης αναφέρει ότι «εὑρίσκεται» τα µαθηµατικά δια-

γράµµατα «ἐνεργείᾳ», και διευκρινίζει παρακάτω το λόγο: «αἴτιον δὲ ὅτι ἡ νόησις 

ἐνέργεια». ∆ηλαδή η «νόηση» του γεωµέτρη-ερευνητή, η πραγµατικότητα της σκέ-

ψης του είναι η πραγµατικότητα στην οποία «ευρίσκονται» – ανακαλύπτονται οι γε-

ωµετρικές κατασκευές – αποδείξεις. Άποψη η οποία φαίνεται να συµφωνεί µε τις 

προηγούµενες του Πλάτωνα για τη «νόηση» ως επίπεδο του «νοητού» στο οποίο γί-

νεται η έρευνα, αλλά προχωρά χαρακτηρίζοντας τη «νόηση» ως «ενέργεια». Στην 

ανάλυση και το σχολιασµό του παραπάνω χωρίου θα βασιστούµε σε µεγάλο βαθµό 

στον W.D. Ross (1924, τόµ. ΙΙ, 267-273) ο οποίος αρχίζει επισηµαίνοντας ότι:  

                                           
25  «εὑρίσκεται δὲ καὶ τὰ διαγράµµατα ἐνεργείᾳ· διαιροῦντες γὰρ εὑρίσκουσιν. εἰ δ᾽ ἦν διῃρηµένα, 

φανερὰ ἂν ἦν· νῦν δ᾽ ἐνυπάρχει δυνάµει. διὰ τί δύο ὀρθαὶ τὸ τρίγωνον; ὅτι αἱ περὶ µίαν 
στιγµὴν γωνίαι ἴσαι δύο ὀρθαῖς. εἰ οὖν ἀνῆκτο ἡ παρὰ τὴν πλευράν, ἰδόντι ἂν ἦν εὐθὺς δῆλον 
διὰ τί. ἐν ἡµικυκλίῳ ὀρθὴ καθόλου διὰ τί; ἐὰν ἴσαι τρεῖς, ἥ τε βάσις δύο καὶ ἡ ἐκ µέσου 
ἐπισταθεῖσα ὀρθή, ἰδόντι δῆλον τῷ ἐκεῖνο εἰδότι. ὥστε φανερὸν ὅτι τὰ δυνάµει ὄντα εἰς 
ἐνέργειαν ἀγόµενα εὑρίσκεται· αἴτιον δὲ ὅτι ἡ νόησις ἐνέργεια· ὥστ᾽ ἐξ ἐνεργείας ἡ δύναµις, καὶ 
διὰ τοῦτο ποιοῦντες γιγνώσκουσιν (ὕστερον γὰρ γενέσει ἡ ἐνέργεια ἡ κατ᾽ ἀριθµόν).»  
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21. Οι γεωµετρικές σχέσεις ανακαλύπτονται «ευρίσκεται» µε την πραγµατο-

ποίηση… Ότι υπάρχει δυνητικά ανακαλύπτεται µε το να πραγµατοποιηθεί. Ο λό-

γος είναι ότι η σκέψη του γεωµέτρη είναι µια πραγµατικότητα.  

Χαρακτηριστικά αποδίδοντας το χωρίο ο Ross σχολιάζει παρακάτω:  

22… «οι γεωµετρικές κατασκευές ανακαλύπτονται µέσω µιας ενέργειας· για-

τί τις βρίσκουµε διαιρώντας». Η ενέργεια περιγράφεται αργότερα (στ. 30) ως 

νόησις, και αυτό µπορεί να φαίνεται ασυνεπές µε την περιγραφή της ως διαίρε-

σης. Αλλά δεν είναι πραγµατικά έτσι, γιατί η διαίρεση εδώ δεν σηµαίνει το σχη-

µατισµό γραµµών µε κιµωλία ή στυλό αλλά την κατανόηση ότι τα γεωµετρικά 

σχήµατα µε τα οποία ασχολούµαστε είναι διαιρετά µε συγκεκριµένους τρόπους. 

Ο γεωµέτρης ασχολείται µε σχήµατα τα οποία είναι νοητά (Ζ.1063α 3), και η 

ουσιαστική του δραστηριότητα είναι η νόησις, και όχι η κατασκευή του οτι-

δήποτε που είναι αισθητόν· το τελευταίο είναι απλά µια βοήθεια στο προη-

γούµενο.  

Παρακάτω ο Ross συνεχίζει προκειµένου να αποδώσει τη σηµαντικότερη ίσως 

αλλά και ταυτόχρονα δυσκολότερη φράση του χωρίου:  

29-33…Αλλά η λειτουργία – δράση που περιγράφεται εδώ είναι αυτή του µα-

θηµατικού· µε την έννοια «οι κατασκευές που υπάρχουν δυνητικά ανακαλύπτο-

νται µε το να πραγµατοποιούνται»… (2) Η ανάγνωση του χειρογράφου αίτιον δε 

ότι νόησις η ενέργεια είναι δύσκολη. «Οι κατασκευές που υπάρχουν δυνητικά α-

νακαλύπτονται µε το να µεταφερθούν στην πραγµατικότητα· ο λόγος είναι ότι η 

πραγµατικότητα είναι µια πράξη της σκέψης.» …νόησις η ενέργεια µπορεί να 

προέκυψε από το η νόησις ενέργεια (cf. Λ. 1072b 16)…  

Τονίζει δηλαδή ο Αριστοτέλης, σύµφωνα µε την ανάλυση του Ross, ότι η νοητι-

κή ενέργεια –πραγµατικότητα της σύλληψης, είναι αυτή που προηγείται στην «εύρε-

ση» των γεωµετρικών κατασκευών. Το πρώτο βήµα δηλαδή της ανάλυσης σχήµατος 

είναι νοητικό και η πραγµατικότητα της αρχικής σύλληψης και επεξεργασίας είναι η 

«νόηση»- το υψηλότερο επίπεδο της σκέψης του γεωµέτρη ερευνητή. Εµείς θεωρού-

µε ότι είναι το επίπεδο της «νόησης», στο οποίο θα απαντήσει στον εαυτό του ο ε-

ρευνητής αν µπορεί να φτάσει στο ζητούµενο, πριν περάσει στο επόµενο στάδιο (στη 

σύνθεση) να το διδάξει στους άλλους. Ο ίδιος ο Αριστοτέλης έχει περιγράψει και 

αλλού την «προς τα πάνω πορεία» από το ζητούµενο προς τις προκείµενες ως «νόη-
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ση» στο Ζ7, 1032β 6-29 των Μετά τα Φυσικά, στο παράδειγµα του γιατρού – επιστή-

µονα ο οποίος έχει ως ζητούµενο την υγεία:  

Η υγεία είναι το λογικό είδος [η έννοια] που ευρίσκεται στην ψυχή [πνεύµα του 

γιατρού] και στην επιστήµη. Γίνεται δε η υγεία έπειτα από µια νοητική ενέργεια 

όπως η ακόλουθη: επειδή υγεία είναι τούτο εδώ, είναι ανάγκη, αν πρόκειται κάτι 

να γίνει υγιές, να υπάρξει τούτο εδώ, π.χ. να ισορροπηθούν τα υγρά του σώµατος. 

Για να γίνει όµως αυτό χρειάζεται θερµότητα. Και κατ’ αυτόν τον τρόπο εξακο-

λουθεί τη νοητική ενέργεια (νοεῖ) [ο γιατρός], έως ότου οδηγήσει το πράγµα προς 

ένα τελευταίο που ο ίδιος µπορεί να πραγµατοποιήσει (δύναται ποιεῖν). Έπειτα 

πια η κίνηση που αρχίζει από το τελευταίο τούτο [νοητικό βήµα] και µας πάει 

προς την απόκτηση της υγείας λέγεται ποίηση… Από τις γενέσεις δα και κινήσεις 

η µια καλείται νόηση και η άλλη ποίηση, αυτή βέβαια που λαµβάνει την αφετηρία 

της από την αρχή και το είδος είναι η νόηση, και αυτή που αρχίζει από τον τελευ-

ταίο κρίκο της νόησης είναι η ποίηση.26  

Μέχρι εδώ είδαµε ότι ο Πλάτωνας αναφέρεται στην έρευνα και στην «προς τα 

πάνω κίνηση» που αυτή απαιτεί και στο ανώτερο επίπεδο του νοητού τη «νόηση». Ο 

Αριστοτέλης επίσης µιλάει για µια «προς τα πάνω-πίσω πορεία», την οποία τοποθε-

τεί στο επίπεδο της «νόησης», αναφερόµενος στην εύρεση σχήµατος που στα Ηθικά 

Νικοµάχεια παροµοιάζει µε τη σκέψη της γεωµετρικής ανάλυσης.  

 

5.4.2.  Ο Πάππος και ο Μαρίνος ο Φιλόσοφος συνδέουν  

τη γεωµετρική ανάλυση µε τη «νόηση» 

 

Ο Πάππος µε τη σειρά του ονοµάζει το αποτέλεσµα της ανάλυσης «καταλη-

φθέν»27. Χρησιµοποιεί δηλαδή έναν όρο που προέρχεται από την ορολογία των Στω-

ικών, ο οποίος παραπέµπει στη νοητική σύλληψη και επεξεργασία που έχει προηγη-

θεί, όπως έχουµε αναλύσει προηγουµένως στην § 3.4.2. Με άλλα λόγια συνδέει και 

αυτός τη γεωµετρική ανάλυση µε τη «νόηση».  

                                           
26  Μετάφραση Κ.∆. Γεωργούλης (1973), Αριστοτέλους Πρώτη Φιλοσοφία, «Τα Μετά τα Φυσικά». 
27  Πάππου Συναγωγή 7ο βιβλίο, ed. Hultsch 634, 17-19: «ἐν δὲ τῇ συνθέσει ἐξ ὑποστροφῆς τὸ ἐν 

τῇ ἀναλύσει καταληφθὲν ὕστατον ὑποστησάµενοι γεγονὸς ἤδη,». Το αποτέλεσµα της ανάλυ-
σης («καταληφθέν») είναι το «δεδοµένον», σύµφωνα µε όσα έχουµε συζητήσει στο κεφάλαιο 
3. Τη θέση αυτή υποστηρίζουν επίσης οι Hintikka & Remes (1974, 77). 
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Αυτός όµως που επιµένει ιδιαίτερα και αναδεικνύει τη σύνδεση της γεωµετρικής 

ανάλυσης, διαµέσου της κεντρικής της έννοιας του «δεδοµένου», µε την ενέργεια 

της «νόησης» του γεωµέτρη, είναι ο Μαρίνος όπως έχουµε αναλύσει στην § 3.4.2 

και θα επαναλάβουµε εδώ συνοπτικά. Στο υπόµνηµά του χρησιµοποιεί και αυτός τον 

στωικό όρο «κατάληψις», σε διάφορες µορφές του, 24 φορές. Από την αρχή επιση-

µαίνει ότι όλοι όσοι προσπάθησαν να δώσουν κάποιον ορισµό του «δεδοµένου» έ-

χουν κάτι κοινό: «δίνουν την εντύπωση ότι λένε κάτι σχετικά µε αυτό έχοντας ξεκι-

νήσει από µία και την αυτή έννοια και αντίληψη· θεώρησαν δηλαδή ότι το ‘δεδοµέ-

νον’ είναι κάτι που µπορεί να συλλάβει η νόηση (καταληπτὸν)» (234, 11-13). Ο 

Μαρίνος φτάνει µάλιστα µέχρι του σηµείου να χρησιµοποιήσει τελικά το «καταλη-

πτόν» ως καθοριστικό κριτήριο για έναν ακριβή ορισµό του «δεδοµένον». Όπως 

γράφει, µόνο το «πόριµον» είναι ο σωστός και πλήρης ορισµός του «δεδοµένου», 

επειδή «το πόριµον φαίνεται ότι περισσότερο από όλα φανερώνει τη νοητική σύλ-

ληψη. Πράγµατι κάθε πόριµον µπορεί να συλληφθεί από τη νόηση και µόνον αυτό» 

(250, 19-21). Η σύνδεση του «δεδοµένου» µε τη «νόηση» γίνεται µε ακόµα πιο σαφή 

τρόπο εµφανής στον ορισµό του Μαρίνου για το «πόριµον»: «πόριµον δέ ἐστιν, ὃ 

δυνατοί ἐσµεν ἤδη ποιῆσαι καὶ κατασκευάσαι, τουτέστιν εἰς ἐπίνοιαν ἀγαγεῖν» 

(240, 9-10). Σύµφωνα µε την ορολογία των Στωικών «επίνοια» είναι η «εναποκειµέ-

νη νόησις»28, η νόηση δηλαδή η οποία έχει υπάρξει. Άρα το «δεδοµένον» (ως «πόρι-

µον», σύµφωνα µε τον Μαρίνο) είναι, η κατάληξη της νοητικής επεξεργασίας.  

 

Η γεωµετρική ανάλυση, όπως προκύπτει από τα λεγόµενα του Πλάτωνος, του 

Αριστοτέλη, του Πάππου και του Μαρίνου, λαµβάνει χώρα στο επίπεδο της «νόη-

σης». Από το συµπέρασµα αυτό συνάγεται εύλογα η απάντηση στο ερώτηµα: 

«Ποιους αφορά η γεωµετρική ανάλυση;» Η γεωµετρική ανάλυση στα δύο πρώτα της 

στάδια («transformation» και «resolution»), αφορά µόνο τους γεωµέτρες – ερευνη-

τές, αυτούς µε άλλα λόγια που λειτουργούν στο επίπεδο της «νόησης». Την ίδια ά-

ποψη για τον ερευνητικό χαρακτήρα της γεωµετρικής ανάλυσης και των κειµένων 

στα οποία αυτή περιλαµβάνεται συµµερίζονται ως έναν βαθµό και άλλοι σύγχρονοι 

µελετητές, οι οποίοι ξεκινούν ωστόσο από διαφορετικές αφετηρίες. Για παράδειγµα, 

                                           
28  Von Arnim (1921-1923), τόµ. ΙΙ, 29, υποσηµ. 89. Γαληνού Definitiones medicae (19.381.12-

13): «Ἐπίνοιά ἐστιν ἐναποκειµένη νόησις, νόησις δὲ λογικὴ φαντασία»  
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ο Knorr (1986, 102), αξιολογώντας τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη, αναφέρει: «…το κα-

τάλληλο µέτρο για τις γεωµετρικές έρευνες που διεξήχθησαν από τον Ευκλείδη και 

του συγχρόνους του δεν θα πρέπει να αναζητηθεί στα Στοιχεία αλλά στα ∆εδοµένα 

και στα χαµένα Πορίσµατα και Κωνικά» ενώ πιο κάτω (σελ. 110) σηµειώνει: «Ως εκ 

τούτου απέχοντας πολύ από το να είναι περιττά τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη ανταπο-

κρίνονται στην τυπική αναγνώριση του προχωρηµένου σταδίου των αναλυτικών ε-

ρευνών της εποχής τους.» Οι Berggren & Van Brummelen (2000, 15-16), επίσης, 

αναφερόµενοι στα κείµενα του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου που περιλαµβάνουν 

ανάλυση σηµειώνουν: «Έχουµε µόνο να κάνουµε τη διστακτική παρατήρηση ότι οι 

αναλύσεις δεν εµφανίζονται σχεδόν ποτέ σε ένα διδακτικό πλαίσιο, αλλά µόνο στο 

πλαίσιο που θα µπορούσε κάποιος να ονοµάσει ερευνητικές πραγµατείες. Για το λό-

γο αυτό δεν υπάρχουν αναλύσεις στα Στοιχεία.»  

Αξίζει τέλος, να σηµειώσουµε, ότι παρόµοιες απόψεις για το σε ποιους αφορά η 

ανάλυση, διατυπώνει στο κείµενό του «On Analysis and Synthesis» ο Άραβας µαθη-

µατικός Ibrahim ibn Sinan (9ος αιώνας), ο οποίος γράφει:  

Αυτοί που µιλούν έτσι [ότι η ανάλυση και η σύνθεση θα έπρεπε να είναι πανο-

µοιότυπες – ταυτόσηµες, εκτός από τη σειρά της παρουσίασης] δεν καταλαβαί-

νουν τη µέθοδο της ανάλυσης που εκτελείται από τους γεωµέτρες, ούτε τη διαδι-

κασία που υιοθετούν στις αναλύσεις τους: αν ήταν έτσι [δηλ. αν καταλάβαιναν], 

δεν θα έπρεπε να βρίσκουν διαφορά, εκτός από το γεγονός ότι οι γεωµέτρες συ-

ντοµεύουν την ανάλυση, επειδή η ανάλυση δεν είναι ο δρόµος για να εκπλη-

ρώσουν το σκοπό του ερωτώντος, αλλά µια µέθοδος µε τα µέσα της οποίας οι 

γεωµέτρες παγιδεύουν τα στοιχεία που αναζητούν, για τον εαυτό τους, ενώ 

στην πορεία της σύνθεσης φέρνουν σε πέρας µια απάντηση για χάρη της οποίας 

χρειάζονται εξηγήσεις.29  

Στο σηµείο αυτό και αφού έχουµε διερευνήσει τη σύνδεση της ανάλυσης µε τη 

«νόηση» στην οποία σύµφωνα µε τα στοιχεία φαίνεται να φτάνουν µόνο οι γεωµέ-

τρες – ερευνητές τους οποίους αφορά η γεωµετρική ανάλυση, θα επεκτείνουµε τη 

σκέψη µας λέγοντας ότι: η γραπτή παρουσίαση µιας επιτυχηµένης ανάλυσης, όπως 

αυτές που έφτασαν σε εµάς, εκτός από τους συναδέλφους ερευνητές οι οποίοι θα 

µπορούσαν να την ελέγξουν και να την χρησιµοποιήσουν ως µέρος επόµενων ανα-

                                           
29  Περιλαµβάνεται στο Berggren & Van Brummelen (2000, 21-22). 
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λύσεων, πρέπει να απευθύνονταν και στους µελλοντικούς ερευνητές. Στο σηµείο αυ-

τό, θα µπορούσε κάποιος εύλογα να υποστηρίξει ότι αυτή η παρουσίαση της επιτυ-

χηµένης ανάλυσης δεν αποκαλύπτει το σύνολο των ευρετικών προσπαθειών του γε-

ωµέτρη – ερευνητή για να φτάσει στη λύση του προβλήµατος, αλλά µόνο ένα µέρος 

τους. Πράγµατι, οι αποτυχηµένες απόπειρες που πιθανότατα έκανε ο γεωµέτρης-

ερευνητής, είτε σε επιµέρους βήµατα είτε και στο σύνολο της προσπάθειάς του, δεν 

έχουν καταγραφεί και γι’ αυτό δεν είναι δυνατόν να συζητηθούν εδώ. Η ανάλυση 

που καταλήγει να παρουσιαστεί µέσω της χειρόγραφης παράδοσης δεν αποτελεί την 

καταγραφή σε πραγµατικό χρόνο της ευρετικής πορείας που ακολούθησε ο ερευνη-

τής αλλά είναι η τυπική παρουσίαση µιας επιτυχηµένης αναλυτικής πορείας. Ωστό-

σο, αποτελεί µία αρκετά πιστή αναπαράσταση της νοητικής του προσπάθειας, που 

περιλαµβάνει τους σηµαντικούς σταθµούς της πορείας που ακολούθησε, και έχει α-

ξία για τους µελλοντικούς ερευνητές. Στην ίδια κατεύθυνση µε εµάς ο W.R. Knorr 

(1986, 9) αναφέρει ότι αυτή η παρουσίαση του αναλυτικού µέρους της λύσης ενός 

προβλήµατος «οφείλεται χωρίς αµφιβολία στην σκοπιµότητα του να εκθέσει τους 

µαθητές στη χρήση αυτής της µεθόδου ως προπαρασκευή για τις δικές τους ερευνη-

τικές προσπάθειες στο µέλλον.» Συνοψίζοντας µπορούµε να πούµε ότι το κοινό στο 

οποίο απευθύνονται τα µαθηµατικά κείµενα που περιλαµβάνουν ανάλυση, είτε περι-

λαµβάνει τους µελλοντικούς ερευνητές είτε όχι, είναι αρκετά περιορισµένο κάτι που 

µπορεί να εξηγήσει ικανοποιητικά το µικρό αριθµό και τη διάδοση τέτοιου είδους 

κειµένων, χωρίς να καταφύγουµε σε υποθέσεις του τύπου: οι αρχαίοι Έλληνες έκρυ-

βαν τις µεθόδους τους όπως ή αναλυτική προκειµένου να φανούν ακόµη σπουδαιό-

τεροι ως µαθηµατικοί.  

 

5.5.  Το δεύτερο µέρος της ανάλυσης («resolution») η ορολογία «δοθέν» –

«δεδοµένον» και η σχέση τους µε την έκφραση «λόγον ἑαυτῷ διδόναι» 
 

Με τις θέσεις που έχουµε υποστηρίξει σε προηγούµενα κεφάλαια σε σχέση µε την 

ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» µαζί µε αυτές που υποστηρίζουµε σε αυτό το κε-

φάλαιο θα µπορέσουµε να απαντήσουµε στο σύνθετο ερώτηµα που θέσαµε στη δεύ-

τερη ενότητα (§ 5.2) του κεφαλαίου: τι είναι το «resolution», πώς λειτουργεί, ποια η 

αναγκαιότητά του, και τι σηµαίνει η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» που χρησιµο-

ποιεί; 
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Το δεύτερο µέρος της γεωµετρικής ανάλυσης –που έχει ονοµαστεί από τον 

Hankel (1874, 137-150) «resolution»– αν και αποτελεί ουσιαστικό συστατικό της 

λειτουργίας της, προκαλούσε και συνεχίζει να προκαλεί σηµαντικές δυσκολίες στην 

κατανόηση της µεθόδου. Ενδεικτικό των δυσκολιών αυτών είναι το γεγονός ότι οι 

Hintikka & Remes (1974), αφιερώνουν στο «resolution» το ένα πέµπτο της µελέτης 

τους για τη γεωµετρική ανάλυση, για να καταλήξουν στο κεφάλαιο VI που επιγρά-

φεται «The problem of the ‘Resolution’»: 

Ίσως είναι ώρα να συνοψίσουµε αυτά που θέλουµε να πούµε –τουλάχιστον διστα-

κτικά– για τη φύση του «resolution». Τέθηκε ως εικασία ότι η δεύτερη αποστολή 

[δηλαδή η ανεξαρτησία των βοηθητικών κατασκευών] είναι που υποκινεί την πα-

ρουσία του «resolution» σε ένα αναλυτικό αποδεικτικό σύστηµα. Ακόµα και αν το 

δείγµα µας του «resolution» [από το παράδειγµα που προηγήθηκε] δείχνει ότι το (2) 

είναι πραγµατικά αυτό που εκπληρώνει το «resolution», είναι ξεκάθαρο ότι αυτό 

δεν µπορεί να είναι όλη η ιστορία.… Είναι ένα ειρωνικό και διδακτικό γεγονός το 

ότι σε σχέση µε αυτήν την καθαρότερη µορφή αναλυτικής διαδικασίας [το «resolu-

tion»] η διαφορά της ανάλυσης και της σύνθεσης και η κατεύθυνση µιας αναλυτι-

κής διαδικασίας έγινε ιδιαίτερα ασαφής. (Hintikka & Remes, 1974, 66-67)  

 
Χαρακτηριστικό γνώρισµα του «resolution» είναι η χρήση της ορολογίας «δο-

θέν» – «δεδοµένον». Η αποσαφήνιση της σηµασίας και της λειτουργίας αυτής της 

ορολογίας, αποτελεί όπως αναφέραµε και αλλού ουσιαστική προϋπόθεση προκειµέ-

νου να κατανοήσουµε στη συνέχεια τον ρόλο και τη λειτουργία του «resolution».  

Όσα έχουµε αναφέρει ως τώρα για τη σύνδεση της γεωµετρική ανάλυσης µε τη 

«νόηση», στην οποία φτάνουν µόνο οι γεωµέτρες-ερευνητές, ενισχύονται από τη 

σχέση που, όπως φαίνεται, υπάρχει ανάµεσα στην ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» 

του «resolution» και στην έκφραση «λόγον ἑαυτῷ διδόναι» της διαλεκτικής του 

Πλάτωνα στην Πολιτεία.30 Συγκεκριµένα υποστηρίζουµε ότι η διαδικασία του «λό-

γον ἑαυτῷ διδόναι» της διαλεκτικής έρευνας, αντιστοιχεί στο «resolution», την 

«προς τα κάτω πορεία» της γεωµετρικής ανάλυσης που υλοποιείται µε τη βοήθεια 

της ορολογίας «δοθέν» – «δεδοµένον». 

                                           
30  Πλάτωνος Πολιτεία: 510c6-d1, 531e4-5, 533c2-3, 534b3-5. 
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Σε ανάλογη κατεύθυνση ο Knorr (1986, 111), στην προσπάθεια του να ερµηνεύ-

σει την «givens terminology» αναζητά, όπως έχουµε αναφέρει, την προέλευσή της 

σε φιλοσοφικά κείµενα του Πλάτωνα και του Αριστοτέλη. Αν και η αναζήτησή αυτή 

που δεν του αποφέρει κάτι ιδιαίτερο καταλήγει: 

Εν όψει τέτοιου είδους παραλληλισµών, εντούτοις, δεν θα έπρεπε κανείς να δια-

γράψει την πιθανότητα ότι γεωµετρία και διαλεκτική αλληλεπίδρασαν στην 

ανάπτυξη αυτής της χρήσης [της «givens terminology»], σε χρόνο που και τα 

δύο πεδία αναζητούσαν να τυποποιήσουν τα στοιχεία της έρευνας. 

∆ιαισθάνεται δηλαδή ο Knorr την πιθανή σχέση της ορολογίας «δοθέν»–

«δεδοµένον» µε τη διαλεκτική, χωρίς βέβαια να κάνει αυτή τη σχέση πιο συγκεκρι-

µένη αναφερόµενος σε κάποια στοιχεία.31  

Τη σύνδεση ωστόσο της ανάλυσης µε την έκφραση «λόγον διδόναι» δεν την 

κάνουµε για πρώτη φορά εµείς. Την κάνει επίσης ο Αλβίνος, ένας Πλατωνιστής του 

2ου µ.Χ. αιώνα, ο οποίος σε ένα χωρίο (∆ιδασκαλικός V 6,1-6), το οποίο θυµίζει µά-

λιστα σε αρκετά σηµεία το κείµενο του Πάππου για τη γεωµετρική ανάλυση, αναφέ-

ρει τα εξής: 

Η δὲ ἐξ ὑποθέσεως ἀνάλυσίς ἐστι τοιαύτη· ὁ ζητῶν τι ὑποτίθεται αὐτὸ ἐκεῖνο, εἶτα 

τῷ ὑποτεθέντι σκοπεῖ τί ἀκολουθεῖ, καὶ µετὰ τοῦτο εἰ δέοι λόγον ἀποδιδόναι τῆς 

ὑποθέσεως, ἄλλην ὑποθέµενος ὑπόθεσιν, ζητεῖ εἰ τὸ πρότερον ὑποτεθὲν πάλιν 

ἐστὶν ἀκόλουθον ἄλλῃ ὑποθέσει, καὶ τοῦτο µέχρις οὗ ἂν ἐπί τινα ἀρχὴν ἀνυπόθε-

τον ἔλθῃ ποιεῖ.  

 

Το λεξικό Liddell-Scott σηµειώνει ανάµεσα στις άλλες σηµασίες στο λήµµα 

«λόγος»: «the inward thought or reason itself». Ως τέτοιου είδους χρήση αναφέρει 

την έκφραση «λόγον ἑαυτῷ διδόναι», «to allow himself reflexion, i.e. to think over a 

thing». Η ελληνική έκδοση του ίδιου λεξικού αναφέρει: «δίδωµι λόγον ἑαυτῷ», 

«διασκέπτεσθαι». Τα πρώτα παραδείγµατα χρήσης της έκφρασης εντοπίζονται από 

το λεξικό στον Ηρόδοτο. Η αναζήτηση της έκφρασης στον Ηρόδοτο µε τη βοήθεια 

της ηλεκτρονικής βιβλιοθήκης TLG, µας δίνει ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα της 

                                           
31  Την κοινή ορολογία και µεθοδολογία στην έρευνα των µαθηµατικών και της διαλεκτικής γε-
νικότερα, καθώς και το πρόβληµα της προτεραιότητας ανάµεσα τους, έχει αναδείξει και διε-
ρευνήσει και ο Á. Szabó (1969), στο έργο του Απαρχαί των Ελληνικών Μαθηµατικών, στο Γ΄ 
Μέρος §§ 6-10.  
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έκφρασης που περιλαµβάνεται σε χωρίο σύµφωνα µε το οποίο ο βασιλιάς Καµβύσης 

οργισµένος διέταξε εκστρατεία στην Αιθιοπία, χωρίς να παραγγείλει καµία προπα-

ρασκευή ούτε να σκεφτεί–εξετάσει διεξοδικά ότι µπορεί να το κάνει δεδοµένου ότι 

επρόκειτο να εκστρατεύσει στα άκρα της γης: 

Απαγγειλάντων δὲ ταῦτα τούτων αὐτίκα ὁ Καµβύσης ὀργὴν ποιησάµενος ἐ-

στρατεύετο ἐπὶ τοὺς Αἰθίοπας, οὔτε παρασκευὴν σίτου οὐδεµίαν παραγγείλας, οὔ-

τε λόγον ἑωυτῷ δοὺς ὅτι ἐς τὰ ἔσχατα γῆς ἔµελλε στρατεύεσθαι· (Βιβλίο 3.25.2-5) 

 

Το λεξικό της αρχαίας Ελληνικής Σταµατάκου, επίσης για την έκφραση «λόγον 

ἑαυτῷ διδόναι» αναφέρει: «λόγον ἑµαυτῷ δίδωµι», «επιτρέπω (αναθέτω) στον εαυτό 

µου να σκεφθεί περί τινός πράγµατος». Αντίστοιχα το λεξικό ∆ηµητράκου αναφέρει: 

«λόγον ἑαυτῷ διδόναι», «ησύχως καθ’ εαυτόν και συνετώς διαλογίζεσθαι, σκέπτε-

σθαι». Παραδειγµατικά αναφέρει το χωρίο (2.162. 22-25) από τον Ηρόδοτο: 

Ὡς δὲ ἀπικέσθαι αὐτὸν πρὸς τὸν Ἀπρίην οὐκ ἄγοντα τὸν Ἄµασιν, οὐδένα λόγον 

ἑωυτῷ δόντα ἀλλὰ περιθύµως ἔχοντα περιταµεῖν προστάξαι αὐτοῦ τά τε ὦτα καὶ 

τὴν ῥῖνα.  

Ο ίδιος ο Πλάτων χρησιµοποιεί την έκφραση και σε άλλα έργα του εκτός της 

Πολιτείας32 ως κριτήριο του επιστήµονα ή της επιστηµονικής γνώσης. Ένα χαρακτη-

ριστικό χωρίο, για τον τρόπο µε τον οποίο ο Πλάτων αντιλαµβάνεται και χρησιµο-

ποιεί την έκφραση, περιλαµβάνεται στο Συµπόσιο (202, 5-9): 

Τὸ ὀρθὰ δοξάζειν καὶ ἄνευ τοῦ ἔχειν λόγον δοῦναι οὐκ οἶσθ᾽, ἔφη, ὅτι οὔτε 

ἐπίστασθαί ἐστιν—ἄλογον γὰρ πρᾶγµα πῶς ἂν εἴη ἐπιστήµη; —οὔτε ἀµαθία—τὸ 

γὰρ τοῦ ὄντος τυγχάνον πῶς ἂν εἴη ἀµαθία; —ἔστι δὲ δήπου τοιοῦτον ἡ ὀρθὴ 

δόξα, µεταξὺ φρονήσεως καὶ ἀµαθίας.  

 

Το κριτήριο δηλαδή σε αυτό το χωρίο, σύµφωνα τον Πλάτωνα, για να µπορεί να 

χαρακτηριστεί κάποιος ως επιστήµονας και αντίστοιχα η γνώση που παράγει επι-

στηµονική, είναι το να «δύναται τον λόγον διδόναι». Κατ’ αναλογία εµείς υποστη-

ρίζουµε τη θέση, ότι το δεύτερο µέρος της γεωµετρικής ανάλυσης («resolution») έχει 

στόχο να παράγει τη λογική εγκυρότητα του συλλογισµού, να τον κάνει δηλαδή επι-

                                           
32  Μεταξύ άλλων στα: Φαίδων 76b5-8 και 101d5-e1, Θεαίτητος 202c2 και Πρωταγόρας 336b9, d1. 
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στηµονικό, καταλήγοντας στο «δεδοµένον» – «καταληφθέν».33 Με άλλα λόγια σε 

αυτό το µέρος της γεωµετρικής ανάλυσης ο γεωµέτρης-ερευνητής εξετάζει διεξοδικά 

και βεβαιώνεται ότι αυτά που υπέθεσε µπορούν µε έγκυρο τρόπο να καταλήξουν στο 

ζητούµενο αποτέλεσµα ή όπως θα έλεγε ο Πλάτων «δύναται τον λόγον διδόναι», εξ 

αυτού δε και η συγγένεια της έκφρασης αυτής µε την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµέ-

νον».  

Οι παραπάνω ερµηνείες και χρήσεις της έκφρασης «λόγον διδόναι» είναι σύµ-

φωνες, όπως θα δείξουµε παρακάτω, αφενός µε το περιεχόµενο των χωρίων από την 

Πολιτεία του Πλάτωνα που αναφέρονται στην έρευνα στη γεωµετρία και στη διαλε-

κτική και την περιέχουν, αλλά και αφετέρου µε τη θέση µας για νοητική επεξεργασία 

και βεβαίωση του συλλογισµού του, από τον ίδιο τον γεωµέτρη- ερευνητή, στο δεύ-

τερο µέρος («resolution») της γεωµετρικής ανάλυσης, που χαρακτηρίζεται από την 

ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµένων».  

Θα παραθέσουµε και θα συζητήσουµε στη συνέχεια κάποια χωρία από την Πολι-

τεία του Πλάτωνα, που περιέχουν την έκφραση «λόγον διδόναι», τα οποία υπήρξαν 

και η αφορµή για την περαιτέρω έρευνά µας στην κατεύθυνση αυτή. Το πρώτο χω-

ρίο (510, c2-d3) περιλαµβάνεται στο έκτο (VI) βιβλίο της Πολιτείας, στην ενότητα 

που αναφέρεται στο «νοητόν» και το «ορατόν» ως αντικειµένων της γνώσης. Συγκε-

κριµένα, ο Σωκράτης έχει µόλις κάνει το χωρισµό του «νοητού» σε δύο επίπεδα το 

ανώτερο της «νόησης» και το δεύτερο της «διάνοιας», κάτι που ο Γλαύκων δεν φαί-

νεται να κατανοεί. Έτσι ο Σωκράτης αναγκάζεται να κάνει αυτόν το χωρισµό σαφέ-

στερο µε ένα παράδειγµα που αναφέρεται στα µαθηµατικά34: 

Ξέρεις, υποθέτω, πως αυτοί που καταγίνονται µε τις γεωµετρίες, µε τα µαθηµατι-

κά και τα παρόµοια, παίρνοντας ως βάση το άρτιο και το περιττό, τα τρία είδη της 

γωνίας κι’ όσα άλλα τέτοια αναλόγως µε την απόδειξη που ζητούν, τα θεωρούν 

αυτά ως θεµέλια (ποιησάµενοι ὑποθέσεις αὐτά), που εκτιµούν ότι δεν αξίζει να 

δίνουν λόγο (λόγον… διδόναι) γι’ αυτά ούτε στον εαυτό τους ούτε στους άλλους, 

                                           
33  Είναι χαρακτηριστικός ο τρόπος µε τον ο τρόπος µε τον οποίο ορίζουν την επιστήµη οι Στωϊ-
κοί σε δύο από τα χωρία που αφορούν την «κατάληψιν» και έχουµε παραθέσει ήδη στο τρίτο 
κεφάλαιο (§3.4.2) της διατριβής µας: Sextus adv. Math. VII 151 «…ἐπιστήµην µὲν εἶναι τὴν 
ἀσφαλῆ καὶ βεβαίαν καὶ ἀµετάθετον ὑπὸ λόγου κατάληψιν…», Galennus defin. Medicae 7. 
Vol. XIX p. 350. «Επιστήµη ἐστὶ κατάληψις ἀσφαλὴς καὶ ἀµετάπτωτος ὑπὸ λόγου.»  

34  Η απόδοση του χωρίου στα Νέα Ελληνικά, όπως και των τριών εποµένων χωρίων από την 
Πολιτεία, έχει γίνει από τον Ι. Γρυπάρη και τις εκδόσεις Ι. Ζαχαρόπουλος. 
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σα να είναι πράγµατα ολοφάνερα στον καθένα, και αρχίζοντας από αυτές τις αρ-

χές και περνώντας τα επίλοιπα, φτάνουν στο τέλος µε λογική συνέπεια σε εκείνο 

που ξεκίνησαν να αποδείξουν.35  

Στο χωρίο αυτό, ο Πλάτων αναφέρεται σε αυτούς που ασχολούνται µε τη γεωµε-

τρία, τους «γεωµετρικούς» όπως τους ονοµάζει στα 511d3 και 526d5, οι οποίοι λαµ-

βάνουν κάποια πράγµατα ως «υποθέσεις» χωρίς να «δίνουν λόγο» για αυτά, µε άλλα 

λόγια χωρίς να εξετάζουν µε επιστηµονικό τρόπο και να βεβαιώνονται αφού σκε-

φτούν ότι αυτά µπορούν να ισχύουν. Ο Πλάτων περιγράφει και αναδεικνύει αυτό το 

χαρακτηριστικό του τρόπου δουλειάς των «γεωµετρικών», προκειµένου παρακάτω 

να τον αντιδιαστείλει και διακρίνει εύκολα από τον τρόπο που δουλεύουν οι ερευνη-

τές-διαλεκτικοί.  

Το δεύτερο χωρίο που περιέχει την έκφραση «λόγον διδόναι» περιλαµβάνεται 

στο έβδοµο (VII) κεφάλαιο της Πολιτείας στην ενότητα της «∆ιαλεκτικής». Το µε-

γάλο έργο του προσδιορισµού της «διαλεκτικής» και των «διαλεκτικών», ξεκινά από 

τον Σωκράτη µε κάποιες ερωτήσεις προς τον Γλαύκωνα που στόχο έχουν να αναδεί-

ξουν τι δεν είναι «διαλεκτική» και ποιοι δεν είναι «διαλεκτικοί». Η προκαταρκτική 

αυτή περιγραφή της «διαλεκτικής» ως τελικού σταδίου της εκπαίδευσης απορρίπτει 

όσους δεν είναι ικανοί «δοῦναί τε καὶ ἀποδέξασθαι λόγον»: 

Γιατί δεν νοµίζεις βέβαια πως όσοι καταγίνονται και κατέχουν αυτά που αναφέ-

ραµε, <Αριθµητική, Γεωµετρία, Στερεοµετρία, Αστρονοµία και Αρµονική>, είναι 

και διαλεκτικοί. 

Όχι βέβαια, εκτός από πολύ λίγους από όσους έτυχε να συναντήσω. 

Αλλά µήπως είναι σε θέση να µάθουν τίποτε από όσα λέµε πως πρέπει να ξέρει 

κανείς, άνθρωποι που δεν είναι ικανοί να δώσουν και να αποδεχθούν λόγο (µὴ 

δυνατοὶ οἵτινες δοῦναί τε καὶ ἀποδέξασθαι λόγον) για το κάθε τι;  

Ουτ’ αυτό δεν το πιστεύω. 

                                           
35  Πολιτεία (510, c2-d3): «οἶµαι γάρ σε εἰδέναι ὅτι οἱ περὶ τὰς γεωµετρίας τε καὶ λογισµοὺς καὶ 

τὰ τοιαῦτα πραγµατευόµενοι, ὑποθέµενοι τό τε περιττὸν καὶ τὸ ἄρτιον καὶ τὰ σχήµατα καὶ 
γωνιῶν τριττὰ εἴδη καὶ ἄλλα τούτων ἀδελφὰ καθ᾽ ἑκάστην µέθοδον, ταῦτα µὲν ὡς εἰδότες, 
ποιησάµενοι ὑποθέσεις αὐτά, οὐδένα λόγον οὔτε αὑτοῖς οὔτε ἄλλοις ἔτι ἀξιοῦσι περὶ αὐτῶν 
διδόναι 510.d ὡς παντὶ φανερῶν, ἐκ τούτων δ᾽ ἀρχόµενοι τὰ λοιπὰ ἤδη διεξιόντες τελευτῶσιν 
ὁµολογουµένως ἐπὶ τοῦτο οὗ ἂν ἐπὶ σκέψιν ὁρµήσωσι.»  
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Και δεν είναι Γλαύκων, αυτή ίσα ίσα η µελωδία η δουλειά που βγάζει πέρα η δια-

λεκτική; και που ενώ είναι νοητή (νοητόν)… Έτσι και όταν κανείς επιχειρεί µε τη 

διαλεκτική, χωρίς να χρησιµοποιεί καµία αίσθηση, µονάχα µε το λόγο ορµά (διὰ 

τοῦ λόγου ὁρµᾶν) να γνωρίσει την ουσία του καθαυτού όντος, και αν δεν αφήσει 

το δρόµο του και παραιτηθεί προτού συλλάβει µε την ίδια τη νόηση (νοήσει 

λάβῃ) εκείνο που είναι το καθαυτό αγαθό, φτάνει τέλος στο ίδιο το τέρµα του 

νοητού (νοητοῦ)…36  

Στο χωρίο αυτό ο Πλάτων διακρίνει τους «διαλεκτικούς» από αυτούς που ασχο-

λούνται και κατέχουν όσα προανέφερε, µε βασικό κριτήριο το «λόγον διδόναι». ∆η-

λώνει ότι ελάχιστοι από τους Μαθηµατικούς, Αστρονόµους και άλλους που έτυχε να 

συναντήσει ήταν «διαλεκτικοί». Τονίζει ότι το «δυνατός δοῦναί τε καὶ ἀποδέξασθαι 

λόγον» χαρακτηρίζει τον «διαλεκτικό». Η προϋπόθεση δηλαδή διευκρινίζει παρακά-

τω, για να χαρακτηριστεί κάποιος «διαλεκτικός» είναι να επιχειρεί µε τη σκέψη να 

συλλάβει το αντικείµενό της έρευνάς του και να µην παραιτηθεί από αυτό πριν το 

συλλάβει µε τη «νόηση», οπότε έχει φτάσει στο ανώτερο τµήµα του «νοητού»37. Ση-

µαντικό επίσης είναι το γεγονός ό,τι εδώ ο Πλάτων αναδεικνύει τη «νόηση» ως τον 

κατεξοχήν χώρο στον οποίο λειτουργεί η «διαλεκτική». Θυµίζουµε όµως ότι η 

«νόηση» του γεωµέτρη-ερευνητή αντίστοιχα, είναι η πραγµατικότητα στην οποία 

λειτουργεί η έρευνα στα Μαθηµατικά και πιο συγκεκριµένα στη γεωµετρική ανάλυ-

ση, όπως έχουµε δείξει προηγουµένως µέσα από κείµενα του Αριστοτέλη, του Πάπ-

που, του Μαρίνου αλλά και του ίδιου του Πλάτωνα και θα δείξουµε και στη συνέ-

χεια. 

                                           
36  Πολιτεία (531d9–532 b2): «οὐ γάρ που δοκοῦσί γέ σοι οἱ ταῦτα δεινοὶ διαλεκτικοὶ 531.e εἶναι. 

Οὐ µὰ τὸν ∆ί᾽, ἔφη, εἰ µὴ µάλα γέ τινες ὀλίγοι ὧν ἐγὼ ἐντετύχηκα. Ἀλλὰ δή, εἶπον, µὴ δυνατοὶ 
οἵτινες δοῦναί τε καὶ ἀποδέξασθαι λόγον εἴσεσθαί ποτέ τι ὧν φαµεν δεῖν εἰδέναι; Οὐδ᾽ αὖ, ἔφη, 
τοῦτό γε. 532.a Οὐκοῦν, εἶπον, ὦ Γλαύκων, οὗτος ἤδη αὐτός ἐστιν ὁ νόµος ὃν τὸ διαλέγεσθαι 
περαίνει; ὃν καὶ ὄντα νοητὸν µιµοῖτ᾽ ἂν ἡ τῆς ὄψεως δύναµις, ἣν ἐλέγοµεν πρὸς αὐτὰ ἤδη τὰ 
ζῷα ἐπιχειρεῖν ἀποβλέπειν καὶ πρὸς αὐτὰ <τὰ> ἄστρα τε καὶ τελευταῖον δὴ πρὸς αὐτὸν τὸν 
ἥλιον. οὕτω καὶ ὅταν τις τῷ διαλέγεσθαι ἐπιχειρῇ ἄνευ πασῶν τῶν αἰσθήσεων διὰ τοῦ λόγου 
ἐπ᾽ αὐτὸ ὃ ἔστιν ἕκαστον ὁρµᾶν, καὶ µὴ ἀποστῇ πρὶν 532.b ἂν αὐτὸ ὃ ἔστιν ἀγαθὸν αὐτῇ 
νοήσει λάβῃ, ἐπ᾽ αὐτῷ γίγνεται τῷ τοῦ νοητοῦ τέλει»  

37  Σε επόµενο χωρίο που αφορά τη διαλεκτική στη µαθηµατική έρευνα, θα εξηγήσει ακριβώς τι 
σηµαίνει να φτάσει τη σκέψη του µέχρι το τέλος, να το συλλάβει δηλαδή µε τη νόησή του και 
να µην παραιτηθεί. 
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Τα δύο επόµενα και τελευταία χωρία που περιέχουν την έκφραση «λόγον διδό-

ναι» περιλαµβάνονται επίσης στο 7ο κεφάλαιο της Πολιτείας στην ενότητα της «∆ια-

λεκτικής». Στο ερώτηµα του Γλαύκωνα προς τον Σωκράτη για τον «τρόπο τῆς τοῦ 

διαλέγεσθαι δυνάµεως», τα είδη της «διαλεκτικής» και τις µεθόδους της, ο Πλάτων 

απαντά µερικά και συνοπτικά όσο του επιτρέπεται από τους περιορισµούς του έργου 

που γράφει, για δύο είδη «διαλεκτικής» κατάλληλα για έρευνα: τη «διαλεκτική στη 

µαθηµατική έρευνα» (533α-534β) και τη «διαλεκτική στην έρευνα της ηθικής» 

(534b-d).38 

 Η «διαλεκτική στη µαθηµατική έρευνα» αντιπαραβάλλεται από τον Πλάτωνα 

µε τις «τέχνες» που έχει περιγράψει προηγουµένως, όπως είναι η γεωµετρία και οι 

συναφείς της, ως προς τη µέθοδο που χρησιµοποιεί : 

…και οι επίλοιπες που είπαµε πως έρχονται σε κάποια επαφή µε το καθαυτό όν, 

όπως η γεωµετρία και οι σχετικές της [«τέχνες» τις αποκαλεί στο 511β2 και c6], 

βλέπουµε πως ονειρεύονται σα στον ύπνο τους το ον, και τους είναι αδύνατον να 

το δουν ποτέ πραγµατικά στον ξύπνο τους, όσο θα στηρίζονται απάνω σε υποθέ-

σεις που τις αφήνουν άγγιχτες όσο δεν µπορούν να δώσουν το λόγο τους (µὴ 

δυνάµεναι λόγον διδόναι αὐτῶν). Γιατί ποιος τρόπος υπάρχει να γίνει ποτέ και να 

ονοµαστεί επιστήµη η απόδειξη εκείνη που αρχή της έχει κάτι που δεν γνωρίζει, 

και το συµπέρασµά της και όλη η µεταξύ ανάπτυξη είναι ένα σύµπλεγµα από 

πράγµατα που δεν γνωρίζει; 

Πραγµατικά δεν υπάρχει τρόπος. 

Ώστε µονάχα η διαλεκτική [στη µαθηµατική έρευνα]39, πορεύεται το δρόµο προς 

την αρχή αναιρώντας τον υποθετικό χαρακτήρα των υποθέσεων (τὰς ὑποθέσεις 

ἀναιροῦσα) για να τις βεβαιωθεί (ἵνα βεβαιώσηται) … τις ονοµάσαµε πολλές 

φορές επιστήµες αυτές τις τέχνες [όπως τη γεωµετρία] έτσι από συνήθεια, αν και 

                                           
38 Αυτή την διάκριση υποστηρίζει και αναλύει εµπεριστατωµένα ο Cornford (1932, 176-183). 
Αναφέρει χαρακτηριστικά ότι στο πρώτο είδος, της διαλεκτικής στη µαθηµατική έρευνα, δεν 
υπάρχει αναφορά στο «αγαθό» αλλά µόνο στο «αληθές» και το πραγµατικό «όν». Επίσης ο 
Καρασµάνης (1987, 227), υποστηρίζει ότι το χωρίο 533β6-d1, συνδέεται ευθέως µε τα Μαθη-
µατικά και τη µεθοδολογία τους. 

39 Για τη διαλεκτική στην ηθική η µέθοδος είναι διαφορετική. Η υπόθεση εδώ είναι ένας ανε-
παρκής αβέβαιος ορισµός ο οποίος προτείνεται προς έλεγχο. Κάτι που στη συνέχεια θα τρο-
ποποιηθεί ή και θα εγκαταλειφθεί συνολικά και δεν θα «βεβαιωθεί» µε παραγωγικό τρόπο. Οι 
υποθέσεις αυτές είναι: «mere stepping stones which are kicked away in the ascent to the cor-
rect definition.», όπως αναφέρει χαρακτηριστικά ο Cornford (1932, 182).  
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χρειαζότανε κάποιο άλλο όνοµα φωτεινότερο από τη δοξασία και σκοτεινότερο 

από την επιστήµη· τον όρο διάνοια µεταχειριστήκαµε, µου φαίνεται κάπου πρω-

τύτερα.40  

∆ηλαδή το χαρακτηριστικό στοιχείο που διακρίνει τη γεωµετρία και τις άλλες 

«τέχνες» από τη διαλεκτική σύµφωνα µε τον Πλάτωνα και σε αυτό το χωρίο, είναι 

το ότι δεν είναι σε θέση «τον λόγον διδόναι» για αυτά που χρησιµοποιούν ως «υ-

ποθέσεις». Επίσης το όνοµα «επιστήµες» χρησιµοποιήθηκε για αυτές από συνήθεια, 

όπως αναφέρει ο Πλάτων, ενώ θα τους άρµοζε κάτι λιγότερο όπως είναι ο όρος 

«διάνοια» (προηγουµένως στο 511, b-c τις αποκάλεσε «τέχνες»). Τοποθετεί δηλαδή 

µόνο τη «διαλεκτική έρευνα στα µαθηµατικά» στο χώρο της «επιστήµης» (την είχε 

ονοµάσει «νου» προηγουµένως (στο 511d) ως ανώτερο µέρος του «νοητού»), ενώ τη 

γεωµετρία και τις υπόλοιπες στο χώρο της «διάνοιας». Μια δήλωση η οποία ισχυρο-

ποιεί τη θέση µας για διάκριση ανάµεσα σε αυτούς οι οποίοι είναι γεωµέτρες -

ερευνητές –διαλεκτικοί και λειτουργούν στο επίπεδο της «νόησης» (στο στάδιο της 

ανάλυσης) και αυτούς που διδάσκουν ή µαθαίνουν γεωµετρία41 και λειτουργούν στο 

επίπεδο της «διάνοιας» (στο στάδιο της σύνθεσης). Είναι φανερό βέβαια ότι οι ερευ-

νητές -διαλεκτικοί µπορούν να λειτουργήσουν και στο επίπεδο της «διάνοιας» ενώ 

το αντίστροφο δεν συµβαίνει κατά κανόνα. 

Στο τελευταίο χωρίο που περιέχει την έκφραση «λόγον διδόναι» και κλείνει 

ουσιαστικά την ενότητα «διαλεκτική στη µαθηµατική έρευνα», ο Πλάτων συνοψίζει 

τις απόψεις του βάζοντας τον Σωκράτη να τις επαναλάβει µε τη µορφή ερώτησης 

στον Γλαύκωνα:  

∆εν ονοµάζεις λοιπόν διαλεκτικό αυτόν που µπορεί να γνωρίσει µε το λογισµό 

(τὸν λόγον λαµβάνοντα) την ουσία του κάθε πράγµατος; Και δεν θα πεις για έναν 

                                           
40  Πολιτεία (533, β6-d7): «αἱ δὲ λοιπαί, ἃς τοῦ ὄντος τι ἔφαµεν ἐπιλαµβάνεσθαι, γεωµετρίας τε 

καὶ τὰς ταύτῃ ἑποµένας, ὁρῶµεν ὡς ὀνειρώττουσι µὲν 533.c περὶ τὸ ὄν, ὕπαρ δὲ ἀδύνατον 
αὐταῖς ἰδεῖν, ἕως ἂν ὑποθέσεσι χρώµεναι ταύτας ἀκινήτους ἐῶσι, µὴ δυνάµεναι λόγον διδόναι 
αὐτῶν. ᾧ γὰρ ἀρχὴ µὲν ὃ µὴ οἶδε, τελευτὴ δὲ καὶ τὰ µεταξὺ ἐξ οὗ µὴ οἶδεν συµπέπλεκται, τίς 
µηχανὴ τὴν τοιαύτην ὁµολογίαν ποτὲ ἐπιστήµην γενέσθαι; Οὐδεµία, ἦ δ᾽ ὅς. Οὐκοῦν, ἦν δ᾽ 
ἐγώ, ἡ διαλεκτικὴ µέθοδος µόνη ταύτῃ πορεύεται, τὰς ὑποθέσεις ἀναιροῦσα, ἐπ᾽ αὐτὴν τὴν 
ἀρχὴν 533.d ἵνα βεβαιώσηται,… ἃς ἐπιστήµας µὲν πολλάκις προσείποµεν διὰ τὸ ἔθος, δέονται 
δὲ ὀνόµατος ἄλλου, ἐναργεστέρου µὲν ἢ δόξης, ἀµυδροτέρου δὲ ἢ ἐπιστήµης—διάνοιαν δὲ αὐτὴν 
ἔν γε τῷ πρόσθεν που ὡρισάµεθα»  

41  Είναι τυχαίο ότι ο Πλάτων τους ονοµάζει «γεωµετρικούς» και όχι γεωµέτρες στο 511d3 στο 
σηµείο που καταθέτει την άποψή του ότι αυτοί χρησιµοποιούν τη «διάνοια» και όχι το «νου» 
όπως οι «διαλεκτικοί» ή µήπως το κάνει σκόπιµα για να τους διακρίνει; Η «διάνοια» βρίσκε-
ται σύµφωνα µε το «χωρισµό» του Πλάτωνα ανάµεσα στο «νου» και τη «δοξασία».  
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που δεν είναι ικανός να κάνει αυτόν το λογισµό, ούτε µε τον εαυτό του ούτε και 

µε άλλον (λόγον αὑτῷ τε καὶ ἄλλῳ διδόναι), πως δεν έχει νου (νοῦν) για αυτό το 

πράγµα;42 

Τονίζει δηλαδή ο Πλάτων και σε αυτό το χωρίο, τη διαφορά όσων είναι «διαλε-

κτικοί» από αυτούς που δεν είναι, εστιάζοντας στο «λόγον διδόναι». Αναφέρει επί-

σης ότι αυτοί που δεν είναι «διαλεκτικοί» δεν έχουν «νούν» κάτι που αφορά και έχει 

επαναλάβει προηγουµένως για τους «γεωµετρικούς» στο (511 d 1-4), αυτούς δηλαδή 

που ασκούν την «τέχνη» της γεωµετρίας. Επιβεβαιώνει µε άλλα λόγια για µια ακόµη 

φορά τη θέση µας ότι ο γεωµέτρης – ερευνητής – διαλεκτικός λειτουργεί στο επίπε-

δο της «νόησης» όπως έχουµε επισηµάνει ότι κάνουν για τη γεωµετρική ανάλυση ο 

Αριστοτέλης, ο Πάππος και ο Μαρίνος.  
 

Κάτι σηµαντικό τέλος, το οποίο ενισχύει τη θέση µας για βεβαιωτικό χαρακτήρα 

και «προς τα κάτω πορεία» στο δεύτερο µέρος («resolution») της γεωµετρικής ανά-

λυσης, είναι η αντιστοιχία του µε την «προς τα κάτω πορεία» (καταβαίνει) της δια-

λεκτικής έρευνας, όπως αναφέρεται από τον Πλάτωνα στην Πολιτεία (511, b3-c2)43. 

Το πώς αυτή η πορεία λειτουργεί το περιγράφει ο Πλάτων συνοπτικά στο χωρίο 

533,c7-d2 της Πολιτείας που αφορά τη διαλεκτική έρευνα στα µαθηµατικά. Συγκε-

κριµένα, η διαλεκτική µέθοδος στα µαθηµατικά «πορεύεται τας υποθέσεις αναιρού-

σα… ίνα βεβαιώσηται». Αυτό που «αναιρείται» – καταστρέφεται µε τη διαλεκτική 

µέθοδο δεν είναι οι ίδιες οι υποθέσεις, δηλαδή η ορθότητά τους, αλλά ο υποθετικός 

χαρακτήρας τους,44 προκειµένου να αποκτήσουν βεβαιωτικό χαρακτήρα. Αν ο γεω-

µέτρης δεν καταφέρει να τις κάνει να αποκτήσουν βεβαιωτικό χαρακτήρα, δηλαδή, 

πηγαίνοντας «πίσω» ή «πάνω» από αυτές, δεν καταφέρει να φτάσει πάλι σε αυτές µε 

παραγωγικό συµπερασµό, προσδίδοντας έτσι στον συλλογισµό του λογική εγκυρό-

                                           
42  Πολιτεία (534 β 3-6): «῏Η καὶ διαλεκτικὸν καλεῖς τὸν λόγον ἑκάστου λαµβάνοντα τῆς οὐσίας; 

καὶ τὸν µὴ ἔχοντα, καθ᾽ ὅσον ἂν µὴ ἔχῃ λόγον αὑτῷ τε καὶ ἄλλῳ διδόναι, κατὰ τοσοῦτον νοῦν 
περὶ τούτου οὐ φήσεις ἔχειν;»  

43  Πολιτεία (511, b3-c2): «Τὸ τοίνυν ἕτερον µάνθανε τµῆµα τοῦ νοητοῦ λέγοντά µε τοῦτο οὗ αὐτὸς 
ὁ λόγος ἅπτεται τῇ τοῦ διαλέγεσθαι δυνάµει, τὰς ὑποθέσεις ποιούµενος οὐκ ἀρχὰς ἀλλὰ τῷ 
ὄντι ὑποθέσεις, οἷον ἐπιβάσεις τε καὶ ὁρµάς, ἵνα µέχρι τοῦ ἀνυποθέτου ἐπὶ τὴν τοῦ παντὸς 
ἀρχὴν ἰών, ἁψάµενος αὐτῆς, πάλιν αὖ ἐχό µενος τῶν ἐκείνης ἐχοµένων, οὕτως ἐπὶ τελευτὴν 
καταβαίνῃ, αἰσθητῷ παντάπασιν οὐδενὶ προσχρώµενος, ἀλλ᾽ εἴδεσιν αὐτοῖς δι᾽ αὐτῶν εἰς 
αὐτά, καὶ τελευτᾷ εἰς εἴδη.» 

44  Θέση την οποία έχουν υποστηρίξει ικανοποιητικά τόσο ο Cornford (1932, 177, 182) όσο και ο 
Καρασµάνης (1987, 226-228). 
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τητα, δεν έχει πετύχει το έργο του, δεν «δύναται τὸν λόγον διδόναι», και οι «υποθέ-

σεις» δεν έχουν από µόνες τους επιστηµονική αξία. Αν όµως ολοκληρώσει το έργο 

του, αίροντας τον υποθετικό χαρακτήρα των «υποθέσεων» ώστε να γίνουν αυτές βε-

βαιώσεις, – και αυτό θα συµβεί όχι µόνο έχοντας ανακαλύψει την προς τα πάνω πο-

ρεία αλλά έχοντας ολοκληρώσει στο «νου» του και την προς τα κάτω, «βεβαιωτική» 

πορεία – τότε µόνο ο γεωµέτρης θα χαρακτηριστεί «δυνατὸς τον λόγον διδόναι» και 

οι θέσεις του επιστηµονικές. Αυτή όµως ακριβώς τη µετατροπή µιας υπόθεσης σε 

βεβαιότητα την έχουµε εντοπίσει και αναλύσει µε τη φιλοσοφική διάκριση ανάµεσα 

στο «δοθέν» και το «δεδοµένον», στο δεύτερο µέρος της γεωµετρικής ανάλυσης 

(«resolution»)45, το «βεβαιωτικό», όπως θα το ονοµάζουµε από δω και στο εξής.  

Συνοψίζοντας: Η «προς τα κάτω πορεία» της διαλεκτικής έρευνας στα µαθηµα-

τικά αποκαλύπτεται τώρα πάλι µπροστά µας, µέσα από το «βεβαιωτικό» µέρος της 

ανάλυσης.46 Η σύνδεση πλέον του «λόγον διδόναι» µε την ορολογία «δοθέν» – «δε-

δοµένον» είναι άµεση. Αυτό που ο γεωµέτρης-ερευνητής ονοµάζει «δεδοµένον» εί-

ναι αυτό για το οποίο «δύναται δοῦναι τὸν λόγον», δηλαδή κάτι το οποίο όχι µόνο 

το έχει συλλάβει µε τη «νόηση» αλλά το έχει στη συνέχεια επεξεργαστεί και παράγει 

ως αποτέλεσµα έγκυρου συλλογισµού. 

 

5.5.1. Η απάντηση στο σύνθετο ερώτηµα του «resolution» 
 

Από την ανάλυση που έχει προηγηθεί, είµαστε πλέον σε θέση να απαντήσουµε στο 

σύνθετο ερώτηµα που θέσαµε στην αρχή του κεφαλαίου για το τι είναι και πώς λει-

τουργεί το «resolution», ποια η αναγκαιότητά του και τι σηµαίνει η ορολογία «δο-

θέν» – «δεδοµένον» που χρησιµοποιεί. 

Το «resolution» είναι µια πορεία µέσω συµπερασµών στο επίπεδο της «νόησης» 

του γεωµέτρη – ερευνητή, η οποία έχει στόχο να προσδώσει εγκυρότητα στο συλλο-

γισµό του. Ο χαρακτήρας του «resolution» είναι βεβαιωτικός, λειτουργεί ως µια σει-

ρά παραγωγικών συµπερασµών (deduction), σε αντίθεση µε το «transformation», το 

                                           
45  Αλλά και στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη µε τα οποία θα ασχοληθούµε εκτενέστερα σε επόµενο 
κεφάλαιο.  

46  Οι περισσότεροι µελετητές µέχρι σήµερα εντοπίζουν την «προς τα κάτω πορεία» της γεωµε-
τρικής ανάλυσης στο στάδιο της σύνθεσης. Αυτό κατά την άποψή µας δεν θα µπορούσε να 
συµβαίνει, γιατί η σύνθεση πραγµατοποιείται στο επίπεδο της «διάνοιας» στο οποίο φτάνουν 
όλοι όσοι ασχολούνται µε τη γεωµετρία και όχι µόνο οι γεωµέτρες-ερευνητές στους οποίους 
αναφέρεται ο Πλάτων στα χωρία από την Πολιτεία που µνηµονεύσαµε. 
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πρώτο µέρος της ανάλυσης, που λειτουργεί, ως αναζήτηση προκειµένων (reduction) 

[«intuitive apprehension» σύµφωνα µε τον Cornford (1932, 51)] και έχει υποθετικό 

χαρακτήρα. Το «βεβαιωτικό» αυτό µέρος της ανάλυσης είναι αναγκαίο προκειµένου 

να απαντήσει στον εαυτό του ο ερευνητής κατά πόσο αυτά που προηγήθηκαν µπο-

ρούν να αποτελέσουν τη βάση προκειµένου να συγκροτηθεί ένας παραγωγικός συ-

µπερασµός που µπορεί να λύσει το πρόβληµα. Με άλλα λόγια βεβαιώνεται για το αν 

ο συλλογισµός του παρουσιάζει «δυνητική αναγκαιότητα». Η ορολογία «δοθέν» – 

«δεδοµένον» που χρησιµοποιείται αποκλειστικά στο δεύτερο µέρος της ανάλυσης 

(«resolution»), φανερώνει ακριβώς αυτή την νοητική πορεία του ερευνητή η οποία 

αναιρεί τον υποθετικό χαρακτήρα όσων προηγήθηκαν «δίνοντας λόγο» γι’ αυτά, µε-

τατρέποντάς τα έτσι σε βεβαιώσεις. Γι’ αυτό η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» δεν 

εµφανίζεται παρά µόνο σε ερευνητικά κείµενα όπως είναι αυτά της ανάλυσης. Σε 

ό,τι αφορά τα ∆εδοµένα, αντίστοιχα, όπως θα αναλύσουµε στο 8ο κεφάλαιο της δια-

τριβής µας, είναι έτοιµες «προς τα κάτω πορείες» της «νόησης» που µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν ως έτοιµα εργαλεία σε µελλοντικές αναλύσεις πάντα από γεωµέ-

τρες – ερευνητές και όχι από όσους απλά ασχολούνται µε τη γεωµετρία.  
  

5.5.2. Μια νέα ερµηνεία της γεωµετρικής ανάλυσης 
 

Με βάση όσα έχουµε αναφέρει ως τώρα, προτείνουµε στη συνέχεια µια νέα ερµηνεία 

της γεωµετρικής ανάλυσης.  

Η γεωµετρική ανάλυση περιλαµβάνει δύο µέρη: α) το «υποθετικό», που είναι 

µία πορεία αναζήτησης προκειµένων (reduction), και είναι αυτό που σήµερα ονοµά-

ζεται «transformation» και β) το «βεβαιωτικό», που είναι µία σειρά παραγωγικών 

συµπερασµών (deduction), και είναι αυτό που σήµερα ονοµάζεται «resolution». Το 

«υποθετικό» µέρος ξεκινάει µε τη λήψη του ζητουµένου και έχει στόχο να καταλήξει 

σε κάτι που είναι αληθές ανεξάρτητα του ζητουµένου, από το οποίο ο γεωµέτρης-

ερευνητής υποθέτει ότι µπορεί να ξεκινήσει η πορεία παραγωγής του ζητουµένου 

στο «βεβαιωτικό» µέρος που ακολουθεί. Στο «βεβαιωτικό» µέρος ο γεωµέτρης-

ερευνητής, έχει στόχο να απαντήσει στον εαυτό του, να βεβαιωθεί δηλαδή κατά πό-

σο αυτά που προηγήθηκαν στο «υποθετικό» µέρος, εφόσον αντιστραφούν και ενδε-

χοµένως συµπληρωθούν κατάλληλα, συγκροτούν έναν παραγωγικό συµπερασµό ο 

οποίος µπορεί να λύσει το πρόβληµα. Βεβαιώνεται δηλαδή ότι αυτή η νοητική του 

πορεία – συλλογισµός έχει «δυνητική αναγκαιότητα» και κατάληξη το ζητούµενο. 
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Οι δύο αυτές πορείες, «υποθετική» και «βεβαιωτική», πραγµατοποιούνται (γίνονται 

«ενεργεία») στο ανώτερο επίπεδο του «νοητού», τη «νόηση» του γεωµέτρη-

ερευνητή, που είναι ο µόνος ικανός να κάνει ανάλυση. Η ανάλυση η οποία έχει ολο-

κληρωθεί µπορεί να χρησιµεύσει µόνο σε άλλους ερευνητές ως µέρος επόµενων α-

ναλύσεων ή για την εκπαίδευση των µελλοντικών ερευνητών. Τα κείµενα που περιέ-

χουν ανάλυση είναι ερευνητικά κείµενα και απευθύνονται από τη φύση τους σε πε-

ριορισµένο κοινό. Σε αυτό οφείλεται η µικρή διάδοση και ο αριθµός τους, παρά την 

ευρετική αξία της µεθόδου, και όχι σε κάποια θρυλούµενη τάση των αρχαίων να 

κρύβουν τις µεθόδους τους.47 Η σύνθεση, µε τη σειρά της, που ακολουθεί την επιτυ-

χηµένη ανάλυση, διδάσκεται κατόπιν µε πληρότητα στους άλλους από τον γεωµέτρη 

– ερευνητή, ο οποίος λειτουργεί πλέον ως δάσκαλος. Η σύνθεση πραγµατοποιείται 

στο δεύτερο επίπεδο του «νοητού», τη «διάνοια», και µπορεί από τώρα και στο εξής 

να γίνει αντικείµενο µάθησης και διδασκαλίας. Απευθύνεται στον καθένα που ασχο-

λείται µε τη γεωµετρία και λειτουργεί στο επίπεδο της «διάνοιας».  

 

Συµπέρασµα 
 

Με αφετηρία τη διάκριση ανάµεσα στους όρους «δοθέν» και «δεδοµένον» που µας 

έδωσε τη δυνατότητα να αντιληφθούµε αυτή την «περίεργη» µέχρι τώρα ορολογία, 

κατανοήσαµε τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί το δεύτερο µέρος της ανάλυσης το 

οποίο ονοµάσαµε «βεβαιωτικό». Η κατανόηση αυτού του µέρους της ανάλυσης µας 

άνοιξε το δρόµο για µια νέα ερµηνεία της γεωµετρικής ανάλυσης στην οποία συµπε-

ριλαµβάνεται µια πορεία προς τα πάνω που αντιστοιχεί στο πρώτο µέρος της ανάλυ-

σης, αυτό που ονοµάσαµε «υποθετικό» και µια πορεία προς τα κάτω που αντιστοιχεί 

στο δεύτερο µέρος της ανάλυσης το «βεβαιωτικό». Έτσι η ερµηνεία µας µπορεί να 

συνδυάσει τα σωστά επιχειρήµατα και από τις δύο υπάρχουσες µέχρι σήµερα ερµη-

νείες της ανάλυσης, τα οποία µέχρι τώρα ήταν δύσκολο να συνυπάρξουν χωρίς να 

γίνονται αναφορές σε ασυνέπειες ανάµεσα στις θεωρητικές περιγραφές του Πάππου 

ή παρεµβολές στα κείµενα. Αυτός ακριβώς θα είναι ο στόχος του εποµένου κεφα-

λαίου της διατριβής µας. Να δείξουµε δηλαδή, υπό το πρίσµα της ερµηνείας µας, ότι 

οι τρεις θεωρητικές περιγραφές του Πάππου δεν αντιφάσκουν µεταξύ τους αλλά α-

ντίθετα συµπληρώνουν η µια την άλλη.  

                                           
47  Βλέπε Netz (2000) για µία διαφορετική προσέγγιση.  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 

 

Οι θεωρητικές περιγραφές  

και η πρακτική της γεωµετρικής ανάλυσης στον Πάππο  
 

Στο κεφάλαιο αυτό, υπό το πρίσµα της ερµηνείας µας για τη γεωµετρική ανάλυση, 

αναλύουµε τις τρεις θεωρητικές περιγραφές του Πάππου για αυτήν και δείχνουµε ότι 

δεν αντιφάσκουν µεταξύ τους. Στη συνέχεια, παρουσιάζουµε τον τρόπο µε τον οποίο 

λειτουργούσε η ανάλυση στην µαθηµατική πρακτική, αναλύοντας ένα αντιπροσω-

πευτικό και συχνά χρησιµοποιούµενο από τους σύγχρονους ερευνητές παράδειγµα 

εφαρµογής της µεθόδου από τον Πάππο. 

 

6.1. Οι θεωρητικές περιγραφές της γεωµετρικής ανάλυσης στον Πάππο  

 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, το ερώτηµα για το τι ακριβώς ήταν και πως λειτουργού-

σε η γεωµετρική ανάλυση στα Ελληνικά µαθηµατικά, έχει προκαλέσει και συνεχίζει 

να προκαλεί πλήθος συζητήσεων και το έντονο ενδιαφέρον των ερευνητών. Όλες οι 

προσπάθειες προσέγγισης της γεωµετρικής ανάλυσης στα Ελληνικά µαθηµατικά, µε 

τον ένα ή άλλο τρόπο περνούν µέσα από το απόσπασµα της εισαγωγής του 7ου βι-

βλίου της Συναγωγής του Πάππου, που περιλαµβάνει κάποιες θεωρητικές περιγρα-

φές της ανάλυσης, το οποίο και παραθέσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο.  

Ο Mahoney (1968, 323-325) αποκαλεί αυτές τις θεωρητικές τοποθετήσεις του 

Πάππου «ορισµούς», οι οποίοι µάλιστα όπως υποστηρίζει αντιφάσκουν µεταξύ τους. 

Επειδή συγκεκριµένα υποστηρίζει, όπως έχουµε προαναφέρει (§ 5.1), ότι ο δεύτερος 

«ορισµός» αποτελεί παρεµβολή, θεωρεί ότι δεν θα πρέπει να λαµβάνεται υπ’ όψιν 

προκειµένου να έχει νόηµα το υπόλοιπο του κειµένου του Πάππου.   

Οι Hintikka & Remes (1974) από την άλλη, είναι περισσότερο προσεκτικοί όταν 

αναφέρονται στα λεγόµενα του Πάππου για την ανάλυση, δεν χρησιµοποιούν πουθε-

νά τον όρο «ορισµός» αλλά επιµένουν σε όρους όπως «description» (σσ. xii, xv, 17),  

«general description» (σσ. 17, 18, 70), «official description» (18), «account» (σ. 16), 

«initial account», (σ. 16), «general account» (σ. 17) και «general characterization» 

(σ. 17). Μια προσέγγιση η οποία ξεκινάει από τον Cornford (1932, 46), που χρησι-
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µοποιεί την έκφραση «clear account» και συνεχίζεται µε τον Gulley (1958), ο οποίος 

χρησιµοποιεί εκφράσεις όπως: «Pappus’s describing», «two different accounts», 

«Pappus’s account», «first description» και «second description», σε όλη την έκταση 

του άρθρου του χωρίς να χρησιµοποιεί πουθενά τον όρο «ορισµός».  

Αυτές οι δύο διαφορετικές προσεγγίσεις των λεγοµένων του Πάππου για τη γε-

ωµετρική ανάλυση, αν και σε πρώτη ανάγνωση δεν φαίνεται να σηµατοδοτούν ση-

µαντική διαφοροποίηση στον τρόπο µε τον οποίο τα αντιλαµβανόµαστε, θα αποδει-

χθεί στη συνέχεια ότι είναι καθοριστικές τόσο για τον τρόπο µε τον οποίο αντιλαµ-

βανόµαστε το περιεχόµενό τους, όσο και το αν αυτά συµφωνούν ή αντιφάσκουν µε-

ταξύ τους αλλά και µε την πρακτική του Πάππου στη γεωµετρική ανάλυση. Η δεύ-

τερη προσέγγιση των Cornford, Gulley και Hintikka & Remes, είναι πιο κοντά στη 

δική µας ερµηνεία για την ανάλυση, όπως θα µας δοθεί η ευκαιρία να αναλύσουµε 

παρακάτω. 

Η θέση που θα υποστηρίξουµε είναι ότι τα τρία συγκεκριµένα χωρία από το κεί-

µενο του Πάππου: 1ο) (634, 11-13), 2ο) (634, 13-17) και 3ο) (634, 24-636, 14) όπως 

θα αναλύσουµε στη συνέχεια, πάντα µέσα από το πρίσµα της δικής µας ερµηνείας, 

αποτελούν απλές περιγραφές των σηµαντικότερων κατά την άποψη του στοιχείων 

της ανάλυσης και όχι αυστηρούς ορισµούς της. Περιγραφές οι οποίες όχι µόνο δεν 

αντιφάσκουν µεταξύ τους αλλά αντίθετα συµπληρώνουν η µια την άλλη. Το γεγονός 

ότι σε κάποιες από αυτές εµφανίζονται στοιχεία που σηµατοδοτούν «προς τα πάνω» 

πορεία ενώ σε άλλες στοιχεία που σηµατοδοτούν πορεία «προς τα κάτω», δεν απο-

τελεί πρόβληµα για τη δική µας ερµηνεία σύµφωνα µε την οποία η ανάλυση συµπε-

ριλαµβάνει και τις δύο πορείες.     

Πριν προχωρήσουµε στην απόδοση και συζήτηση καθεµιάς από τις τρεις περι-

γραφές του Πάππου για τη γεωµετρική ανάλυση, θα παραθέσουµε σε συντοµία και 

θα παραστήσουµε σχηµατικά τις ερµηνείες της ανάλυσης και της σύνθεσης που έ-

χουν υπάρξει µέχρι σήµερα και τον τρόπο που αυτές συνδέονται µε το κείµενο του 

Πάππου. Επίσης θα αποδώσουµε σχηµατικά και τη δική µας ερµηνεία. 
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6.1.1. Οι υπάρχουσες ερµηνείες της ανάλυσης και της σύνθεσης  

και η σχέση τους µε τις θεωρητικές περιγραφές του Πάππου  

 

Οι υποστηρικτές της κλασικής ερµηνείας της γεωµετρικής ανάλυσης, όπως είναι οι 

Hankel, Cantor, Heath, και Robinson, µπορούµε να πούµε ότι συντάσσονται πίσω 

από το επόµενο σκεπτικό, όπως τουλάχιστον µε ρητό τρόπο το εκφράζει ο Robinson 

(1936) στην εισαγωγή του άρθρου του για την ανάλυση στην Ελληνική γεωµετρία: 

«Έστω ότι θέλουµε να δείξουµε, αν είναι δυνατόν, την πρόταση Ζ. Σύµφωνα µε τη 

µέθοδο της ανάλυσης προχωράµε ως εξής: πρώτα υποθέτουµε ότι το Ζ είναι αληθές 

και στη συνέχεια µελετάµε τι ακολουθεί από το Ζ. Ας πούµε ότι βρίσκουµε ότι το Ζ 

συνεπάγεται το Π1.  Στη συνέχεια µελετάµε τι ακολουθεί από το Π1. Ας πούµε ότι 

βρίσκουµε ότι το Π1 συνεπάγεται το Π2. Συνεχίζουµε µε αυτόν τον τρόπο µέχρι να 

φτάσουµε σε µια πρόταση Ι που είναι ήδη γνωστό ότι είναι αληθής, µε την προϋπό-

θεση ότι είναι γνωστή ανεξάρτητα από το Ζ. Όταν έχουµε φτάσει σε µια τέτοια πρό-

ταση η ανάλυση έχει τελειώσει και µπορεί να αρχίσει η σύνθεση.» Εποµένως µπο-

ρούµε να παραστήσουµε την ανάλυση, σύµφωνα µε την περιγραφή του Robinson, 

σχηµατικά ως εξής: 

Ανάλυση:       Ζ  ⇒    Π1  ⇒   Π2   ⇒    …   ⇒   Πν  ⇒   Ι 

Η σύνθεση συνίσταται στην εκτέλεση των ίδιων βηµάτων µε την αντίστροφη 

φορά, σύµφωνα µε τον Robinson. Εποµένως σχηµατικά µπορούµε να την παραστή-

σουµε ως εξής:  

Σύνθεση:      Ι   ⇒    Πν  ⇒      …  ⇒   Π2   ⇒    Π1  ⇒   Ζ    

Για να λειτουργήσει αυτή η µέθοδος, όπως σηµειώνει ο Robinson, ικανή και  

αναγκαία συνθήκη είναι  να αντιστρέφονται όλες οι συνεπαγωγές της. Ο έλεγχος της 

αντιστροφής των προτάσεων της ανάλυσης γίνεται στη σύνθεση. Με αυτόν τον τρό-

πο η σύνθεση ελέγχει την ανάλυση. Αν δεν υπάρχει κανένα πρόβληµα και όλες οι 

συνεπαγωγές της σύνθεσης λειτουργούν, τότε η σύνθεση αποτελεί την απόδειξη που 

θέλουµε. Στην περίπτωση που η πρόταση Ι είναι γνωστό, ανεξάρτητα της Ζ, ότι είναι 

ψευδής, η ανάλυση µας έχει δείξει ότι η Ζ ήταν ψευδής, υποστηρίζει ο Robinson 

(γιατί προφανώς δεν µπορεί αληθείς προκείµενες µέσα από ορθές συνεπαγωγές να 

οδηγήσουν σε ψευδές συµπέρασµα). Κατά συνέπεια η απαγωγή σε άτοπο είναι µια 

ειδική περίπτωση της µεθόδου της ανάλυσης σύµφωνα µε την κλασική ερµηνεία της 

ανάλυσης. 
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Η παραπάνω ερµηνεία της ανάλυσης και της σύνθεσης, φαίνεται να τα πηγαίνει 

καλά µε την πρώτη και ακόµη καλύτερα µε την τρίτη θεωρητική περιγραφή της γε-

ωµετρικής ανάλυσης του Πάππου µε δεδοµένο ότι η τελευταία περιλαµβάνει και την 

απαγωγή σε άτοπο. ∆εν φαίνεται όµως να τα πηγαίνει το ίδιο καλά µε την δεύτερη 

περιγραφή του Πάππου, στην οποία φαίνεται να ταιριάζει καλύτερα η ερµηνεία της 

µεθόδου που προτείνει ο Cornford όπως θα δούµε παρακάτω. Για  αυτή τη δεύτερη 

περιγραφή του Πάππου η οποία φαίνεται να φανερώνει πορεία «προς τα πάνω», ο 

Heath (1926, τοµ.I, 139-140), ένας από τους βασικούς υποστηρικτές της «κλασικής» 

ερµηνείας, προσπαθώντας να δικαιολογήσει τον τρόπο µε τον οποίο διατυπώνεται, 

ισχυρίζεται ότι υποδηλώνει την αντιστρεψιµότητα των βηµάτων µιας επιτυχηµένης 

ανάλυσης, κάτι το οποίο δεν κάνει ξεκάθαρο η πρώτη περιγραφή του Πάππου. Έτσι, 

αυτή η δεύτερη περιγραφή, νοµιµοποιείται, σύµφωνα µε τον Heath, να αναφέρεται 

σε αναζήτηση προκειµένων γιατί και στην πρακτική τους οι Έλληνες εξασφάλιζαν 

το ζητούµενο επιµένοντας πάντα στην επιβεβαίωση της ανάλυσης από τη σύνθεση 

που ακολουθούσε. Μια ερµηνεία όχι ιδιαίτερα ικανοποιητική, την οποία ήρθε να 

συµπληρώσει ο Robinson (1936, 473) λέγοντας ότι η δεύτερη περιγραφή του Πάπ-

που, δεν είναι λάθος σύµφωνα µε την «κλασική» ερµηνεία αλλά απλώς «απρόσµε-

νη». Κάτι όµως που µπορεί να δικαιολογηθεί σε µια επιτυχηµένη ανάλυση στην ο-

ποία οι συνεπαγωγές αντιστρέφονται. Εποµένως, ο λόγος που ο Πάππος εκφράζεται 

µε αυτόν τον «απρόσµενο» τρόπο, είναι το γεγονός ότι αντιλαµβάνεται την ανάλυση 

ως υπάρχουσα για χάρη της σύνθεσης. Αυτό τον κάνει να περιγράφει τα βήµατα της 

ανάλυσης, όχι όπως φαίνονται όταν κάνεις την ανάλυση αλλά όπως φαίνονται στην 

επακόλουθη σύνθεση. Αυτές οι προσπάθειες για τη δικαιολόγηση της ύπαρξης της 

δεύτερης περιγραφής του Πάππου σύµφωνα µε την «κλασική» ερµηνεία φαίνεται 

όµως ότι δεν ήταν αρκετά πειστικές ούτε για τον Mahoney (1968), ο οποίος ασπάζε-

ται την «κλασική» ερµηνεία, αλλά υποστηρίζει ότι η δεύτερη περιγραφή της ανάλυ-

σης είναι εµβόλιµη στο κείµενο του Πάππου.     

Έχουµε αναφερθεί ήδη στην ερµηνεία της ανάλυσης και της σύνθεσης από τον 

Cornford, ο οποίος θεωρεί την ανάλυση ως µια «προς τα πάνω» πορεία που γίνεται 

µε τη βοήθεια της ενόρασης, αναζητώντας προκείµενες από τις οποίες κάθε φορά 

προκύπτει το ζητούµενο. Αυτή η ερµηνεία φαίνεται να ταιριάζει καλύτερα στη δεύ-

τερη περιγραφή του Πάππου αλλά και στην πρώτη όπως υποστηρίζει ο Cornford, αν 

αντιληφθούµε, όπως αναφέρει, σωστά την ορολογία της και ειδικότερα την έκφρα-
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ση: «δια των εξής ακολούθων». Η προς τα «πάνω πορεία», σύµφωνα µε τον  Corn-

ford, σταµατάει όταν φτάσουµε σε µια πρόταση η οποία είναι γνωστό ότι είναι αλη-

θής. Μπορούµε να παραστήσουµε σχηµατικά την άποψη του Cornford για την ανά-

λυση ως εξής: 

Ανάλυση:       Ζ   ⇐    Π1    ⇐   Π2    …   ⇐   Πν   ⇐   Ι           

Από την άλλη, σύµφωνα µε τον Cornford, στη σύνθεση η οποία είναι µια «προς 

τα κάτω» πορεία, ακολουθούµε απλά τα ίδια βήµατα αλλά µε την αντίθετη σειρά, 

δηλαδή  από τη γνωστή πρόταση προς το ζητούµενο. Έτσι σχηµατικά η άποψη του 

Cornford για τη σύνθεση παριστάνεται ως εξής: 

Σύνθεση:       Ι  ⇒   Πν   ⇒    …   ⇒   Π2   ⇒   Π1  ⇒   Ζ 

Είναι προφανές, όπως υποστηρίζουν αρκετοί, ότι σε αυτή την ερµηνεία της γεω-

µετρικής ανάλυσης δεν υπάρχει ανάγκη για τη σύνθεση. Αυτό γιατί η σύνθεση κατα-

λήγει να είναι ίδια µε την ανάλυση απλά γραµµένη ανάποδα, όπως γίνεται φανερό 

και από το σχήµα. Η σύνθεση έτσι καταλήγει να είναι περιττή. Επίσης δεν χρειάζεται 

η αντιστρεψιµότητα των συνεπαγωγών, κάτι όµως που αποκλείει και την απαγωγή 

σε άτοπο ως µια µορφή ανάλυσης, µε αποτέλεσµα η τρίτη περιγραφή του Πάππου να 

µην λειτουργεί µε αυτήν την ερµηνεία. Την ερµηνεία αυτή του Cornford για «προς 

τα πάνω» πορεία στην ανάλυση, την υποστηρίζουν εν µέρει τουλάχιστον οι Hintikka 

& Remes (1974) αν και αντιλαµβάνονται και αναγνωρίζουν τα προβλήµατα που πα-

ρουσιάζει ειδικότερα µε την τρίτη περιγραφή του Πάππου και εν τέλει αναγκάζονται 

να αναγνωρίσουν ότι δεν είναι πλήρης.    

Η δική µας ερµηνεία για την γεωµετρική ανάλυση, όπως τη διατυπώσαµε ήδη 

στο προηγούµενο κεφάλαιο, αναγνωρίζοντας την «προς τα πάνω» πορεία στο υποθε-

τικό µέρος και την «προς τα κάτω» πορεία στο βεβαιωτικό µέρος µε την ορολογία 

«δοθέντων» – «δεδοµένων», όπου ελέγχεται η «δυνατότητα» (δ) των αντίστροφων 

βηµάτων (δΠι) αφού πρώτα ελεγχθεί  η «δυνατότητα» (δ) να παραχθεί η αληθής-

ικανή πρόταση (δΙ) από τα στοιχεία του προβλήµατος τις γνωστές προτάσεις και τα 

αξιώµατα (Γ), σχηµατικά παριστάνεται ως εξής:  

Ανάλυση:  

υποθετικό µέρος:        Ζ  ⇒    Π1  ⇒   Π2   ⇒    …   ⇒   Πν  ⇒   Ι 

βεβαιωτικό µέρος:      Γ  ⇒   δΙ   ⇒    δΠν  ⇒      …  ⇒   δΠ2   ⇒    δΠ1  ⇒   δΖ 

Για τη σχηµατική παράσταση της σύνθεσης συµφωνούµε µε την κοινή παρά-

σταση των προηγούµενων ερµηνειών ως: 
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Σύνθεση:         Ι  ⇒   Πν   ⇒    …   ⇒   Π2   ⇒   Π1  ⇒   Ζ 

 Η ερµηνεία µας για τη γεωµετρική ανάλυση, όπως θα δείξουµε στη συνέχεια, 

δεν αντιµετωπίζει προβλήµατα µε καµία από τις τρεις θεωρητικές περιγραφές του 

Πάππου. 

   

6.2.  Οι τρεις περιγραφές του Πάππου για τη γεωµετρική ανάλυση  

υπό το φως της ερµηνείας µας     

 

Μέχρι εδώ παρουσιάσαµε τον τρόπο µε τον οποίο αποδόθηκαν και αντιµετωπίστη-

καν από τους διάφορους µελετητές, οι τρεις περιγραφές του Πάππου για την ανάλυ-

ση, υπό το πρίσµα της ερµηνείας που ο καθένας τους είχε για την αναλυτική µέθοδο. 

Στην ενότητα που ακολουθεί θα αποδώσουµε και θα συζητήσουµε τις τρεις περιγρα-

φές του Πάππου υπό το φως της ερµηνείας µας για τη γεωµετρική ανάλυση, µε στό-

χο να δείξουµε ότι αυτές συµφωνούν τόσο µεταξύ τους όσο και µε την ερµηνεία µας.   

 

6.2.1.  Πρώτη περιγραφή του Πάππου για τη γεωµετρική ανάλυση  

 

Ειδικότερα στην πρώτη περιγραφή της γεωµετρικής ανάλυσης (634, 11-13), ο Πάπ-

πος αναφέρει (η µετάφραση είναι δική µας):  

Η ανάλυση λοιπόν είναι µία πορεία [του σκέπτεσθαι], από το ζητούµενο, ως να 

ήταν δεκτό, διαµέσου των κατά σειρά ακολούθων1, προς κάτι που γίνεται δεκτό 

δια συνθέσεως.2 

Στο απόσπασµα αυτό του Πάππου, περιέχεται µια καταρχήν και αρκετά συνο-

πτική, γενική περιγραφή του συνόλου της µεθόδου της γεωµετρικής ανάλυσης, που 

στη συνέχεια θα χρειαστεί επεξήγηση3. Με άλλα λόγια το απόσπασµα αυτό αποτελεί 

µια αφαιρετική – ελλειπτική περιγραφή της ανάλυσης, µε την οποία ο Πάππος έχει 

στόχο να αναδείξει από τις πρώτες γραµµές του κειµένου του, το σηµαντικότερο και 

                                           
1  ∆ηλαδή αυτών που πάνε µαζί του, είτε ως προκείµενες είτε ως συνέπειες, όπως υποστηρίζουν 
οι Hintikka & Remes (1974, 15-16) και  οι Berggren & Van Brummelen (2000, 9) µε επιχει-
ρήµατα στα οποία συµφωνούµε και θα παραθέσουµε παρακάτω. 

2  Πάππου Συναγωγή, Hultsch 634.11-13: «ἀνάλυσις τοίνυν ἐστὶν ὁδὸς ἀπὸ τοῦ ζητουµένου ὡς 
ὁµολογουµένου διὰ τῶν ἑξῆς ἀκολούθων ἐπί τι ὁµολογούµενον συνθέσει·»  

3  Την ίδια άποψη έχουν διατυπώσει και υποστηρίξει επαρκώς οι Hintikka & Remes (1974, 16-17).   
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ταυτόχρονα πρωτοποριακό χαρακτηριστικό αυτής της µεθόδου, που είναι η λήψη 

του ζητουµένου ως αληθούς ή «οµολογουµένου».   

∆εν αποτελεί κατά κανένα τρόπο αυτή η πρώτη περιγραφή ένα πλήρη και αυστη-

ρό «ορισµό» της µεθόδου της ανάλυσης. Ο Mahoney (1968), ο οποίος υποστήριξε 

ότι αυτή η πρώτη περιγραφή του Πάππου είναι ένας ορισµός της ανάλυσης, αναγκά-

στηκε να χαρακτηρίσει ως παρεµβολή την επόµενη περιγραφή (ορισµό πάλι κατά 

την άποψή του), και ένας από τους βασικούς λόγους ήταν ότι αυτές οι δύο περιγρα-

φές δεν είναι ισοδύναµες, κάτι που θα έπρεπε πράγµατι να ισχύει εάν επρόκειτο 

πραγµατικά για δύο ορισµούς. Οι υπόλοιποι µελετητές ήταν περισσότερο προσεκτι-

κοί αποκάλεσαν τα λεγόµενα του Πάππου «περιγραφές» τις οποίες και προσπάθησαν 

να κατανοήσουν και να εναρµονίσουν όπως θα κάνουµε και εµείς στη συνέχεια.     

Θεωρούµε ότι αν ο Πάππος ήθελε να δώσει ορισµό, όπως κάνει σε άλλες περι-

πτώσεις θα χρησιµοποιούσε ενδεχοµένως τη λέξη «όρος» (µε την έννοια του ορι-

σµού)4 ή τουλάχιστον έναρθρο κατηγορούµενο που δηλώνει ταύτιση ή ορισµό, όπως 

κάνει στο χωρίο (650, 14-20) από τη Συναγωγή, στο οποίο αναφέρεται στους ορι-

σµούς του θεωρήµατος, του προβλήµατος και του πορίσµατος στους αρχαίους: 

 τὴν δὲ διαφορὰν τῶν τριῶν τούτων ὅτι βέλτιον ᾔδεσαν οἱ ἀρχαῖοι, δῆλον ἐκ τῶν 

ὅρων· ἔφασαν γὰρ θεώρηµα µὲν εἶναι τὸ προτεινόµενον εἰς ἀπόδειξιν αὐτοῦ τοῦ 

προτεινοµένου, πρόβληµα δὲ [εἶναι] τὸ προβαλλόµενον εἰς κατασκευὴν αὐτοῦ τοῦ 

προτεινοµένου, πόρισµα δὲ [εἶναι] τὸ προτεινόµενον εἰς πορισµὸν αὐ τοῦ τοῦ 

προτεινοµένου. 

Αντίστοιχα ο Μαρίνος όταν ορίζει έννοιες γράφει: «γνώριµον δέ ἐστι τὸ 

γιγνωσκόµενον… πόριµον δέ ἐστιν, ὃ δυνατοί ἐσµεν… ῥητὸν δέ ἐστιν, οὗπερ… 

καθ᾽ αὑτὸ ῥητόν ἐστιν, ὃ κατά τινα... ἄπορον δέ ἐστι τὸ ἀντικειµένως ἔχον… ἔσται δὲ 

τὸ καθ᾽ ὑπό θεσιν διδόµενον τὸ ἀκολούθως ταῖς ἀρχαῖς…» Χρησιµοποιεί επίσης 

επανειληµµένως τις λέξεις «ορίζονται», «ορισµόν», «ορίζεσθαι», «όρω». Σύµφωνα 

µε τα παραπάνω, λοιπόν, ένας αυστηρός ορισµός µιας τόσο σηµαντικής µεθόδου, 

όπως είναι η µέθοδος της ανάλυσης, θα απαιτούσε να περιέχει το κείµενο του Πάπ-

που αν όχι κάποια µορφή της λέξης «όρος», τουλάχιστον το άρθρο «η»  µπροστά 

στον όρο «οδός» που όµως δεν υπάρχει. Η περιγραφή αυτή, όπως προαναφέραµε, 

                                           
4  Με αυτόν τον τρόπο το αντιλαµβάνεται και ο Jones (1986, 96): «Το ότι οι αρχαίοι γνώριζαν 
άριστα τη διάκριση ανάµεσα σε αυτά τα τρία πράγµατα, είναι σαφές από τους ορισµούς τους.»  
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έχει στόχο απλά την ανάδειξη του σηµαντικότερου χαρακτηριστικού της ανάλυσης 

που είναι το να ληφθεί ως αληθές («οµολογούµενον») το ζητούµενο, µε βασική συ-

νέπεια την εκµετάλλευση της δοµής του ίδιου του προβλήµατος. ∆εν αναφέρεται σε 

συγκεκριµένες «κατευθύνσεις» µέσα στη µέθοδο της ανάλυσης, όπως θα εξηγήσου-

µε παρακάτω, κατά συνέπεια δεν µπορεί να «αντικρούει» την περιγραφή που ακο-

λουθεί. 

Κάτι τέλος που έχει απασχολήσει έντονα προηγούµενες σηµαντικές εργασίες που 

αφορούν τη γεωµετρική ανάλυση5 και έχει αποτελέσει συστατικό στοιχείο της λεγό-

µενης µη κλασικής ερµηνείας της, είναι η απόδοση του όρου «ακόλουθον» και η κα-

τεύθυνση που αυτός προσδίδει στην ανάλυση ή δεν προσδίδει. Η απόδοση του όρου 

«ακόλουθον» από τον Cornford, ταύτισε τον όρο µε την «προς τα πάνω» πορεία και 

υπήρξε αιρετική για την εποχή της. Για το λόγο αυτό έτυχε  ιδιαίτερα σκληρής κριτι-

κής µέχρι να φτάσουµε σε αυτή που σήµερα είναι η πλέον αντιπροσωπευτική και απο-

δεκτή ερµηνεία του όρου και οφείλεται στους Hintikka & Remes (1974, 14):  

Θέλουµε να προτείνουµε ότι το ακόλουθον στην περιγραφή του Πάππου για την 

ανάλυση και τη σύνθεση δεν σηµαίνει µια λογική συνέπεια, αλλά είναι ένας πολύ 

περισσότερο ασαφής όρος για το «οτιδήποτε αντιστοιχεί σε», ή καλύτερα «πηγαί-

νει µαζί µε» το επιθυµητό αποτέλεσµα, τις προκείµενες από τις οποίες αυτό µπο-

ρεί να παραχθεί, ίσως µε την έννοια του να καθιστά κάποιον ικανό να παράγει 

συµπερασµατικά το αποτέλεσµα από αυτές. Για αυτό το λόγο η ερµηνεία µας «α-

κόλουθο» (concomitant) αντί για το συνηθισµένο «συνέπεια». 

Ακόµη όµως και οι ίδιοι οι Hintikka & Remes που προτείνουν αυτή την ερµη-

νεία του όρου «ακόλουθον», η οποία πράγµατι τους λύνει πολλά προβλήµατα, ανα-

ρωτιούνται αν αυτή η ερµηνεία είναι συµβατή µε την ανάλυση και ως «προς τα κά-

τω» πορεία. Την «προς τα κάτω» πορεία που επιµένει να εµφανίζεται, όπως οι ίδιοι 

αναγνωρίζουν (σσ. 17-18), τόσο στην τρίτη περιγραφή του Πάππου που αφορά τη 

θεωρη(µα)τική και προβληµατική ανάλυση όσο και στην πρακτική της ανάλυσης. 

Έτσι αναγκάζονται να παραδεχθούν: «… η ερµηνεία µας για την ανάλυση στον 

Πάππο ως µια κίνηση προς τα πάνω, αν και υποστηρίζεται ισχυρά από µια προσεκτι-

κή ανάγνωση των στοιχείων, απλά δεν µπορεί να είναι όλη η ιστορία.» (σ. 17) Πα-

ρακάτω µετακινούµενοι ακόµη περισσότερο προς την κατεύθυνση της «προς τα κά-

                                           
5  Βλέπε Cornford (1932), και  Hintikka & Remes (1974). 
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τω» πορείας, µετά από µια επεξεργασία της µεθόδου µε όρους λογικής, θα φτάσουν 

να αναγνωρίσουν: «Η ιδέα ότι η ανάλυση µπορεί µετά από όλα αυτά να προχωρά-

διεξάγεται προς τα κάτω θα πρέπει κατά συνέπεια να στηριχθεί.» (σ. 36) 

Τοποθετούµενοι στο ζήτηµα της κατεύθυνσης οι Berggren & Van Brummelen 

(2000, 9) υποστηρίζουν µία θέση που συµφωνεί µε αυτή των Hintikka & Remes. Συ-

γκεκριµένα αναφέρουν: 

Μια λογική λύση στο δίληµµα, είναι, να σηµειώσουµε ότι ο Knorr κάνει πολύ 

σωστά µεταφράζοντας τη φράση «αναζητώντας διαµέσου των συνεπειών», αντί 

του πιο συνηθισµένου «αναζητώντας διαµέσου των συνεπειών του», από τη στιγ-

µή που η λέξη «του» δεν εµφανίζεται στα Ελληνικά. Ως εκ τούτου, ο Πάππος δεν 

λέει προς ποια κατεύθυνση πάνε οι συνέπειες που αναζητούµε. Πιστεύουµε ότι ο 

Πάππος απλά έγραφε ακαθόριστα για αναζήτηση µιας σειράς λογικών συνεπειών 

που –όπως ενισχύει τη σκέψη του στην επόµενη πρόταση– θα καταλήξουν σε αυ-

τό που κάποιος προσπαθεί να βρει.  

Θα πρέπει κανείς, από τα στοιχεία, να αποδεχθεί το γεγονός ότι και η αναγωγή 

(έρευνα για προκείµενες) και ο παραγωγικός συµπερασµός (έρευνα για συνέ-

πειες), θεωρούνταν από τους αρχαίους συγγραφείς ως δραστηριότητες που περι-

λαµβάνονται κάτω από τον τίτλο της «ανάλυσης». 

 

Στην ίδια κατεύθυνση ο Καρασµάνης (1993, 186) αναφέρει για το «ακόλουθον»:  

Η λέξη «ακόλουθον» δείχνει ακριβώς αυτό που λέει. Το ακόλουθο ακολουθεί κά-

τι άλλο. Μπορεί να είναι λογική συνέπεια µπορεί όµως και όχι.  

 

Το σηµαντικό για εµάς στις παραπάνω θέσεις, οι οποίες είναι πλέον σε γενικές 

γραµµές αποδεκτές από το σύνολο των σύγχρονων ερευνητών, είναι ότι όλοι ανα-

γνωρίζουν ότι τόσο κάτω από τις θεωρητικές περιγραφές του όρου ανάλυση όσο και 

πίσω από την πρακτική της ανάλυσης των Ελλήνων, υπάρχουν στοιχεία που δεί-

χνουν και «προς τα πάνω» πορεία αλλά και «προς τα κάτω» πορεία6. Με άλλα λόγια 

αποδέχονται ότι υπάρχουν και οι δύο κατευθύνσεις µέσα στο αναλυτικό µέρος της 

                                           
6  Μια ακόµη ενδιαφέρουσα θέση που υποστηρίζει ότι το «δια ων ακολούθων» έχει και  «deduc-

tive» σηµασία, διατυπώνεται από την Ιεροδιακόνου (1990, 184), όταν αναφέρει ότι η φράση 
χρησιµοποιείται και στον ορισµό της σύνθεσης του ανωνύµου σχολιαστή του ΧΙΙΙ βιβλίου του 
Ευκλείδη, που είναι σίγουρα «deductive process».    
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γεωµετρικής ανάλυσης (πριν τη σύνθεση), χωρίς όµως να µπορούν να ερµηνεύσουν 

µε ποιόν ακριβώς τρόπο και γιατί. Αυτό ακριβώς επιχειρούµε µε τη δική µας ερµη-

νεία για την ανάλυση, δείχνοντας ότι µέσα στην ανάλυση υπάρχει αφενός µια πορεία 

«προς τα πάνω» και είναι συγκεκριµένη, είναι αυτό που ονοµάσαµε υποθετικό µέ-

ρος, και αφ’ ετέρου µία πορεία «προς τα κάτω» επίσης συγκεκριµένη, που είναι το 

βεβαιωτικό µέρος. Το πρώτο λειτουργεί ως αναζήτηση προκειµένων (reduction) ενώ 

το δεύτερο λειτουργεί ως σειρά παραγωγικών συµπερασµών (deduction). Η πρώτη 

περιγραφή του Πάππου µε τον όρο «ακόλουθον» και τη χαλαρή σηµασία µε την ο-

ποία αυτός ο όρος εισάγει ως προς την κατεύθυνση, δεν µπορεί να αντικρούει τις ε-

πόµενες περιγραφές που θα δούµε στη συνέχεια.    

  

6.2.2. ∆εύτερη περιγραφή του Πάππου για τη γεωµετρική ανάλυση  

 

Στη δεύτερη περιγραφή του για τη γεωµετρική ανάλυση ο Πάππος (634, 13-17), α-

ναφέρει (η µετάφραση είναι δική µας):  

 ∆ηλαδή, στη µεν ανάλυση υποθέτοντας το ζητούµενο ως γεγονός, ερευνούµε αυ-

τό από το οποίο αυτό [το ζητούµενο] προκύπτει και πάλι το προηγούµενο εκεί-

νου, µέχρις ότου, κατ’ αυτόν τον τρόπο αναστρέφοντας τα βήµατά µας, φτάσουµε 

σε κάτι από αυτά που ήδη γνωρίζουµε ή που ανήκει στην τάξη των αρχών· και 

καλούµε αυτού του είδους τη µέθοδο ανάλυση, όπως λύση προς τα πίσω. 7  

Η δεύτερη περιγραφή είναι επεξηγηµατική της πρώτης συνοπτικής περιγραφής 

της ανάλυσης. Σε αυτήν ο Πάππος αναφέρει ότι υποθέτοντας ότι ισχύει το ζητούµε-

νο, ερευνούµε από ποιες προκείµενες  προκύπτει αυτό, κάτι που επαναλαµβάνουµε 

µέχρι να φτάσουµε σε κάποιο από αυτά που ήδη γνωρίζουµε.   

Είναι σαφές ότι η δεύτερη περιγραφή του Πάππου σηµατοδοτεί πορεία «προς τα 

πάνω» όπως παραδέχονται άλλωστε οι περισσότεροι ερευνητές. Μια πορεία η οποία 

µόνο µετά από µια επιτυχηµένη προσπάθεια ανάλυσης, της οποίας πιθανότατα έχουν 

προηγηθεί άλλες αποτυχηµένες, καταγράφεται σε αυτό που στην ερµηνεία µας ονο-

µάσαµε υποθετικό µέρος της ανάλυσης. Θεωρούµε ταυτόχρονα ότι η φράση «τὸ ἐξ 

                                           
7  Πάππου Συναγωγή, Hultsch 634.13-17: «ἐν µὲν γὰρ τῇ ἀναλύσει τὸ ζητούµενον ὡς γεγονὸς 

ὑποθέµενοι τὸ ἐξ οὗ τοῦτο συµβαίνει σκοπούµεθα καὶ πάλιν ἐκείνου τὸ προηγούµενον, ἕως ἂν 
οὕτως ἀναποδίζοντες καταντήσωµεν εἴς τι τῶν ἤδη γνωριζοµένων ἢ τάξιν ἀρχῆς ἐχόντων· καὶ 
τὴν τοιαύτην ἔφοδον ἀνάλυσιν καλοῦµεν, οἷον ἀνάπαλιν λύσιν.»  
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οὗ τοῦτο συµβαίνει σκοπούµεθα», που σηµαίνει την έρευνα για το από ποια προκεί-

µενη «τοῦτο» προκύπτει, σηµαίνει αναπόφευκτα και την  εξέταση για την εξαγωγή 

συµπερασµάτων για το αν πραγµατικά η προκείµενη µας µπορεί να το παράγει 

«τοῦτο» κάτι που δείχνει αναπόφευκτα και πορεία «προς τα κάτω». Η άποψη του 

Cornford είναι σαφές ότι υπονοεί κάτι τέτοιο. Αλλά και οι Hintikka & Remes (1974, 

17) συµφωνώντας µε αυτή την άποψη και µε αφορµή τη δεύτερη περιγραφή του 

Πάππου αναφέρουν:  

Αλλά αν µπορούσαµε να πάρουµε το γενικό χαρακτηρισµό της ανάλυσης του Πάπ-

που κυριολεκτικά (όπως το µεταφράσαµε), δεν θα υπήρχε η ανάγκη της σύνθεσης 

για να τη συµπληρώσει.  Γιατί µόλις έχουµε βρει µια προκείµενη από την οποία 

προκύπτει το ζητούµενο αποτέλεσµα, και έχουµε συνδέσει αυτό το αποτέλεσµα 

διαµέσου µιας ακολουθίας από τέτοιες προκείµενες µε αξιώµατα και προηγούµενα 

θεωρήµατα, τότε δεν απαιτείται περαιτέρω δικαιολόγηση και δεν αποµένει τίποτα 

περισσότερο για να γίνει. Ως εκ τούτου η ερµηνεία µας για την ανάλυση του Πάπ-

που ως µια προς τα πάνω κίνηση, αν και υποστηρίζεται ισχυρά από µια προσεκτική 

ανάγνωση των στοιχείων, απλά δεν µπορεί να είναι όλη η ιστορία.  

Σε ανάλογη κατεύθυνση ο Καρασµάνης (1993, 185) αναφέρει:  

…ο σκοπός µας κατά την ανάλυση είναι να επιβεβαιωθεί κάτι. Η ερώτηση λοιπόν 

«πως µπορώ να το επιβεβαιώσω;» πάει µαζί µε την ερώτηση «τι συνεπαγωγές 

µπορώ να φέρω;». Άρα στην ανάλυση συνυπάρχουν αλληλένδετα δύο διαφορετι-

κές πράξεις: 1) εξαγωγή συµπερασµάτων (ή συνεπαγωγών) και 2) έρευνα για 

προκείµενες. 

Πράγµατι ο όρος «σκοπέω», που σηµαίνει ερευνώ–εξετάζω, έχει ως ένα συστα-

τικό του το «βεβαιώνω». Κάθε ερευνητική προσπάθεια για την προκείµενη από την 

οποία προκύπτει κάτι ως αποτέλεσµα, εµπεριέχει  και την προσπάθεια του ερευνητή 

για την εξαγωγή του αποτελέσµατος από αυτή την προκείµενη. ∆ιαφορετικά η ερευ-

νητική προσπάθεια είναι µισή. Το «βεβαιώνω» δεν έχει βέβαια ακόµη στη φάση της 

έρευνας την έννοια της δικαιολόγησης προς τους άλλους, αλλά της δικαιολόγησης 

του ερευνητή προς τον εαυτό του ότι ο συλλογισµός του διαθέτει λογική εγκυρότη-

τα. Το λεξικό Σταµατάκου επίσης, στο λήµµα «σκοπέω», δίνει ως ερµηνεία τους ό-

ρους: «ερευνώ, εξετάζω, εξακριβώνω, βεβαιώνω». Εξάλλου το «συµβαίνει» στην 
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ορολογία του Πάππου φανερώνει, όπως διαπιστώνουν διάφοροι ερευνητές8, παρα-

γωγικό συµπερασµό από την προκείµενη στο συµπέρασµα, δηλαδή «προς τα κάτω» 

πορεία. Πράγµα που επιβεβαιώνει ότι η έρευνα, του από ποια προκείµενη προκύπτει 

κάτι, έχει ως αναπόσπαστο κοµµάτι της τον έλεγχο από τον ερευνητή, κατά πόσο 

παράγεται πράγµατι αυτό το κάτι από αυτή την προκείµενη.  

Η διαδικασία της ανάλυσης δηλαδή, φαίνεται και από αυτή την δεύτερη περι-

γραφή του Πάππου, όπως αναγνωρίζουν και άλλοι ερευνητές9, ότι περιλαµβάνει δύο 

κινήσεις: αναζήτηση προκειµένων αλλά και εξέταση διαµέσου συνεπειών· που ση-

µαίνει κινήσεις «προς τα πάνω» που έχουν υποθετικό χαρακτήρα αλλά και κινήσεις 

«προς τα κάτω», οι οποίες έχουν βεβαιωτικό-παραγωγικό χαρακτήρα. Οι τελευταίες 

θα αποτελέσουν ενδεχοµένως µετά από µια επιτυχηµένη ανάλυση κοµµάτια του βε-

βαιωτικού µέρους της ανάλυσης, που αφορά τα «δοθέντα» και τα «δεδοµένα». Με 

αυτήν την έννοια λοιπόν το δεύτερο κοµµάτι των λεγοµένων του Πάππου, αποτελεί 

µια πιο εξειδικευµένη περιγραφή του τρόπου που λειτουργεί στην πράξη η ανάλυση 

χωρίς πάλι να µπορεί να πει κανείς ότι είναι ένας ορισµός της µεθόδου.  

Πριν προχωρήσουµε στην τρίτη περιγραφή της γεωµετρικής ανάλυσης από τον 

Πάππο, επειδή ο τρόπος που αντιλαµβανόµαστε τη δεύτερη περιγραφή του µας θυµί-

ζει τη µέθοδο της «απαγωγής» των Ελληνικών µαθηµατικών, θα κάνουµε µια πα-

ρένθεση προκειµένου να αναφερθούµε σε αυτήν τη µέθοδο, που αρκετοί υποστηρί-

ζουν ότι υπήρξε πρόγονος της γεωµετρικής ανάλυσης. Στα πλαίσια της προσπάθειας 

κατανόησης της ανάλυσης, πέρα από την έρευνα για την απόδοση της πατρότητας 

της µεθόδου, που προαναφέραµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, υπήρξε και η προσπά-

θεια για την ανεύρεση «προγόνων» της µεθόδου. Αρκετοί ιστορικοί των µαθηµατι-

κών θεωρούν ότι η πρώιµη µορφή της γεωµετρικής ανάλυσης ήταν η «απαγωγή».10 

Η «απαγωγή» ως µέθοδος χρησιµοποιήθηκε συστηµατικά από τον Ιπποκράτη τον 

Χίο (5ο αι.). Με την άποψη αυτή συµφωνεί και ο Καρασµάνης (1987, 44-52), που 

προχωράει  στη σύγκριση και στην ανάδειξη της διαφοράς ανάµεσα στις δύο µεθό-

δους. Συγκεκριµένα θεωρεί (Καρασµάνης 1987, 49) ότι η βασική διαφορά της «απα-

                                           
8  Hintikka & Remes (1974, 14) και Καρασµάνης (1993, 185-186) ο οποίος χαρακτηριστικά α-
ναφέρει: «Επιπλέον ο σκοπός µας κατά την ανάλυση είναι να επιβεβαιωθεί κάτι. Η ερώτηση 
λοιπόν ‘πως µπορώ να το επιβεβαιώσω;’ πάει µαζί µε την ερώτηση ‘τι συνεπαγωγές µπορώ να 
φέρω;’»  

9  Hintikka & Remes (1974, 14-16) και Berggren & Van Brummelen (2000, 8-10).  
10  Heath (1921), “Greek Mathemetics”, vol. I, 291, Hintikka & Remes (1974), 85, Knorr (1986), 23. 
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γωγής» από τη µέθοδο της ανάλυσης και σύνθεσης είναι ό,τι ενώ στη δεύτερη οι δύο 

πορείες («προς τα πάνω» – αναγωγή και «προς τα κάτω» – παραγωγή αντίστοιχα) 

διαχωρίζονται, αντίθετα στην «απαγωγή» δεν διαχωρίζονται αλλά εµπλέκονται σε 

κάθε βήµα. ∆ηλαδή στην «απαγωγή», την κάθε «προς τα πάνω» (ή προς τα πίσω) 

κίνηση (αναγωγή) ακολουθεί µια «προς τα κάτω» κίνηση (παραγωγικού συµπερα-

σµού), πριν ακολουθήσει η επόµενη «προς τα πάνω» κίνηση. Καταλήγει επίσης µετά 

από εµπεριστατωµένη έρευνα11 στο συµπέρασµα, ότι η υποθετική µέθοδος την οποία 

χρησιµοποιεί ο Πλάτων στους διαλόγους του Μένων και Φαίδων, είναι ή «απαγω-

γή», µια µέθοδος η οποία ήταν ήδη γνωστή στους µαθηµατικούς12, ενώ αντίθετα η 

διαλεκτική µέθοδος του Πλάτωνα στην Πολιτεία ακολουθεί το πρότυπο της γεωµε-

τρικής ανάλυσης και της σύνθεσης, δηλαδή εδώ οι πορείες- κινήσεις «προς τα πάνω» 

και «προς τα κάτω» διαχωρίζονται συνολικά και δε συµβαίνουν σε κάθε βήµα της 

µεθόδου και οι δύο.13  

Οι θέσεις του Καρασµάνη (1987), είναι αρκετά σηµαντικές, και συνταχθήκαµε 

µε αυτές  αρκετές φορές µέχρι τώρα στην έρευνά µας για την ερµηνεία της γεωµε-

τρικής ανάλυσης. ∆ε θα συµφωνήσουµε όµως µαζί του στο ότι η «προς τα κάτω» 

πορεία της διαλεκτικής στην Πολιτεία του Πλάτωνα, που αφορά τη µαθηµατική έ-

ρευνα, αντιστοιχεί στη σύνθεση της γεωµετρικής ανάλυσης. Εµείς θεωρούµε σύµ-

φωνα µε την ερµηνεία µας για τη γεωµετρική ανάλυση, ότι αυτή η «προς τα κάτω» 

πορεία βρίσκεται µέσα στο στάδιο της ανάλυσης και όχι στη σύνθεση και είναι συ-

γκεκριµένα το βεβαιωτικό µέρος της. 

  

6.2.3. Τρίτη περιγραφή του Πάππου για τη γεωµετρική ανάλυση  
 

Η τρίτη περιγραφή του Πάππου για τη γεωµετρική ανάλυση αναφέρεται στα δύο εί-

δη ανάλυσης που κατά την άποψή του υπάρχουν: τη θεωρη(µα)τική και την προβλη-

µατική. Θεωρούµε ότι η γεωµετρική ανάλυση της κλασσικής εποχής αφορούσε απο-

κλειστικά τα προβλήµατα. Αυτοί που εισήγαγαν και υποστήριξαν την έννοια της 

«θεωρητικής ανάλυσης» ήταν ιστορικοί, σχολιαστές και µαθηµατικοί της ύστερης 

αρχαιότητας, όπως ο Γεµίνος, ο Ήρωνας και ο Πάππος και το έκαναν για φιλοσοφι-

                                           
11  Καρασµάνης (1987), Κεφάλαια 3, 5 και 6 αντίστοιχα της διδακτορικής του διατριβής. 
12  Καρασµάνης (1987, 93, 155). 
13  Καρασµάνης (1987, 265-266, 307). 
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κούς και άλλους λόγους κοινωνικού και πολιτισµικού πλαισίου. Τη θέση αυτή θα 

την αναπτύξουµε στο επόµενο κεφάλαιο αφού θα έχουµε µελετήσει τις αναλύσεις 

που εµφανίζονται στον Μέναιχνο, τον Αρχιµήδη και τον Απολλώνιο, οι οποίες επί-

σης αφορούν µόνο προβλήµατα. Ως εκ τούτου δεν θα ασχοληθούµε µε την περιγρα-

φή του Πάππου που αφορά την θεωρητική ανάλυση, γιατί πιστεύουµε ότι δεν συµ-

βάλλει µε οποιοδήποτε τρόπο στην κατανόηση της λειτουργίας της γεωµετρικής α-

νάλυσης, αντίθετα µπορεί να προκαλέσει σύγχυση.     
 

Η τρίτη περιγραφή της γεωµετρικής ανάλυσης, που αφορά σύµφωνα µε τον 

Πάππο ειδικότερα την προβληµατική ανάλυση (636, 7-14), αναφέρει: (η µετάφραση 

είναι δική µας):  

Στο προβληµατικό είδος δε [της ανάλυσης] υποθέτοντας αυτό που προτάθηκε ως 

γνωστό, έπειτα προχωράµε διαµέσου των κατά σειρά ακολούθων, ως να ήταν α-

ληθή, µέχρι να φτάσουµε σε κάτι που γίνεται δεκτό. Εάν µεν αυτό που γίνεται δε-

κτό µπορεί κάποιος να προσδοκά ότι είναι δυνατό [δεν είναι αδύνατο] και ταυτό-

χρονα είναι ενδεχόµενο να ποριστεί, δηλαδή αυτό που οι µαθηµατικοί ονοµάζουν 

δοθέν, θα είναι δυνατό και αυτό που προτάθηκε, και θα είναι πάλι η απόδειξη α-

ντίστροφη της ανάλυσης· εάν όµως πετύχουµε κάτι που είναι δεκτό ότι είναι αδύ-

νατο, θα είναι και το πρόβληµα αδύνατο.14        

Με άλλα λόγια η τρίτη περιγραφή του Πάππου, αναφέρει ότι στην ανάλυση 

προβληµάτων, υποθέτοντας ότι ισχύει το ζητούµενο προχωράµε διαµέσου αυτών 

που πάνε µαζί του στη σειρά (χωρίς να διακρίνει αν πρόκειται για προκείµενες ή συ-

νέπειες) σαν να είναι αληθή, µέχρι να φτάσουµε σε κάτι που γίνεται δεκτό («οµολο-

γούµενον», µε βάση τα όσα υποθετικά προηγήθηκαν). Στη συνέχεια εάν µεν (κατά 

τον έλεγχο στο βεβαιωτικό µέρος) αυτό που έγινε δεκτό µπορεί να προσδοκά κά-

ποιος ότι είναι «δυνατόν» και «ποριστόν» (µε την έννοια ότι µέσα από έναν λογικά 

έγκυρο συλλογισµό, που χρησιµοποιεί ό,τι δίνεται στην εκφώνηση του προβλήµατος 

και τις γνωστές προτάσεις, καταλήγει να χαρακτηριστεί έτσι), δηλαδή αυτό που οι 

µαθηµατικοί ονοµάζουν «δοθέν», τότε (από τη συνέχεια του έγκυρου συλλογισµού) 

                                           
14  Πάππου Συναγωγή, Hultsch 636, 7-14: «ἐπὶ δὲ τοῦ προβληµατικοῦ γένους τὸ προταθὲν ὡς 

γνωσθὲν ὑποθέµενοι, εἶτα διὰ τῶν ἑξῆς ἀκολούθων ὡς ἀληθῶν προελθόντες ἐπί τι ὁµολογού-
µενον, ἐὰν µὲν τὸ ὁµολογούµενον δυνατὸν ᾖ καὶ ποριστόν, ὃ καλοῦσιν οἱ ἀπὸ τῶν µαθηµάτων 
δοθέν, δυνατὸν ἔσται καὶ τὸ προταθέν, καὶ πάλιν ἡ ἀπόδειξις ἀντίστροφος τῇ ἀναλύσει, ἐὰν δὲ 
ἀδυνάτῳ ὁµολογουµένῳ ἐντύχωµεν, ἀδύνατον ἔσται καὶ τὸ πρόβληµα.»  
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θα είναι «δυνατόν» (υποθετικά αναγκαίο) και αυτό που προτάθηκε ως ζητούµενο και 

η απόδειξη θα είναι αντίστροφη της ανάλυσης (που έγινε προηγουµένως στο υποθε-

τικό µέρος)15. Εάν όµως, αυτό που έγινε δεκτό (δηλαδή το «προταθέν» του προβλή-

µατος) πετύχουµε (µέσα από έγκυρο συλλογισµό στο βεβαιωτικό µέρος της ανάλυ-

σης) να είναι αδύνατο, θα είναι και το πρόβληµα αδύνατο (γιατί αυτό που προτάθηκε 

από το πρόβληµα ως ζητούµενο θα είναι αδύνατο).  

Θεωρούµε ότι αυτή η τρίτη περιγραφή της γεωµετρικής ανάλυσης του Πάππου 

είναι πιο πλήρης και ενισχύει περισσότερο από τις προηγούµενες την ερµηνεία µας. 

Σε αυτή την περιγραφή της προβληµατικής ανάλυσης περιλαµβάνονται και τα δύο 

µέρη της ανάλυσης, το υποθετικό και το βεβαιωτικό. Το υποθετικό µέρος ξεκινά µε 

το να υποθέσουµε ότι ισχύει το ζητούµενο και διαµέσου αυτών που πάνε µαζί του 

καταλήγει σε κάτι που γίνεται δεκτό («οµολογούµενον»). Είναι αυτό που υποστηρί-

ξαµε στην ερµηνεία µας ότι φανερώνει πορεία «προς τα πάνω». Το βεβαιωτικό µέ-

ρος που ακολουθεί στην περιγραφή του Πάππου, διατυπώνεται µε τη µορφή δύο υ-

ποθετικών λόγων. Οι δύο αυτοί υποθετικοί λόγοι θεωρούµε ότι φανερώνουν πορεία 

«προς τα κάτω».  

Το ότι ο δεύτερος υποθετικός λόγος φανερώνει πορεία «προς τα κάτω» (deduc-

tion), δεν το υποστηρίζουµε µόνο εµείς ή όσοι ακολουθούν την «κλασική» ερµηνεία 

της ανάλυσης όπως είναι οι Heath (1926, τόµ. Ι, 140), Robinson (1936, 465), οι ο-

ποίοι βλέπουν την απαγωγή σε άτοπο ως µια ειδική µορφή ανάλυσης. Το αντιλαµβά-

νεται και ο Gulley (1958, 13), αλλά το σηµαντικό είναι ότι το αναγνωρίζουν και οι 

υποστηρικτές της ανάλυσης ως «προς τα πάνω» πορείας οι Hintikka & Remes. Είναι 

αυτή ακριβώς η τρίτη περιγραφή της γεωµετρικής ανάλυσης η οποία δηµιουργεί 

πρόβληµα στην ερµηνεία των Hintikka & Remes (1974, 17), οι οποίοι αναγκάζονται 

να αναγνωρίσουν ότι για να έχει νόηµα ο δεύτερος υποθετικός λόγος («αδύνατον 

οµολογούµενον» – «αδύνατον πρόβληµα») θα πρέπει: είτε η ανάλυση να είναι πο-

ρεία «προς τα κάτω», κάτι που προηγουµένως οι ίδιοι έχουν απορρίψει, είτε να προ-

ϋποτίθεται η αντιστρεψιµότητα της ανάλυσης (δηλαδή αν και η ανάλυση είναι πο-

ρεία «προς τα πάνω» υποθέτοντας ότι αντιστρέφεται ισχύει εκ των προτέρων και η 

                                           
15 Με σύγχρονους όρους θα λέγαµε ότι ελέγχει αν αυτά που υπέθεσε στο υποθετικό µέρος µπο-
ρούν να βεβαιωθούν. Θα µπορούσαµε, µε άλλα λόγια, να πούµε ότι ελέγχει αν µπορούν, µε 
κάποια έννοια, να αντιστραφούν µε δυνητική αναγκαιότητα. Αν βεβαιωθεί ότι µπορούν, τότε 
η ανάλυση έχει τελειώσει και η απόδειξη θα είναι, το αντίστροφο µε κάποια έννοια, του υπο-
θετικού µέρους της ανάλυσης. 
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«προς τα κάτω» πορεία). Τελικά, και προκειµένου να ξεπεράσουν αυτό το πρόβληµα 

της ερµηνείας τους, επειδή δεν µπορούν να αρνηθούν ότι η διατύπωση του Πάππου 

είναι αυτή, το αποδίδουν στην ατελή όπως αναφέρουν16 (Hintikka & Remes (1974, 

17, 77-79, 82) θεωρητική παρουσίαση από τον Πάππο, της πολύ περισσότερο πολύ-

πλοκης δοµής της ανάλυσης, όπως αυτή εµφανίζεται στη µαθηµατική πρακτική. Συ-

µπερασµατικά παρατηρούµε ότι σε ακόµη ένα σηµείο, που µία από τις πιο έγκυρες 

µέχρι σήµερα ερµηνείες της γεωµετρικής ανάλυσης –αν όχι η πιο έγκυρη– αυτή των 

Hintikka & Remes αντιµετωπίζει σηµαντικό πρόβληµα, η ερµηνεία µας για την ανά-

λυση όχι µόνο δεν αντιµετωπίζει πρόβληµα αλλά αντίθετα επιβεβαιώνεται µε την 

έννοια ότι περιλαµβάνει και αναδεικνύει την «προς τα κάτω πορεία» µέσα στην ανά-

λυση. 

Επίσης, υπό το πρίσµα της ερµηνεία µας θεωρούµε -όπως άλλωστε θεωρούν και 

οι υποστηρικτές της «κλασικής» ερµηνείας της ανάλυσης και ο Gulley (1958, 1)  

–ότι όπως ο δεύτερος έτσι και ο πρώτος υποθετικός λόγος («δυνατόν και ποριστόν 

οµολογούµενον»– «δυνατόν προταθέν») σηµαίνει πορεία «προς τα κάτω». Συγκε-

κριµένα η έκφραση: «Εάν µεν αυτό που γίνεται δεκτό µπορεί κάποιος να προσδοκά 

ότι είναι δυνατό και ταυτόχρονα είναι ενδεχόµενο να ποριστεί, δηλαδή αυτό που οι 

µαθηµατικοί ονοµάζουν δοθέν, θα είναι δυνατό και αυτό που προτάθηκε», σηµαίνει 

τη διαδικασία του συλλογισµού µέσα από την οποία θα φτάσει καταρχήν να χαρα-

κτηριστεί «δοθέν» το «οµολογούµενον» και η οποία στη συνέχεια έχει ως συνέπεια 

τη δυνητική αναγκαιότητα του «προταθέντος». Με άλλα λόγια, σηµαίνει το βεβαιω-

τικό µέρος της ανάλυσης, σύµφωνα µε την ερµηνεία µας, όπως θα το παρουσιάσου-

µε στη συνέχεια να λειτουργεί και µέσα από το παράδειγµα της πρακτικής του Πάπ-

που στην ανάλυση. Εκεί θα δούµε συγκεκριµένα ότι το πρώτο βήµα του βεβαιωτικού 

µέρους, θα είναι η παραγωγή του συµπεράσµατος ότι το «οµολογούµενον» µε τη 

βοήθεια µόνο όσων δίδονται από την εκφώνηση και των γνωστών προτάσεων είναι 

«δοθέν», ενώ ο τελικός στόχος θα είναι η «δυνατότητα» του «προταθέντος».                 

  Από τη συζήτηση που προηγήθηκε, προκύπτει ότι οι τρεις θεωρητικές περι-

γραφές του Πάππου που αφορούν τη γεωµετρική ανάλυση, µπορούν να αληθεύουν 

                                           
16  «Έχει ήδη γίνει κατανοητό ότι η γενική συζήτηση του Πάππου…είναι µόνο µια ατελής ανα-
παράσταση της πολύ περισσότερο πολύπλοκης δοµής των πραγµατικών αναλύσεων, όπως α-
παντώνται στη µαθηµατική πρακτική. Υπό το φως αυτής της περισσότερο πολύπλοκης δοµής, 
η δήλωση του Πάππου που αφορά την ανεπιτυχή ανάλυση γίνεται απόλυτα κατανοητή.»  
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χωρίς η µια να αντικρούει την άλλη. ∆ε θα λέγαµε επίσης ότι µπορούν από κοινού να 

συγκροτήσουν ένα πλήρη και αυστηρό ορισµό της µεθόδου, όπως δεν το αναφέρει 

και ο ίδιος ο Πάππος, αλλά τρεις συµπληρωµατικές περιγραφές της. Η πρώτη, είναι 

αρκετά γενική και αναδεικνύει το πρωτοποριακό χαρακτηριστικό της µεθόδου που 

είναι η λήψη του ζητουµένου. Η δεύτερη, είναι επεξηγηµατική της πρώτης και σε ότι 

αφορά το αναλυτικό µέρος της µεθόδου αναδεικνύει την «προς τα πάνω» πορεία, το 

κατεξοχήν ευρετικό τµήµα της µεθόδου αλλά αναφέρεται έστω και έµµεσα στην 

«προς τα κάτω» πορεία. Τέλος η τρίτη περιγραφή που είναι πιο πλήρης, σκιαγραφεί 

τα βήµατα της ανάλυσης αποκαλύπτοντας ότι περιλαµβάνει πορεία και «προς τα πά-

νω» και «προς τα κάτω», ενώ περιγράφει και την απαγωγή σε άτοπο ως µια περί-

πτωση ανάλυσης.  

Όλο το απόσπασµα της εισαγωγής του 7ου βιβλίου της Συναγωγής του Πάππου, 

στο οποίο περιλαµβάνονται αυτές οι τρεις περιγραφές της ανάλυσης, ανήκει σε αυτό 

που η Cuomo (2000, 170) χαρακτηρίζει «µεταµαθηµατικές ή δεύτερης τάξης διατυ-

πώσεις» στις οποίες «ο Πάππος µιλάει για τα µαθηµατικά αντί να κάνει µαθηµατι-

κά». Αυτό το κάνει όπως αναφέρει χαρακτηριστικά η Cuomo (2000, 90): 

 στοχεύοντας αρκετούς στόχους από τον έξω κόσµο: πιθανούς ή πραγµατικούς 

µαθητές, πιθανούς ή πραγµατικούς ανταγωνιστές, πιθανά τρίτα µέρη που θα µπο-

ρούσαν να βεβαιώσουν και να υποστηρίξουν την αυθεντία του και να συγκροτή-

σουν τη βάση για ένα ευρέως διαδεδοµένο καλό όνοµα.  

Ο Πάππος δεν είναι ένας φιλόσοφος, όπως ο Μαρίνος για παράδειγµα που προ-

σπαθεί να αποδώσει ορισµούς µε ακρίβεια και να κάνει λεπτές εννοιολογικές δια-

κρίσεις, αλλά ένας µαθηµατικός της πράξης, ένας παραγωγικός µαθηµατικός. Ίσως 

ήταν περισσότερο η δική µας σύγχρονη ανάγκη, για έναν πλήρη ορισµό ή ο σύγχρο-

νος τρόπος που αντιλαµβανόµαστε τις έννοιες, µεταξύ αυτών και την ανάλυση, ως 

υπόσταση- περιεχόµενο και όχι ως λειτουργίες, που µας έκανε να διακρίνουµε αντι-

φάσεις, παραφθορές ή ανακολουθίες λεγοµένων και πράξεων στον Πάππο. ∆εν θεω-

ρούµε άλλωστε ότι θα µπορούσε να υπάρξει ένας  πλήρης και ακριβής ορισµός µιας 

µεθόδου που είναι τόσο δηµιουργική στην ουσία της και καθόλου µηχανική. Στην 

καλύτερη περίπτωση θα µπορούσε να υπάρξει µια περιγραφή της πορείας που ο γε-

ωµέτρης- ερευνητής ακολουθεί για να «εύρει» τις απαντήσεις στα ερωτήµατά του 

και να τις τεκµηριώσει λογικά πρώτα στον εαυτό του (λόγον ἑαυτῷ διδόναι) και στη 
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συνέχεια να τις διδάξει στους άλλους. Τα βασικά χαρακτηριστικά της πορείας αυτής 

περιγράφονται ικανοποιητικά  κατά την άποψή µας από τα λεγόµενα του Πάππου. Ο 

ίδιος ο Πάππος δεν έχει ανάγκη από έναν πλήρη και αυστηρό ορισµό της ανάλυσης 

γιατί απλά την πραγµατεύεται, τη λειτουργεί και τη χρησιµοποιεί στην πράξη. Ανα-

δεικνύει απλά µε τα λεγόµενά του α) το κύριο χαρακτηριστικό της µεθόδου που είναι 

η λήψη του ζητουµένου και β) το πραγµατικά σηµαντικό και δηµιουργικό µέρος της, 

το δυσκολότερο κοµµάτι, (το ευρετικό), στο οποίο ο γεωµέτρης -ερευνητής αναζητά 

προκείµενες κάνει υποθέσεις αλλά προβαίνει και σε παραγωγικούς συµπερασµούς οι 

οποίοι βεβαιώνουν τις προηγούµενες. Μια διαδικασία που εκµεταλλεύεται τη δοµή 

του προβλήµατος που ερευνάται αλλά απαιτεί το συνδυασµό της διανοητικής ικανό-

τητας του γεωµέτρη, της γνώσης και της εµπειρίας του. Ένα συνδυασµό που ο Πάπ-

πος γνωρίζει ότι δεν παράγει µε µηχανικό τρόπο σίγουρα αποτελέσµατα, δεν ακο-

λουθεί συγκεκριµένη πορεία, ούτε µπορεί να κλειστεί σε συνταγές και αυστηρούς 

ορισµούς.  

 

Στην επόµενη ενότητα θα παραθέσουµε ένα παράδειγµα ανάλυσης από τον 

Πάππο προκειµένου να αποδείξουµε την έλλειψη αντίφασης ανάµεσα στη θεωρητική  

προσέγγιση και την πρακτική του αλλά και να παρουσιάσουµε για πρώτη φορά πώς 

πραγµατικά λειτουργεί η προβληµατική γεωµετρική ανάλυση και ποια η αναγκαιό-

τητα του δευτέρου µέρους της, του βεβαιωτικού όπως το ονοµάσαµε, το οποίο χρη-

σιµοποιεί την ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµένων». Στο 7ο βιβλίο της Συναγωγής 

του Πάππου, στο οποίο περιλαµβάνονται 240 περίπου προτάσεις, υπάρχουν 16 προ-

βλήµατα – κατασκευές από τα οποία τα 13 αντιµετωπίζονται µε τη µέθοδο της ανά-

λυσης. Αυτά είναι τα: 72, 85, 87, 105, 107-109, 117, 155, 164, 176, 204 και 218 

σύµφωνα µε την έκδοση του Jones (1986). Το συγκεκριµένο παράδειγµα προβληµα-

τικής ανάλυσης που θα αναλύσουµε παρακάτω είναι το VIΙ 105, έχει χρησιµοποιηθεί 

συχνά από τους νεότερους µελετητές της γεωµετρικής ανάλυσης των αρχαίων, και 

θεωρείται ένα από τα χαρακτηριστικότερα δείγµατά της.17 

                                           
17  Βλ. λ.χ. Hankel (1874, 141), Heath (1926, τοµ.Ι, 140-141), Hintikka & Remes (1976, 256), Ito 

(1980, 10) και Jones (1986, 237). 
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6.3.  Παράδειγµα  γεωµετρικής ανάλυσης από τον Πάππο (VII 105) 18  

 

Θέσει δοθέντος κύκλου, του ΑΒΓ και δύο δοθέντων [σηµείων] των ∆, Ε, αν  

καµφθεί η ∆ΒΕ [στα ευθύγραµµα τµήµατα ∆Β και ΕΒ που τέµνουν τον κύκλο στο 

Β] και προεκταθεί [µέχρι δηλαδή να τµήσουν οι προεκτάσεις πάλι τον κύκλο στα Γ 

και Α αντίστοιχα] να κάνει την ΑΓ παράλληλη στη ∆Ε. 

 

 
 

                                           
18 Πάππος, Συναγωγή (7.830.4 – 7.832.20): Θέσει δοθέντος κύκλου τοῦ ΑΒΓ, καὶ δύο δοθέντων 

τῶν ∆ Ε, ἀπὸ τῶν ∆ Ε ἂν κλασθῇ ἡ ∆ΒΕ καὶ ἐκ βληθῇ, ποιεῖν παράλληλον τὴν ΑΓ τῇ ∆Ε. Γεγο-
νέτω· καὶ ἤχθω ἐφαπτοµένη ἡ ΖΑ. ἐπεὶ οὖν παράλληλος ἡ ΑΓ τῇ ∆Ε, ἴση ἐστὶν ἡ Γ γωνία τῇ ὑπὸ 
Γ∆Ε γωνίᾳ. ἀλλὰ ἡ Γ ἴση ἐστὶν τῇ ὑπὸ ΖΑΕ (ἐφάπτεται γὰρ καὶ τέµνει)· καὶ ἡ ὑπὸ ΖΑΕ ἄρα 
γωνία ἴση ἐστὶν τῇ ὑπὸ Γ∆Ε· ἐν κύκλῳ ἄρα ἐστὶν τὰ Α Β ∆ Ζ σηµεῖα· ἴσον ἄρα ἐστὶν τὸ ὑπὸ 
ΑΕΒ τῷ ὑπὸ ΖΕ∆. δοθὲν δὲ τὸ ὑπὸ ΑΕΒ (ἴσον γάρ ἐστιν τῷ ἀπὸ τῆς ἐφαπτοµένης)· δοθὲν ἄρα 
καὶ τὸ ὑπὸ τῶν ∆ΕΖ. καὶ δοθεῖσα ἡ ∆Ε· δοθεῖσα ἄρα καὶ ἡ ΕΖ. ἀλλὰ καὶ τῇ θέσει. καὶ ἔστιν 
δοθὲν τὸ Ε· δοθὲν ἄρα καὶ τὸ Ζ. ἀπὸ δὴ δεδοµένου σηµείου τοῦ Ζ θέσει δεδοµένου κύκλου τοῦ 
ΑΒΓ ἐφαπτοµένη εὐθεῖα ἦκται ἡ ΖΑ· δέδοται ἄρα καὶ ἡ ΖΑ τῇ θέσει καὶ τῷ µεγέθει. καὶ ἔστιν 
δοθὲν τὸ Ζ· δοθὲν ἄρα καὶ τὸ Α. ἀλλὰ καὶ τὸ Ε δοθέν· θέσει ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΕ. θέσει δὲ καὶ ὁ 
κύκλος· δοθὲν ἄρα τὸ Β σηµεῖον. ἔστιν δὲ καὶ ἑκάτερον τῶν ∆ Ε δοθέν· δοθεῖσα ἄρα ἐστὶν 
ἑκατέρα τῶν ∆Β ΒΕ τῇ θέσει. Συντεθήσεται δὴ τὸ πρόβληµα οὕτως. ἔστω ὁ µὲν κύκλος ὁ ΑΒΓ, 
τὰ δὲ δοθέντα δύο σηµεῖα τὰ ∆ Ε. κείσθω τῷ ἀπὸ τῆς ἐφαπτοµένης ἴσον τὸ ὑπὸ τῆς ∆Ε καὶ 
ἄλλης τινὸς τῆς ΕΖ, καὶ ἀπὸ τοῦ Ζ τοῦ ΑΒΓ κύκλου ἐφαπτοµένη εὐθεῖα γραµµὴ ἤχθω ἡ ΖΑ, καὶ 
ἐπεζεύχθω ἡ ΑΕ, καὶ ἐπιζευχθεῖσα ἡ ∆Β ἐκβεβλήσθω ἐπὶ τὸ Γ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΑΓ· λέγω ὅτι 
παράλληλός ἐστιν ἡ ΑΓ τῇ ∆Ε. Ἐπεὶ γὰρ τὸ ὑπὸ ΖΕ∆ ἴσον ἐστὶν τῷ ἀπὸ τῆς ἐφαπτοµένης, ἀλλὰ 
καὶ τὸ ὑπὸ ΑΕΒ ἴσον ἐστὶν τῷ ἀπὸ τῆς ἐφαπτοµένης, ἴσον ἄρα ἐστὶν τὸ ὑπὸ ΑΕΒ τῷ ὑπὸ ΖΕ∆· 
ἐν κύκλῳ ἄρα ἐστὶν τὰ Α Β ∆ Ζ σηµεῖα· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ ΖΑΕ γωνία τῇ ὑπὸ Β∆Ε γωνίᾳ. 
ἀλλὰ καὶ ἡ ὑπὸ ΖΑΕ γωνία ἴση ἐστὶν τῇ ἐν τῷ ἐναλλὰξ τµήµατι τῇ ὑπὸ ΑΓΒ· καὶ ἡ ὑπὸ ΑΓΒ 
ἄρα γωνία ἴση ἐστὶν τῇ ὑπὸ Β∆Ε γωνίᾳ. καὶ εἰσὶν ἐναλλάξ· παράλληλος ἄρα ἐστὶν ἡ ΑΓ τῇ ∆Ε. 
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Ανάλυση 

α) Υποθετικό µέρος:  

Υ.1 Ας έχει γίνει [δηλαδή ας έχει βρεθεί το σηµείο Β του κύκλου, ας έχει ενωθεί 

µε τα ∆, Ε και αυτά ας έχουν προεκταθεί µέχρι να κόψουν τον κύκλο στα Γ και 

Α αντίστοιχα]·  

Υ.2 και ας έχει αχθεί εφαπτοµένη η ΖΑ. 

Υ.3 Τότε αφού είναι παράλληλη η ΑΓ στη ∆Ε, είναι ίση η γωνία Γ µε τη [γωνία] 

Γ∆Ε [ως εντός εναλλάξ].  

Υ.4 Αλλά η [γωνία] Γ  είναι ίση και µε τη [γωνία] ΖΑΕ (εφάπτεται γαρ και τέ-

µνει) [ως γωνίες υπό χορδής και εφαπτοµένης, Στοιχ. ΙΙΙ, 32]·  

Υ.5 άρα και η [γωνία] ΖΑΕ είναι ίση µε τη [γωνία] Γ∆Ε· 

Υ.6 άρα τα Α, Β, ∆, Ζ είναι σηµεία πάνω σε κύκλο [οµοκυκλικά από 1ο κριτήριο 

εγγραψιµότητας: εξωτερική γωνία τετραπλεύρου ίση µε την απέναντι εσωτερική]·  

Υ.7 άρα το [ορθογώνιο] υπό των ΑΕΒ [ΑΕ×ΕΒ] είναι ίσο µε το [ορθογώνιο] 

υπό των ΖΕ∆ [ΖΕ×Ε∆]. [∆ηλαδή τελικά ΑΕ×ΕΒ = ΖΕ×Ε∆. Κάτι που πράγµατι 

ισχύει και µπορεί εύκολα να αποδειχθεί από την αναλογία των πλευρών των ο-

µοίων τριγώνων ΕΒ∆ και ΕΖΑ]. 
 

β) Bεβαιωτικό µέρος:  

Β.1 Αλλά το [ορθογώνιο] υπό των ΑΕΒ [ΑΕ×ΕΒ] είναι «δοθέν» [τῷ µεγέθει  

εννοεί, ενώ αµέσως παρακάτω θα εξηγήσει το γιατί:]· 

Β.2 επειδή είναι ίσο µε το [τετράγωνο] της εφαπτοµένης [εννοεί την εφαπτοµένη 

ΕΣ από το Ε στον αρχικό κύκλο, άρα από ∆εδοµ. 90, 52 και 91 ισχύει:  

ΕΣ2 =ΑΕ×ΕΒ]·  

Β.3 άρα «δοθέν» [τῷ µεγέθει] και το [ορθογώνιο] υπό των ∆ΕΖ [∆Ε×ΕΖ].  

Β.4 Και «δοθείσα»  η ∆Ε [τῷ µεγέθει και τῇ θέσει από ∆εδοµ. 26]·  

Β.5 άρα «δοθείσα» και η ΕΖ [τῷ µεγέθει από ∆εδοµ. 57].  

Β.6 Αλλά [είναι «δοθείσα» η ΕΖ] και τῇ θέσει.  

Β.7 Και είναι «δοθέν» το Ε [από την υπόθεση του προβλήµατος]·  

Β.8 άρα είναι «δοθέν» και το Ζ [από ∆εδοµ. 27].  

Β.9 Από «δεδοµένου» λοιπόν σηµείου του Ζ, θέσει «δεδοµένου» κύκλου του 

ΑΒΓ, έχει αχθεί εφαπτοµένη ευθεία  η ΖΑ. «∆έδοται» άρα η ΖΑ και τῷ µεγέθει 

[από ∆εδοµ. 90].  
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Β.10 Και το Ζ είναι «δοθέν»·  

Β.11 άρα «δοθέν» και το Α [από ∆εδοµ. 91]. 

Β.12 Αλλά και το Ε «δοθέν» [από την υπόθεση του προβλήµατος]·  

Β.13 άρα η ΑΕ «δοθείσα» τῇ θέσει [από ∆εδοµ. 26]. 

Β.14 Και ο κύκλος [ΑΒΓ] είναι τῇ θέσει [«δοθείς» από το πρόβληµα]· 

Β.15 άρα και το Β σηµείο «δοθέν» [από ∆εδοµ. 25]. 

Β.16 Είναι δε και καθένα των ∆, Ε «δοθέν» [από την υπόθεση του προβλήµατος]· 

Β.17 άρα είναι «δοθείσα» τῇ θέσει καθεµιά των ∆Β και ΒΕ [από ∆εδοµ. 26]. 

 

Σύνθεση 

α) Κατασκευή: 

Θα συντεθεί λοιπόν το πρόβληµα έτσι. Έστω ο µεν κύκλος ο ΑΒΓ, τα δε δύο δο-

θέντα σηµεία ∆, Ε. Ας είναι το [τετράγωνο] της εφαπτοµένης [από το Ε] ίσο µε 

το [ορθογώνιο] που περιέχεται από τη ∆Ε και κάποια άλλη ΕΖ [∆Ε×ΕΖ], και 

από το Ζ ας αχθεί εφαπτοµένη του κύκλου ΑΒΓ ευθεία γραµµή η ΖΑ, και ας α-

χθεί η ΑΕ και ας αχθεί η ∆Β και ας προεκταθεί µέχρι το Γ, και ας αχθεί η ΑΓ· 

λέγω ότι η ΑΓ είναι παράλληλη στη ∆Ε. 
 

β) Απόδειξη: 

Αφού λοιπόν το [ορθογώνιο] υπό των ΖΕ∆ [ΖΕ×Ε∆] είναι ίσο µε το [τετράγωνο] 

της εφαπτοµένης [από το Ε], αλλά και το [ορθογώνιο] υπό των ΑΕΒ [ΑΕ×ΕΒ] εί-

ναι ίσο µε το [τετράγωνο] της εφαπτοµένης, άρα είναι ίσο και το [ορθογώνιο] υπό 

των ΑΕΒ µε το [ορθογώνιο] υπό των ΖΕ∆· άρα τα σηµεία Α, Β, ∆, Ζ είναι πάνω 

σε κύκλο· άρα είναι ίση η γωνία ΖΑΕ µε τη γωνία Β∆Ε. Αλλά και η γωνία ΖΑΕ 

είναι ίση µε την ΑΓΒ στο εναλλάξ τµήµα [υπό χορδής και εφαπτοµένης]· άρα και 

η ΑΓΒ γωνία είναι ίση µε τη Β∆Ε γωνία και είναι εναλλάξ· άρα είναι παράλληλη 

η ΑΓ στη ∆Ε. 
 

Η «προς τα πάνω» πορεία, δηλαδή το υποθετικό µέρος της ανάλυσης, αρχίζει µε 

την υπόθεση ότι το ζητούµενο έχει γίνει.19 Είναι µία πορεία αναζήτησης προκειµέ-

νων, τα βήµατα της οποίας είναι υποθετικά, αφού βασίζονται όλα στην αρχική υπό-

                                           
19  «ἀπὸ τοῦ ζητουµένου ὡς ὁµολογουµένου» ή  «τὸ προταθὲν ὡς γνωσθὲν ὑποθέµενοι» σύµφωνα 

µε τις περιγραφές του Πάππου. 
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θεση ότι το ζητούµενο έχει γίνει και ταυτόχρονα κάποια από αυτά αποτελούν νοητι-

κά άλµατα του γεωµέτρη. Αυτά τα νοητικά άλµατα έχουν σκοπό την ανακάλυψη της 

δοµής του προβλήµατος και η εύρεση του καθενός απ’ αυτά, δεν οδηγεί µονοσήµα-

ντα και µε σίγουρο τρόπο στην εύρεση του εποµένου, αλλά απαιτεί τον συνδυασµό 

παραγόντων όπως είναι η διανοητική ικανότητα, η γνώση, η εµπειρία αλλά και η ε-

νόραση του γεωµέτρη. Ο στόχος της υποθετικής αυτής πορείας, δηλαδή η εύρεση 

του «oµολογουµένου» που ισχύει ανεξάρτητα από το ζητούµενο, µπορεί να µην επι-

τευχθεί µέσα από τη συγκεκριµένη διαδροµή· στην περίπτωση αυτή ο γεωµέτρης θα 

έχει κάνει µία αποτυχηµένη προσπάθεια ανάλυσης, οπότε θα πρέπει ή να την τροπο-

ποιήσει ή να ακολουθήσει εντελώς διαφορετική πορεία.  

Στο παραπάνω παράδειγµα, ο Πάππος αρχίζει το υποθετικό µέρος της ανάλυσης 

µε την υπόθεση (Υ.1) ότι έχει γίνει  το ζητούµενο. Υποθέτει δηλαδή ότι έχει βρεθεί 

το σηµείο Β πάνω στην περιφέρεια του κύκλου, άρα και καθεµιά των ∆Β και ∆Ε, 

που οι προεκτάσεις τους δίνουν τα σηµεία Γ και Α και ισχύει η παραλληλία της ΑΓ 

µε τη ∆Ε. Το επόµενο νοητικό άλµα (Υ.2) είναι η βοηθητική κατασκευή της εφα-

πτοµένης από το Α,20 η οποία θα του χρησιµεύσει στη µεταφορά γωνιών. Η µεταφο-

ρά γωνιών (Υ.3-5) µέσω της εφαπτοµένης αλλά και της παραλληλίας που έχει υπο-

θέσει, «οδηγούν» τον γεωµέτρη στο επόµενο νοητικό άλµα (Υ.6), που είναι η θεώ-

ρηση κάποιου άλλου κύκλου, πάνω στον οποίο βρίσκονται τα σηµεία Α, Β, ∆, Ζ. Οι 

µετρικές σχέσεις στον νέο κύκλο τον «οδηγούν» στην ισότητα των ορθογωνίων 

(Υ.7)  ορθ. (ΑΕ, ΕΒ) = ορθ. (ΖΕ, Ε∆), την οποία θεωρεί επαρκή – ικανή21 για να ξε-

κινήσει τη λύση του προβλήµατος. Αυτή η σχέση σηµαίνει και το τέλος του υποθε-

τικού µέρους της ανάλυσης όχι όµως και της ανάλυσης συνολικά. Γιατί ακόµη και 

τώρα που ερευνητής υποθέτει ότι έχει φτάσει σε κάτι που ισχύει ανεξάρτητα του ζη-

τουµένου, δεν µπορεί να απαντήσει ούτε στον εαυτό του αν έχει κάνει µια επιτυχη-

µένη προσπάθεια ανάλυσης, πολύ περισσότερο δεν είναι ακόµα σε θέση να τη διδά-

ξει σε άλλους. Αυτή η υποθετική-νοητική πορεία που έχει κάνει για τον εαυτό του 

δεν είναι παραγωγικός συλλογισµός, απλά ο γεωµέτρης υποθέτει ότι µπορεί να µετε-

                                           
20 Κατεξοχήν δηµιουργικό βήµα που το κάνει ο γεωµέτρης ερευνητής για να τον βοηθήσει στην 
ανακάλυψη της δοµής του προβλήµατος, που αφορά µεταφορά γωνιών. Αν το πρώτο νοητικό 
άλµα που ήταν η λήψη του ζητουµένου µπορούσε να αποδοθεί στην αναλυτική µέθοδο, το 
δεύτερο δεν µπορεί παρά να αποδοθεί σε παράγοντες όπως η γνώσεις, η πείρα, η διανοητική 
ικανότητα αλλά κυρίως η ενόραση του ερευνητή. 

21  «τι τῶν ἤδη γνωριζοµένων ἢ τάξιν ἀρχῆς ἐχόντων» σύµφωνα µε την περιγραφή του Πάππου. 
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ξελιχθεί σε τέτοιον, µε αρχή αυτό που ισχύει ανεξάρτητα του ζητουµένου και κατά-

ληξη το ζητούµενο. Αυτό ακριβώς θα επιχειρήσει στο επόµενο µέρος της ανάλυσης 

το βεβαιωτικό.  

 

Η «προς τα κάτω» πορεία, δηλαδή ο παραγωγικός συµπερασµός που µπορεί να 

οδηγήσει στο ζητούµενο, και για τον οποίο οι περισσότεροι αν όχι όλοι µέχρι σήµε-

ρα υποστηρίζουν ότι εµφανίζεται στη σύνθεση, εµφανίζεται εδώ να λειτουργεί στο 

βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης. Στόχος αυτού του µέρους της ανάλυσης, είναι να 

βεβαιωθεί πρώτα ο ίδιος ο γεωµέτρης κατά πόσον αυτά που προηγήθηκαν, εφόσον 

αντιστραφούν, συγκροτούν έναν παραγωγικό συµπερασµό που µπορεί να λύσει το 

πρόβληµα. 

Έτσι, το υποθετικό µέρος λοιπόν είναι κατά κύριο λόγο το στάδιο της νοητικής 

σύλληψης της δοµής του προβλήµατος και αφορά περισσότερο την ενόραση του ερευ-

νητή, ενώ το βεβαιωτικό µέρος είναι το στάδιο της νοητικής επεξεργασίας των προη-

γουµένων στοιχείων σε µία σειρά λογικά έγκυρων παραγωγικών συµπερασµών και 

αφορά περισσότερο την κρίση του. Σε αυτό το µέρος της ανάλυσης πρέπει κατ’ αρχάς 

να ελεγχθεί κατά πόσο αυτό στο οποίο κατέληξε το υποθετικό µέρος µπορεί να απο-

κτηθεί (ως αποτέλεσµα έγκυρου συλλογισµού), δηλαδή να παραχθεί από τα στοιχεία 

της υπόθεσης του προβλήµατος, τις γνωστές προτάσεις και τα αξιώµατα, µε άλλα λό-

για ανεξάρτητα από το ζητούµενο. Στη συνέχεια, µε τον ίδιο τρόπο, πρέπει να ελεγχθεί 

κατά πόσο η λογική εγκυρότητα και των άλλων βηµάτων και, τελικά, του συνόλου του 

συλλογισµού, µπορεί να παράγει την αναγκαιότητα του ζητουµένου.22 Στο σηµείο αυ-

τό πρέπει να επαναλάβουµε κάτι που έχουµε ήδη αναφέρει στην § 4.4, για τα «δοθέ-

ντα» αντικείµενα ενός τέτοιου συλλογισµού. Θεωρούµε ότι τα «δοθέντα» αντικείµενα 

ενός τέτοιου συλλογισµού, τόσο τα αρχικά όσο και αυτά που προκύπτουν στην πορεί-

α, δεν είναι συγκεκριµένα αλλά αυτό που θα ονοµάζαµε «δυνητικά» αντικείµενα, τα 

οποία µπορούν να παραχθούν από τα λογικά έγκυρα βήµατα του συλλογισµού σε συν-

                                           
22  Σύµφωνα µε την τρίτη θεωρητική περιγραφή του Πάππου (για την προβληµατική ανάλυση): 

«ἐὰν µὲν τὸ ὁµολογούµενον δυνατὸν ᾖ καὶ ποριστόν, ὃ καλοῦσιν οἱ ἀπὸ τῶν µαθηµάτων δοθέν, 
δυνατὸν ἔσται καὶ τὸ προταθέν.») Το «δυνατὸν», µε την έννοια του υποθετικά αναγκαίου, 
σύµφωνα µε την ερµηνεία µας, θα το προσδώσει στο «προταθέν» το σύνολο αυτής της νοητι-
κής πορείας. Το «προταθέν», στο πρόβληµα που µελετάµε εδώ, είναι η θέση του Β πάνω στον 
κύκλο, η οποία σε συνδυασµό µε τα «δοθέντα» σηµεία ∆ και Ε, θα κάνει «δοθείσες» τῇ θέσει 
τις ∆Β και ∆Ε. Αυτή οφείλει να είναι η κατάληξη του δευτέρου βήµατος της ανάλυσης. Και 
είναι πράγµατι, όπως διαπιστώνουµε στο συγκεκριµένο πρόβληµα αλλά και στα υπόλοιπα. 
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δυασµό µε τα «δυνητικά» αρχικά αντικείµενα. Τον χαρακτηριστικό τρόπο µε τον ο-

ποίο υπάρχουν αυτά τα «δοθέντα» αντικείµενα στη γεωµετρική ανάλυση χωρίς να εί-

ναι µονοσήµαντα καθορισµένα, ο J. Klein (1968, 164), τον αποκαλεί «πιθανό δόσιµο» 

(possible giveness). Η αναγκαιότητα την οποία παρουσιάζουν τόσο τα επιµέρους βή-

µατα όσο και το σύνολο του αποδεικτικού συλλογισµού µε αυτού του είδους τα «δο-

θέντα» αντικείµενα, ονοµάζεται δυνητική αναγκαιότητα. Αυτού του είδους την ανα-

γκαιότητα παρουσιάζει στο τέλος του βεβαιωτικού µέρους της ανάλυσης και το ζη-

τούµενο του προβλήµατος.        

 

Ο Πάππος αρχίζει το βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης µε την έκφραση (Β.1) 

«δοθὲν δὲ» το ορθ. (AE, EB), και δίνει αµέσως µετά τον λόγο (λόγον ἑαυτῷ διδόναι) 

(Β.2) για τον οποίο αυτό το ορθογώνιο είναι «δοθέν» ως προς το µέγεθος. Ο λόγος 

είναι ότι από τη στιγµή που είναι «δοθείς» ο κύκλος, ο ΑΒΓ, από την υπόθεση του 

προβλήµατος (δηλαδή είναι  «δυνατός» και «ποριστός»23) και είναι επίσης από την 

υπόθεση του προβλήµατος «δοθέντα» τα σηµεία, τα ∆ και Ε, (ως προς τη θέση τους), 

τότε η δυνατότητα να αποκτηθεί, η εφαπτοµένη του κύκλου ΑΒΓ από το Ε, έχει δυ-

νητική αναγκαιότητα. ∆ηλαδή (από ∆εδοµ. 90) είναι «δοθείσα» ως προς το µέγεθος 

της η ΕΣ. Η δυνητική αναγκαιότητα του µεγέθους της ΕΣ παράγει, µε τη σειρά της, 

τη δυνητική αναγκαιότητα του µεγέθους του τετρ. (ΕΣ). ∆ηλαδή το τετρ. (ΕΣ) είναι 

«δοθέν» ως προς το µέγεθος (από ∆εδοµ. 52). Η ισότητα τετρ. (ΕΣ) = ορθ. (AE, EB) 

µεταφέρει αυτή τη δυνητική αναγκαιότητα του µεγέθους του τετρ. (ΕΣ) στο µέγεθος 

του ορθ. (AE, EB), που καθίσταται και αυτό µε τη σειρά του «δοθέν» ως προς το µέ-

γεθος (∆εδοµ. Ορισµ. 1). Άρα, τελικά, από τον παραπάνω συλλογισµό (που αντιστοι-

χεί στη ∆εδοµ. 91), έχει δοθεί ο λόγος για τον οποίο το ορθ. (AE, EB) χαρακτηρίστη-

κε «δοθέν» ως προς το µέγεθος. 

Η δυνητική αναγκαιότητα του µεγέθους του ορθ. (AE, EB) µεταφέρεται µε τη 

σειρά της, διαµέσου της ισότητας των µεγεθών ορθ. (AE, EB) = ορθ. (ΖΕ, Ε∆) στο 

                                           
23 Με την έννοια ότι η πιθανή κατασκευή ή επιλογή του κέντρου και της ακτίνας του κύκλου 
ΑΒΓ, δεν είναι αδύνατη, ούτε προκαλεί στην πορεία κάτι αδύνατο, αλλά ταυτόχρονα έχει τυ-
χαιότητα – ενδεχοµενικότητα. Με άλλα λόγια τα αρχικά «δοθέντα» της υπόθεσης του προ-
βλήµατος συνεπή προς την ανάλυσή µας και την έννοια του contingent της «proper 
possibility» έχουν τυχαίο – ενδεχοµενικό χαρακτήρα, τον οποίο θα µεταδώσουν στα επόµενα 
«δοθέντα» του συλλογισµού.    
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ορθ. (ΖΕ, Ε∆) ως µέγεθος. Έχει δοθεί άρα ο λόγος (Β.3) για τον οποίο το ορθ. (ΖΕ, 

Ε∆) χαρακτηρίστηκε «δοθέν» ως προς το µέγεθος.   

Όµως η ∆Ε είναι επίσης «δοθείσα» ως προς το µέγεθός της, που εδώ µας ενδια-

φέρει (Β.4), γιατί τα πέρατά της είναι «δοθέντα» ως προς τη θέση από το πρόβληµα 

(∆εδοµ. 26). Άρα το µέγεθός της παρουσιάζει δυνητική αναγκαιότητα, η οποία σε 

συνδυασµό µε τη δυνητική αναγκαιότητα του µεγέθους του ορθ. (ΖΕ, Ε∆), παράγει 

τη δυνητική αναγκαιότητα της ΕΖ ως προς το µέγεθος (∆εδοµ. 57) αλλά και τη θέση. 

Έχει δοθεί, έτσι, ο λόγος (Β.5) για τον οποίο η ΕΖ είναι επίσης «δοθείσα» ως προς το 

µέγεθος και τη θέση (Β.6). 

Όµως το Ε είναι «δοθέν» (Β.7) ως προς τη θέση από το πρόβληµα, ενώ για το 

µέγεθος και τη θέση του ΕΖ µόλις παραπάνω δόθηκε ο λόγος για τον οποίο είναι ε-

πίσης «δοθέντα». Άρα από το ∆εδοµ. 27 έχουµε τον λόγο για τον οποίο το Ζ είναι 

«δοθέν» ως προς τη θέση (Β.8).24  

Έτσι, (Β.9) από τη δυνητική αναγκαιότητα της θέσης του «δεδοµένου» πλέον 

από το συλλογισµό που προηγήθηκε, σηµείου Ζ (δὴ δεδοµένου σηµείου τοῦ Ζ) και τη 

δυνητική αναγκαιότητα της θέσης του «δεδοµένου» πλέον από το πρόβληµα, κύκλου 

ΑΒΓ (θέσει δεδοµένου κύκλου τοῦ ΑΒΓ) παράγεται η δυνητική αναγκαιότητα της 

θέσης και του µεγέθους της ΖΑ (δέδοται ἄρα καὶ ἡ ΖΑ τῇ θέσει καὶ τῷ µεγέθει) βά-

σει την ∆εδοµ. 90, την εκφώνηση της οποίας ο Πάππος αισθάνεται την ανάγκη να 

παραθέσει.  

                                           
24  Παρατηρούµε ότι το σηµείο Ζ εδώ ονοµάζεται «δοθέν». Όµως, το σηµείο Ζ είναι προϊόν έ-
γκυρου συλλογισµού και παρουσιάζει δυνητική αναγκαιότητα, όπως φαίνεται από την ανάλυ-
ση που προηγήθηκε. Κατά συνέπεια το σηµείο Ζ έχει τον χαρακτήρα που έχουµε αποδώσει 
στο «δεδοµένον». Έχουµε εποµένως εδώ µία περίπτωση χρήσης του όρου «δοθέν» ως υποκα-
τάστατου του όρου «δεδοµένον». Παρόµοιες περιπτώσεις συναντούµε συχνά σε σωζόµενα 
παραδείγµατα γεωµετρικής ανάλυσης καθώς και στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη. Όπως έχουµε 
επισηµάνει ήδη (§ 4.4) ο όρος «δοθέν» χρησιµοποιείται αφ’ ενός για να δηλώσει την έναρξη 
µίας υποθετικής αποδεικτικής αλυσίδας και αφ’ ετέρου ως υποκατάστατο του όρου «δεδοµέ-
νον». Η χρήση στην προκειµένη περίπτωση του όρου «δοθέν» µε τη δεύτερη αυτή σηµασία 
επιβεβαιώνεται από το γεγονός ότι αµέσως παρακάτω, στο Β.9, ο Πάππος ονοµάζει το σηµείο 
Ζ «δεδοµένον». Προφανώς κρίνει ότι έτσι πρέπει να πράξει καθώς, στην πραγµατικότητα, στο 
Β.9 παραθέτει αυτούσια την εκφώνηση της πρότασης 90 των ∆εδοµένων, στην οποία ο Ευ-
κλείδης χρησιµοποιεί αποκλειστικά τον όρο «δεδοµένον». Όπως θα δούµε στη συνέχεια, στο 
Β.10 ο Πάππος θα χρησιµοποιήσει και πάλι για το σηµείο Ζ τον χαρακτηρισµό «δοθέν», κα-
θώς µε αυτό αρχίζει ένα νέο στάδιο της υποθετικής αποδεικτικής αλυσίδας. Αυτό δεν σηµαίνει 
ότι οι δύο όροι ταυτίζονται.  
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Αφού όµως έχει δοθεί ο λόγος για τη θέση και το µέγεθος της ΑΖ, και το ένα πέ-

ρας της το Ζ είναι επίσης «δοθέν» (Β.10), έχουµε τον «λόγο» για τον οποίο το A εί-

ναι «δοθέν» (Β.11) ως προς τη θέση του.  

Όµως και το Ε είναι «δοθέν» (Β.12) ως προς τη θέση του από το  πρόβληµα, άρα 

η ΑΕ είναι «δοθείσα» (Β.13) ως προς τη θέση από την ∆εδοµ. 26, δηλαδή η θέση της 

πλέον παρουσιάζει «δυνητική αναγκαιότητα». 

Αλλά και ο κύκλος ΑΒΓ είναι «δοθείς» (Β.14) ως προς τη θέση του από το πρό-

βληµα, άρα είναι «δοθέν» (Β.15) το σηµείο Β, αφού από την ∆εδοµ. 25 έχει δοθεί ο 

λόγος γι’ αυτή τη θέση. 

Είναι όµως και καθένα από τα Ε, ∆ «δοθέν» (Β.16) ως προς τη θέση του από το 

πρόβληµα, άρα µαζί µε το Β που είναι επίσης «δοθέν» πλέον ως προς τη θέση του, 

παράγουν µε δυνητική αναγκαιότητα τις ∆Ε και ∆Β, οι οποίες είναι «δοθείσες» 

(Β.17) ως προς τη θέση (∆εδοµ. 26).  

Αυτό ακριβώς που εδώ είναι η κατάληξη του βεβαιωτικού µέρους ήταν η αρχή 

του προηγούµενου υποθετικού µέρους της ανάλυσης. Όπως γίνεται φανερό από τη 

συζήτηση του συγκεκριµένου παραδείγµατος, η πρακτική του Πάππου συµφωνεί 

απόλυτα µε την τρίτη περιγραφή του, που η ανάλυση αρχίζει υποθέτοντας ως γνω-

στό το «προταθέν» και καταλήγει µε τη «δυνατότητα του προταθέντος». 

Έτσι τελειώνει το βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης, στόχος του οποίου προφανώς 

δεν είναι να διδάξει τη λύση του προβλήµατος, αφού ούτε καµιά κατασκευή κάνει, 

ούτε ως κατάληξη απαντά µε προφανή τρόπο και στο τελευταίο ζητούµενο της πα-

ραλληλίας της ΑΓ µε τη ∆Ε. Αυτό θα το κάνει παρακάτω στη σύνθεση η «απόδει-

ξη», στόχος της οποίας είναι να διδάξει µε πληρότητα και το τελευταίο στοιχείο 

στους µαθητές. Στόχος του βεβαιωτικού µέρους της ανάλυσης είναι, όπως προανα-

φέραµε, να απαντήσει ο ίδιος ο γεωµέτρης στον εαυτό του, να δώσει τον λόγο (λό-

γον ἑαυτῷ διδόναι), κατά πόσο οι υποθέσεις του αποκτούν λογική εγκυρότητα και, 

αφού αυτό συµβεί, ο ίδιος είναι σε θέση να καταλάβει ότι αυτό αρκεί για να αποδει-

χθεί παρακάτω και η τελευταία λεπτοµέρεια. Στο παράδειγµα που προηγήθηκε, η 

σχέση ορθ. (AE, EB) = ορθ. (ΖΕ, Ε∆) και η θέση του σηµείου Β (οι οποίες πλέον 

παρουσιάζουν δυνητική αναγκαιότητα), επαρκούν προκειµένου να βεβαιωθεί ο ε-

ρευνητής ότι τα σηµεία Α, Β, ∆, Ζ είναι οµοκυκλικά και κατά συνέπεια µε τη µετα-

φορά γωνιών, µπορεί να δειχθεί και η παραλληλία των ΑΓ και ∆Ε. Ο ερευνητής, δεν 
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χρειάζεται να διατυπώσει αυτό το τελευταίο τµήµα του συλλογισµού, ούτε να ελέγ-

ξει την εγκυρότητά του στο βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης, αφού είναι ο ίδιος που 

το συνέλαβε στο υποθετικό µέρος. Θα χρειαστεί να αναφερθεί πάλι σε αυτό µόνο 

όταν, ως δάσκαλος πλέον, θα το διδάξει συνθετικά στους άλλους µε πληρότητα. 

Έτσι τελειώνει το αναλυτικό µέρος του προβλήµατος µε τρόπο που θεωρούµε 

ότι συµφωνεί πλήρως µε την ερµηνεία µας για τη µέθοδο. Η σύνθεση που ακολουθεί 

και περιλαµβάνει την «κατασκευή» και την «απόδειξη», δεν παρουσιάζει προβλήµα-

τα κατανόησης και ως προς την ερµηνεία της υπάρχει οµοφωνία από το σύνολο των 

µελετητών. Για το λόγο αυτό δεν κρίνουµε σκόπιµο να ασχοληθούµε αναλυτικά µε 

την παρουσίασή της.   

 

Συµπέρασµα  

 

Στο κεφάλαιο αυτό δείξαµε, µε τη βοήθεια της ερµηνεία µας για τη γεωµετρική ανά-

λυση, ότι ουσιαστικά ο Πάππος στην εισαγωγή του 7ου βιβλίου της Συναγωγής κάνει 

τρεις συµπληρωµατικές περιγραφές της γεωµετρικής ανάλυσης. Οι περιγραφές αυτές 

όχι µόνο δεν αντιφάσκουν µεταξύ τους, όπως µέχρι τώρα υποστηριζόταν από διάφο-

ρους ερευνητές, αλλά συµφωνούν και µε την πρακτική του Πάππου στη γεωµετρική 

ανάλυση. Μέσα από το αντιπροσωπευτικό παράδειγµα της πρακτικής του Πάππου 

για τη γεωµετρική ανάλυση που αναλύσαµε, µας δόθηκε η ευκαιρία να αναπτύξουµε 

περισσότερο την ερµηνεία µας και να δείξουµε τον τρόπο που αυτή λειτουργεί στην 

πράξη.  

  

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

 

Η γεωµετρική ανάλυση πριν από τον Πάππο:  

Μέναιχµος, Αρχιµήδης, Απολλώνιος 
  

Το κεντρικό ερώτηµα που εξετάζουµε στο κεφάλαιο αυτό, είναι αν και σε ποιο βαθ-

µό στα κείµενα των Ελλήνων µαθηµατικών της κλασικής εποχής, που περιέχουν 

προβληµατική γεωµετρική ανάλυση, η µέθοδος λειτουργεί µε τον ίδιο τρόπο που την 

είδαµε να λειτουργεί στον Πάππο, και χρησιµοποιούνται τα ίδια εργαλεία, όπως εί-

ναι τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη και η ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµένων». Με άλλα 

λόγια, αναλύοντας µερικά από τα πιο αντιπροσωπευτικά παραδείγµατα γεωµετρικής 

ανάλυσης που έχουν σωθεί, ερευνούµε σε ποιο βαθµό η γεωµετρική ανάλυση του 

Πάππου αποτελεί συνέχεια της πρακτικής του Μέναιχµου, του Αρχιµήδη και του 

Απολλώνιου. Επίσης, εξετάζουµε στο τέλος του κεφαλαίου και αφού έχουµε συζη-

τήσει τα παραδείγµατα γεωµετρικής ανάλυσης, τη θέση του Πάππου για ύπαρξη δύο 

ειδών ανάλυσης: την προβληµατική και την θεωρη(µα)τική.  

 

Η θέση που υποστηρίζουµε, όπως θα αναπτυχθεί και θα τεκµηριωθεί στη συνέ-

χεια του κεφαλαίου, είναι ότι η µέθοδος της ανάλυσης που περιγράφει αλλά και ε-

φαρµόζει στην πρακτική του ο Πάππος, είναι στην ουσία η ίδια µε αυτή που αρκετές 

εκατοντάδες χρόνια πριν εφάρµοζαν ο Αρχιµήδης και ο Απολλώνιος και ακόµη πριν 

από αυτούς, ο Μέναιχµος. Οι αναλύσεις βέβαια, που περιέχονται στο έργο των δια-

φόρων µαθηµατικών, δεν είναι πανοµοιότυπες, σε ό,τι αφορά τον ακριβή χωρισµό 

των µερών για παράδειγµα ή την πληρότητα και το µέγεθος του κάθε µέρους της α-

νάλυσης («υποθετικό» – «βεβαιωτικό»). Αυτό δεν θα περιµέναµε να συµβαίνει, αν 

λάβουµε υπόψη, τόσο ότι αναφερόµαστε σε µια κατεξοχήν δηµιουργική ερευνητική 

µέθοδο, σε διαφορετικούς ερευνητές που προφανώς έχουν ένα προσωπικό τρόπο 

γραφής αλλά και αντιµετώπισης του µεγέθους και της δυσκολίας των πραγµάτων 

στα οποία αναφέρονται, απευθύνονται σε άλλους συναδέλφους ερευνητές, δεν γρά-

φουν την ίδια εποχή, απέχουν µεταξύ τους χρονικά από µερικές δεκάδες έως αρκετές 

εκατοντάδες χρόνια αλλά και τη δυσκολία της µεταφοράς των κειµένων από τον κα-

θένα στον επόµενο. Λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, δεν θα σταθούµε σε επιφα-
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νειακές διαφορές των µαθηµατικών κειµένων που περιέχουν γεωµετρική ανάλυση 

αλλά αντίθετα, θα προσπαθήσουµε να διαπιστώσουµε κατά πόσο η ουσία της µεθό-

δου διατηρείται αναλλοίωτη στα κείµενα διαφορετικών ερευνητών-µαθηµατικών.  

Ο ίδιος ο Πάππος πάντως, στην εισαγωγή του 7ου βιβλίου της Συναγωγής, δηλώ-

νει ότι, η µέθοδος της ανάλυσης έχει γραφτεί από µαθηµατικούς της κλασικής επο-

χής, όπως ο Ευκλείδης και ο Απολλώνιος: «γέγραπται δὲ ὑπὸ τριῶν ἀνδρῶν, 

Εὐκλείδου τε τοῦ στοιχειωτοῦ καὶ Ἀπολλωνίου τοῦ Περγαίου καὶ Ἀρισταίου τοῦ 

πρεσβυτέρου,»1 Καθιστά σαφές δηλαδή, από την αρχή της θεωρητικής περιγραφής 

του που αφορά τη γεωµετρική ανάλυση, ότι η µέθοδος δεν αποτελεί δική του καινο-

τοµία.  

 

7.1.  Οι απόψεις για την καταγωγή και τη συνέχεια  

της γεωµετρικής ανάλυσης στα ελληνικά Μαθηµατικά 

 

Ερωτήµατα µε ανάλογο περιεχόµενο, όπως αυτό που θέσαµε στην αρχή του κεφα-

λαίου, έχουν απασχολήσει και εν µέρει τουλάχιστον έχουν απαντηθεί από σύγχρο-

νους µελετητές της γεωµετρικής ανάλυσης, χωρίς όµως να υπάρχει οµοφωνία σε ότι 

αφορά τις απαντήσεις που έχουν δοθεί. Έτσι, πριν περάσουµε στη συζήτηση των α-

ναλύσεων του Μέναιχµου, του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου που έχουν σωθεί, θα 

παραθέσουµε συνοπτικά τις απόψεις διαφόρων ερευνητών σε σχέση µε αυτά, προ-

κειµένου να έχουµε µια εικόνα του διεθνούς τοπίου της έρευνας που έχει προηγηθεί. 

 

Σε σχέση µε την καταγωγή της ανάλυσης του Πάππου στους γεωµέτρες της 

κλασικής εποχής, οι Hintikka & Remes (1974, 7) αναφέρουν ότι:  

Είναι σε κάθε περίπτωση καθησυχαστικό να δούµε ότι οι αναλύσεις που βρίσκο-

νται, για παράδειγµα στα έργα του Αρχιµήδη (τουλάχιστον στη µορφή που έχουν 

µεταφερθεί σε εµάς) είναι ουσιαστικά όµοιες µε αυτές που εκτελούνται από τον 

Πάππο.  

Ενώ υποσηµειώνουν παρακάτω σε σχέση µε αυτή τη διαπίστωσή τους και προ-

κειµένου να την ισχυροποιήσουν:  

                                           
1  Hultsch 7.634.8-10.  
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Στους σχολιασµούς του Ευτόκιου, υπάρχουν επίσης αναλύσεις που αποδίδονται 

σε άλλους εκτός του Αρχιµήδη, για παράδειγµα … στον Μέναιχµο και … τον 

∆ιοκλή. – Όλες αυτές οι αναλύσεις δείχνουν πειστικά ότι οι αναλυτικές τεχνικές 

του Πάππου δεν αποτελούν καινοτοµία του αλλά είναι µάλλον δανεισµένες από 

προγενέστερους γεωµέτρες. … Όσο για τον Απολλώνιο … Τα Κωνικά του … 

χρησιµοποιούν αναλυτική µέθοδο µόνο κατ’ εξαίρεση. Αλλά οι αναλύσεις του εί-

ναι όµοιες µε αυτές που βρίσκονται στον Πάππο και τον Αρχιµήδη, συνεπώς υ-

ποστηρίζουν την υπόθεσή µας για την προέλευση των τεχνικών του Πάππου.  

Με άλλα λόγια, οι Hintikka & Remes, υποστηρίζουν ότι η µέθοδος της γεωµε-

τρικής ανάλυσης, δεν µεταβάλλεται αλλά αντίθετα παραµένει η ίδια στην ουσία της 

στα κείµενα του Μέναιχµου, του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου και τελικά του 

Πάππου. 

 

Ο Knorr (1986, 340), επίσης, µε αφορµή τη µελέτη του 7ου βιβλίου της Συναγω-

γής του Πάππου, καταλήγει στο συµπέρασµα ότι:  

η εκτενής ανασκόπηση των έργων της ανάλυσης από τον Πάππο, στο 7ο βιβλίο 

της Συναγωγής, σπάνια µόνο βρίσκεται πάνω από το επίπεδο που κάποιος θα πε-

ρίµενε να βρει στα περιθώρια των σχολιασµένων αντιγράφων αυτών των πραγµα-

τειών, όπως ακριβώς της πηγής την οποία αξιοποίησε ο Ευτόκιος για την παρα-

γωγή των σχολίων του για τον Απολλώνιο. Τα πιο ενδιαφέροντα τµήµατα του 7ου 

βιβλίου συνήθως φέρουν σηµάδια της προέλευσή τους από τις πηγές· … Είναι ι-

διαίτερα σηµαντικό το γεγονός, ότι το σύνολο της ύλης της ανάλυσης που εξετά-

ζεται στο 7ο βιβλίο, έλκει την καταγωγή του από τους γεωµέτρες του 3ου αιώνα, 

κυρίως τον Απολλώνιο και τον Ευκλείδη.  

Μελετώντας τις πηγές δηλαδή, και ο Knorr, καταλήγει στο συµπέρασµα ότι η 

ύλη της γεωµετρικής ανάλυσης οφείλεται κατά κύριο λόγο σε µαθηµατικούς του 3ου 

αιώνα, όπως είναι ο Ευκλείδης και ο Απολλώνιος, κάτι το οποίο όπως προαναφέρα-

µε, έχει αναγνωρίσει και ο ίδιος ο Πάππος.  

Ο Panza (1997, 393 κ.έ.), στην ίδια κατεύθυνση, σηµειώνει ότι αν θεωρήσουµε 

ως αξιόπιστη την µετάφραση του Halley από τα αραβικά, του έργου του Απολλώ-

νιου Περί λόγου αποτοµής, µπορούµε να φτάσουµε στο συµπέρασµα όχι µόνο ότι ο 

Απολλώνιος προχώρησε µε τον ίδιο τρόπο που αναφέρει η µέθοδος του Πάππου σε 
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ένα µικρό απόσπασµα από τα Κωνικά του (στα προβλήµατα του δεύτερου βιβλίου), 

αλλά ότι ο Απολλώνιος συνέγραψε επίσης µια γνήσια αναλυτική πραγµατεία (όπως 

την εννοεί ο Πάππος). Παρακάτω o Panza, αναφέρει επίσης, ότι µπορούµε να βρού-

µε στοιχεία όµοια µε αυτά που υπάρχουν στο αναλυτικό έργο του Πάππου, στο έργο 

του Αρχιµήδη Περί σφαίρας και κυλίνδρου Β΄. Μπορεί δηλαδή, ο Panza να µην δη-

λώνει µε ρητό τρόπο, όπως οι προηγούµενοι, ότι οι αναλύσεις του Πάππου αποτε-

λούν συνέχεια των αναλύσεων του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου, αλλά συζητά και 

συγκεντρώνει στοιχεία που οδηγούν τον αναγνώστη της εργασίας του σε αυτήν την 

κατεύθυνση.  

 

Οι Berggren & Van Brummelen (2000, 5), αντίθετα, θεωρούν ότι ακόµη και µια 

βιαστική εξέταση της ανάλυσης και της σύνθεσης, που παραθέτει ο Ευτόκιος ως το 

απόσπασµα της λύσης του 4ου προβλήµατος του έργου του Αρχιµήδη Περί σφαίρας 

και κυλίνδρου Β’, αποκαλύπτει την παραφωνία µε την περιγραφή του Πάππου για 

την ανάλυση και τη σύνθεση, είτε ως µια «προς τα εµπρός», είτε ως µια «προς τα 

πίσω» αλυσίδα συµπερασµών. Με άλλα λόγια, θεωρούν ότι η δοµή της µεθόδου που 

εφαρµόζει ο Αρχιµήδης, είναι πολύ πιο σύνθετη από αυτή που περιγράφει ο Πάππος. 

Γι’ αυτό το λόγο, δεν τους είναι ξεκάθαρο, όπως αναφέρουν, κατά πόσο η διαδικα-

σία του Αρχιµήδη µπορεί να συµβιβαστεί µε το γνωστό κείµενο του Πάππου για την 

ανάλυση. Έτσι, στη συνέχεια της εργασίας τους, οι Berggren & Van Brummelen, 

προσπαθούν να απαντήσουν σε αυτό ακριβώς το ζήτηµα, εξετάζοντας τη µέθοδο που 

προηγήθηκε χρονικά της ανάλυσης, την λεγόµενη «απαγωγή». Για να καταλήξουν 

ότι, σε αυτό το πλαίσιο (της σχετικής απόδειξης ή αναγωγής), η πρώτη περιγραφή 

του Πάππου ταιριάζει µε την πρακτική του Αρχιµήδη, πράγµα όµως που δεν φαίνε-

ται να συµβαίνει µε τη δεύτερη περιγραφή του. Γενικά, φαίνεται να αντιλαµβάνονται 

µια δυσαρµονία ανάµεσα στις θεωρητικές περιγραφές του Πάππου και την πρακτική 

του Αρχιµήδη, χωρίς όµως να συγκρίνουν διεξοδικά τις πρακτικές των δύο µαθηµα-

τικών, όπως σκοπεύουµε να κάνουµε εµείς παρακάτω.  
 

Καταλήγοντας µε τις απόψεις των διαφόρων σύγχρονων µελετητών της ιστορίας 

των Μαθηµατικών, θα µπορούσαµε να πούµε ότι διακρίνουµε µια σχετική συµφωνία 

σε ότι αφορά την κοινή πρακτική εφαρµογή της µεθόδου της γεωµετρικής ανάλυσης 

στα διάφορα ελληνικά µαθηµατικά κείµενα διαχρονικά, συµφωνία η οποία δεν αφο-
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ρά όµως και τη θεωρητική περιγραφή της µεθόδου από τον Πάππο και τη σχέση της 

µε την πρακτική του, ούτε µε την πρακτική των υπολοίπων.  

Στη συνέχεια του κεφαλαίου, µέσα από τη µελέτη των ίδιων των µαθηµατικών 

κειµένων του Μέναιχµου, του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου που περιέχουν γεωµε-

τρική ανάλυση, θα δείξουµε ότι στην ουσία της η µέθοδος δεν µεταβάλλεται αλλά 

είναι η ίδια µε αυτή που εµφανίζεται αρκετούς αιώνες αργότερα, τόσο στην πρακτι-

κή όσο και στις θεωρητικές περιγραφές του Πάππου, τις οποίες ήδη µελετήσαµε και 

ερµηνεύσαµε. Ακόµη θα δείξουµε, ότι ο τρόπος που εµφανίζεται και λειτουργεί η 

µέθοδος στα κείµενα του Μέναιχµου, του Αρχιµήδη και του Απολλώνιου συνηγορεί 

υπέρ της ερµηνείας της γεωµετρικής ανάλυσης που ήδη παρουσιάσαµε µε τη βοή-

θεια της ορολογίας «δοθέντων» – «δεδοµένων».  

 

7.2.  Μέναιχµος 

 

Ο Μέναιχµος έζησε περίπου το 350 π.Χ., υπήρξε ένας από του µαθητές του Ευδόξου 

και το όνοµά του έχει συνδεθεί µε την ανακάλυψη των κωνικών τοµών αλλά και τη 

χρησιµοποίησή τους για την επίλυση του προβλήµατος της εύρεσης των δύο µέσων 

αναλόγων, παρόλο που δεν σώζεται κανένα κείµενό του. Ο Πρόκλος (67, 9-13), τον 

σχετίζει µε τον Αµύκλα τον Ηρακλεώτη, φίλο του Πλάτωνα καθώς και µε τον ∆ει-

νόστρατο, αναφέροντας χαρακτηριστικά ότι αυτοί: «ἔτι τελεωτέραν ἐποίησαν τὴν 

ὅλην γεωµετρίαν.»  

Η ανακάλυψη των κωνικών τοµών από τον Μέναιχµο, υπήρξε µια διαδεδοµένη 

άποψη στην ιστορία των Μαθηµατικών για αρκετά χρόνια (λ.χ. Van Der Waerden, 

1954, 223). Η άποψη αυτή όµως σήµερα αµφισβητείται, µε κάποια επιχειρήµατα, 

γιατί στηρίζεται ουσιαστικά, όπως αναφέρει ο Χριστιανίδης (2003, 97), σε µια µόνο 

φράση που περιέχεται στην επιστολή του Ερατοσθένη (3ο π.Χ αιώνας) προς τον βα-

σιλιά της Αιγύπτου Πτολεµαίο, φράση, το νόηµα της οποίας όµως, είναι αρκετά δι-

φορούµενο. Στη φράση αυτή, ο Ερατοσθένης, προτρέπει όσους ασχολούνται µε την 

επίλυση του ∆ηλίου προβλήµατος να µην χρησιµοποιούν τις τριάδες του Μεναίχµου: 

«µηδὲ Μεναιχµείους κωνοτοµεῖν τριάδας». Η φράση αυτή, δεν αρκεί από µόνη της 

για να αποδώσει µε ασφάλεια την πατρότητα των κωνικών τοµών στον Μέναιχµο. 

Αντίθετα, θεωρούµε, ότι η ίδια αυτή φράση του Ερατοσθένη, όπως περιέχεται σε ένα 
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επίγραµµα χαραγµένο σε µια µαρµάρινη πλάκα στο ναό του Πτολεµαίου στην Αλε-

ξάνδρεια, σε συνδυασµό µε τη λύση του «∆ηλίου» προβλήµατος µε τη χρησιµοποί-

ηση κωνικών τοµών, την οποία παραθέτει ο σχολιαστής Ευτόκιος (530 µ.Χ) και α-

ποδίδει στον Μέναιχµο, µας επιτρέπουν, µε πολύ µεγαλύτερη ασφάλεια, να αποδώ-

σουµε τη λύση αυτή, που γίνεται µε τη µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης, στον Μέ-

ναιχµο.  

 

7.2.1. Ένα παράδειγµα προευκλείδειας γεωµετρικής ανάλυσης από τον Μέναιχµο 
 

Αυτό το µεµονωµένο δείγµα γεωµετρικής ανάλυσης, που αποδίδεται στον Μέναιχµο 

από τον Ευτόκιο αλλά και από τα µέχρι τώρα στοιχεία της ιστορικής έρευνας, θα 

αποτελέσει το πρώτο µιας σειράς επιχειρηµάτων, που στηρίζουν τη θέσης µας για 

συνέχεια της µεθόδου από την κλασική εποχή µέχρι τον Πάππο. Ο Πάππος δεν ανα-

φέρει αυτό το παράδειγµα πουθενά στο έργο του, ενώ αναφέρεται σε αναλύσεις του 

Ευκλείδη και του Απολλώνιου. Το δείγµα αυτό της γεωµετρικής ανάλυσης του Μέ-

ναιχµου, ανήκει στην προευκλείδεια γεωµετρία (4ος π.Χ αιώνας), αφορά την επίλυση 

του προβλήµατος του διπλασιασµού του κύβου («∆ήλιο» πρόβληµα), µε την αναγω-

γή του στην εύρεση δύο µέσων αναλόγων. Μπορεί η µοναδική µορφή µε την οποία 

φτάνει σε εµάς σήµερα αυτό το πρόβληµα να είναι µέσα από τα κείµενα του σχολια-

στή Ευτόκιου, δηλαδή του 6ο µ.Χ. αιώνα, το περιεχόµενο όµως, ο τρόπος µε τον ο-

ποίο λειτουργεί η µέθοδος της ανάλυσης και η ορολογία «δοθέντων»-«δεδοµένων» 

που χρησιµοποιείται σε αυτό, δεν µας αφήνουν καµία αµφιβολία ότι έχει νόηµα να 

συζητηθεί ως υλικό του 4ου π.Χ. αιώνα. Επίσης, το παράδειγµα αυτό, επιβεβαιώνει, 

όπως θα φανεί στη συνέχεια, την ερµηνεία µας για τη γεωµετρική ανάλυση και επε-

κτείνει χρονικά το πεδίο εφαρµογής και λειτουργίας της. Όπως χαρακτηριστικά α-

ναφέρει ο Knorr (1986, 75-76), είναι παραδείγµατα όπως αυτό, που του επιτρέπουν 

να δηλώσει: «Πραγµατικά το πεδίο της ανάλυσης είχε προοδεύσει επαρκώς γύρω 

στα µέσα του 4ου αιώνα π. Χ., ώστε ορισµένα ειδικά χαρακτηριστικά της λογικής 

δοµής της ανάλυσης άρχισαν να έλκουν την προσοχή των φιλοσόφων.» 

Από τον Ευτόκιο, αποδίδονται στον Μέναιχµο, δύο παραλλαγές της λύσης του 

προβλήµατος του διπλασιασµού του κύβου µε τη µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης 

και τη χρήση κωνικών τοµών. Στη µια παραλλαγή, η λύση προκύπτει ως σηµείο το-

µής µιας παραβολής («ορθογωνίου κώνου τοµή» για τον Μέναιχµο) και µιας υπερ-
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βολής («αµβλυγωνίου κώνου τοµής»), ενώ στην άλλη, η λύση προκύπτει ως σηµείο 

τοµής δύο παραβολών. Με σύγχρονο συµβολισµό οι δύο παραλλαγές αντιστοιχούν 

στα συστήµατα των εξισώσεων: 1) χ2=αψ και χψ=αβ και 2) χ2=αψ και ψ2=βχ. Αυτή 

τη δεύτερη παραλλαγή, θα παραθέσουµε στη συνέχεια2 όπως φτάνει σε µας σήµερα 

µέσα από τα κείµενα του Ευτόκιου.3  

 

Έστω οι δύο δοθείσες άνισες ευθείες οι ΑΒ, ΒΓ· πρέπει να βρεθούν δύο µέσες 

ανάλογοι των ΑΒ, ΒΓ. 

 

                                           
2  Χωρισµένη σε στάδια, σύµφωνα µε την ερµηνεία µας για τη γεωµετρική ανάλυση.  
3  Ευτόκιος, σχόλια στο βιβλίο του Αρχιµήδη Περί σφαίρας και κυλίνδρου (TLG 82.2 – 84.7): 

Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι δύο εὐθεῖαι αἱ Α, Ε· δεῖ δὴ τῶν Α, Ε δύο µέσας ἀνάλογον εὑρεῖν. 
Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι δύο εὐθεῖαι πρὸς ὀρθὰς ἀλλήλαις αἱ ΑΒ, ΒΓ, καὶ γεγονέτωσαν αὐτῶν 
µέσαι αἱ ∆Β, ΒΕ, ὥστε εἶναι, ὡς τὴν ΓΒ πρὸς Β∆, οὕτως τὴν Β∆ πρὸς ΒΕ καὶ τὴν ΒΕ πρὸς ΒΑ, 
καὶ ἤχθωσαν πρὸς ὀρθὰς αἱ ∆Ζ, ΕΖ. ἐπεὶ οὖν ἐστιν, ὡς ἡ ΓΒ πρὸς Β∆, ἡ ∆Β πρὸς ΒΕ, τὸ ἄρα 
ὑπὸ ΓΒΕ, τουτέστι τὸ ὑπὸ δοθείσης καὶ τῆς ΒΕ, ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ τῆς Β∆, τουτέστι τῆς ΕΖ. ἐπεὶ 
οὖν τὸ ὑπὸ δοθείσης καὶ τῆς ΒΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΕΖ, τὸ Ζ ἄρα ἅπτεται παραβολῆς τῆς περὶ 
ἄξονα τὴν ΒΕ. πάλιν, ἐπεί ἐστιν, ὡς ἡ ΑΒ πρὸς ΒΕ, ἡ ΒΕ πρὸς Β∆, τὸ ἄρα ὑπὸ ΑΒ∆, τουτέστι τὸ 
ὑπὸ δοθείσης καὶ τῆς Β∆, ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΕΒ, τουτέστι τῆς ∆Ζ· τὸ Ζ ἄρα ἅπτεται παραβολῆς 
τῆς περὶ ἄξονα τὴν Β∆. ἧπται δὲ καὶ ἑτέρας δοθείσης τῆς περὶ τὴν ΒΕ· δοθὲν ἄρα τὸ Ζ. καὶ 
κάθετοι αἱ Ζ∆, ΖΕ· δοθέντα ἄρα τὰ ∆, Ε. συντεθήσεται δὲ οὕτως. ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι δύο εὐ 
θεῖαι πρὸς ὀρθὰς ἀλλήλαις αἱ ΑΒ, ΒΓ καὶ ἐκβεβλήσθωσαν ἐπ᾽ ἄπειρον ἀπὸ τοῦ Β, καὶ 
γεγράφθω περὶ ἄξονα τὴν ΒΕ παραβολή, ὥστε τὰς καταγοµένας ἐπὶ τὴν ΒΕ δύνασθαι τὰ παρὰ 
τὴν ΒΓ. πάλιν γεγράφθω περὶ ἄξονα τὴν ∆Β παραβολή, ὥστε τὰς καταγοµένας δύνασθαι τὰ 
παρὰ τὴν ΑΒ· τεµοῦσιν δὴ ἀλλήλας αἱ παραβολαί. τεµνέτωσαν κατὰ τὸ Ζ, καὶ ἀπὸ τοῦ Ζ 
κάθετοι ἤχθωσαν αἱ Ζ∆, ΖΕ. ἐπεὶ οὖν ἐν παραβολῇ κατῆκται ἡ ΖΕ, τουτέστιν ἡ ∆Β, τὸ ἄρα ὑπὸ 
ΓΒΕ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ 84 Β∆· ἔστιν ἄρα, ὡς ἡ ΓΒ πρὸς Β∆, ἡ ∆Β πρὸς ΒΕ. πάλιν, ἐπεὶ ἐν 
παραβολῇ κατῆκται ἡ Ζ∆, τουτέστιν ἡ ΕΒ, τὸ ἄρα ὑπὸ ∆ΒΑ ἴσον ἐστὶ τῷ ἀπὸ ΕΒ· ἔστιν ἄρα, ὡς 
ἡ ∆Β πρὸς ΒΕ, ἡ ΒΕ πρὸς ΒΑ. ἀλλ᾽ ὡς ἡ ∆Β πρὸς ΒΕ, οὕτως ἡ ΓΒ πρὸς Β∆· καὶ ὡς ἄρα ἡ ΓΒ 
πρὸς Β∆, ἡ Β∆ πρὸς ΒΕ καὶ ἡ ΕΒ πρὸς ΒΑ· ὅπερ ἔδει εὑρεῖν. 
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Ανάλυση 

α) Υποθετικό µέρος: 

Έστω οι δύο δοθείσες ευθείες κάθετες µεταξύ τους οι ΑΒ, ΒΓ, και ας έχουν γίνει 

µέσες [ανάλογοι] αυτών οι ∆Β, ΒΕ, ώστε να είναι όπως η ΓΒ προς τη Β∆, έτσι η Β∆ 

προς τη ΒΕ και η ΒΕ προς τη ΒΑ. Και ας έχουν αχθεί κάθετες οι ∆Ζ και ΖΕ [από τα 

άκρα των Β∆ και ΒΕ αντίστοιχα]. Επειδή λοιπόν είναι όπως η ΓΒ προς τη Β∆ η ∆Β 

προς ΒΕ, άρα το [ορθογώνιο] υπό ΓΒΕ, δηλαδή το υπό της δοθείσης [της ΓΒ] και 

της ΒΕ, είναι ίσο µε το [τετράγωνο] της Β∆, δηλαδή της ΕΖ. Επειδή λοιπόν το [ορ-

θογώνιο] υπό της δοθείσης [ΒΓ] και της ΒΕ είναι ίσο µε το [τετράγωνο] της ΕΖ, άρα 

το Ζ βρίσκεται σε παραβολή που έχει άξονα τη ΒΕ. Πάλι επειδή είναι, όπως η ΑΒ 

προς τη ΒΕ, η ΒΕ προς τη Β∆, το [ορθογώνιο] υπό ΑΒ∆, δηλαδή το υπό της δοθεί-

σης [ΑΒ] και της Β∆, είναι ίσο µε το [τετράγωνο] της ΕΒ, δηλαδή της ∆Ζ· άρα το Ζ 

βρίσκεται σε παραβολή µε άξονα τη Β∆. 
 

β) Βεβαιωτικό µέρος: 

Έχει βρεθεί όµως και σε άλλη δοθείσα [παραβολή] αυτήν περί την ΒΕ· άρα είναι 

δοθέν [ως προς τη θέση] το Ζ [αφού προκύπτει ως τοµή δύο δοθεισών γραµµών]. 

Και οι Ζ∆, ΖΕ είναι κάθετες [στις δοθείσες από την υπόθεση επίσης κάθετες ΑΒ, ΒΓ 

και τις προεκτάσεις τους]. Άρα είναι δοθέντα τα ∆, Ε [από την ίδια πρόταση· δοθέν 

όµως ήταν και το Β, ως τοµή των δοθέντων από την υπόθεση ΑΒ και ΒΓ, άρα τα 

τµήµατα ∆Β και ΒΕ είναι δοθέντα πλέον ως προς το µέγεθος αφού τα άκρα τους εί-

ναι δοθέντα].  

 

Σύνθεση 

α) Κατασκευή: 

Θα συντεθεί λοιπόν κατ’ αυτό τον τρόπο· ας είναι οι δύο δοθείσες ευθείες ΑΒ, 

ΒΓ κάθετες µεταξύ τους και ας έχουν προεκταθεί επ’ άπειρον προς το Β, και ας έχει 

γραφεί παραβολή γύρω από άξονα την ΒΕ, ώστε τα τετράγωνα των καθέτων στη ΒΕ 

να είναι ίσα µε το γινόµενο των τµηµάτων πάνω στη ΒΓ (δηλ. µε σύγχρονη ορολογία 

να κατασκευαστεί παραβολή µε παράµετρο τη ΓΒ, µε άλλα λόγια να ισχύει 

ΓΒ×ΒΕ= ΕΖ2). Πάλι ας έχει γραφεί παραβολή γύρω από άξονα την ∆Β, ώστε τα τε-

τράγωνα των καθέτων να είναι ίσα µε το γινόµενο των καθέτων πάνω στην ΑΒ (δηλ. 

να κατασκευαστεί παραβολή µε παράµετρο ΑΒ, µε άλλα λόγια να ισχύει ΑΒ×Β∆ 
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=∆Ζ2)· θα τέµνουν λοιπόν η µια την άλλη οι παραβολές. Ας τέµνονται στο Ζ, και 

από του Ζ ας έχουν αχθεί κάθετες οι Ζ∆ και ∆Ε. 

 

β) Απόδειξη: 

Επειδή λοιπόν σε παραβολή η ΖΕ έχει αχθεί κάθετη, δηλαδή η ∆Β, άρα το [ορ-

θογώνιο] ΓΒΕ είναι ίσο µε το [τετράγωνο] της Β∆· άρα είναι όπως η ΓΒ προς τη Β∆, 

η ∆Β προς τη ΒΕ. Πάλι επειδή σε παραβολή έχει αχθεί κάθετη η Ζ∆, δηλαδή η ΕΒ, 

το [ορθογώνιο] άρα ∆ΒΑ είναι ίσο µε το [τετράγωνο] της ΕΒ· άρα είναι όπως η ∆Β 

προς τη ΒΕ, η ΒΕ προς τη ΒΑ. Αλλά όπως είναι η ∆Β προς τη ΒΕ έτσι είναι η ΓΒ 

προς τη Β∆· και όπως άρα η ΓΒ προς τη Β∆, η Β∆ προς τη ΒΕ και η ΕΒ προς τη ΒΑ· 

αυτό ακριβώς το οποίο έπρεπε να βρεθεί. 

  

Ανάπτυξη του υποθετικού µέρους της ανάλυσης. Το υποθετικό µέρος της α-

νάλυσης του Μέναιχµου, µε τη βοήθεια του σύγχρονου συµβολισµού αναφέρει: Έ-

στω ότι έχει γίνει το ζητούµενο. Ως πρώτο βήµα του υποθετικού µέρους, δηλαδή, και 

στην ανάλυση του Μέναιχµου υποτίθεται ότι έχει γίνει το ζητούµενο. Στην προκει-

µένη περίπτωση αυτό σηµαίνει ότι έχουν βρεθεί οι µέσες ανάλογοι δύο δοθέντων 

ευθυγράµµων τµηµάτων των ΑΒ και ΒΓ (που λαµβάνονται κάθετα µεταξύ τους) και 

αυτές είναι συγκεκριµένα οι ∆Β και ΒΕ. Με άλλα λόγια, όπως θα λέγαµε σήµερα, 

ισχύουν οι αναλογίες ΒΓ:Β∆=Β∆:ΒΕ=ΒΕ:ΑΒ. Επίσης, οι Β∆ και ΒΕ θεωρούνται ως 

τοποθετηµένες στις προεκτάσεις αντίστοιχα των ΑΒ και ΓΒ, που σηµαίνει ότι από τα 

άκρα τους µπορούν υποθετικά να αχθούν οι κάθετες στους δύο άξονες, που θα τέ-

µνονται σε ένα σηµείο Ζ. Αυτό αποτελεί ένα ακόµη υποθετικό βήµα που έχει ως α-

ποτέλεσµα τις ∆Ζ και ΕΖ. Με τη βοήθεια αυτών των δύο τελευταίων υποθετικά κα-

τασκευασµένων ευθυγράµµων τµηµάτων και των δύο πρώτων όρων της παραπάνω 

αναλογίας φτάνουµε στην ισότητα ΓΒ⋅ΒΕ=∆Β2. Η ∆Β όµως στο υποθετικά κατα-

σκευασµένο σχήµα είναι ίση µε την ΕΖ, ως απέναντι πλευρές παραλληλογράµµου. 

Κατά συνέπεια, φτάνουµε στην ισότητα ΓΒ⋅ΒΕ = ΕΖ2. Σχέση από την οποία ο Μέ-

ναιχµος συνάγει ότι το Ζ άπτεται παραβολής µε άξονα την ΒΕ. Ένα πολύ σηµαντικό 

νοητικό άλµα που αφορά τη δοµή του προβλήµατος. Στη σύγχρονη γλώσσα των µα-

θηµατικών θα αποδίδαµε την τελευταία ισότητα ΓΒ⋅ΒΕ = ΕΖ2, την οποία περιγράφει 

ο Μέναιχµος, µε µια εξίσωση της µορφής 2ρχ= ψ2, όπου το ΓΒ=2ρ είναι η παράµε-
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τρος της παραβολής. Όµως το ΒΓ είναι «δοθέν» από το πρόβληµα, όπως «δοθείς» 

είναι ως προς τη θέση του και ο άξονας ΒΕ της παραβολής, αφού αποτελεί την προ-

έκταση του «δοθέντος» τµήµατος ΒΓ. Ο Μέναιχµος στη συνέχεια, εργαζόµενος µε 

ανάλογο τρόπο, συνάγει ότι το Ζ άπτεται και άλλης παραβολής µε άξονα τη Β∆ αυτή 

τη φορά. Πράγµατι, µε τη βοήθεια των δύο τελευταίων όρων της αρχικής αναλογίας 

(αντεστραµµένων), φτάνουµε στην ισότητα ΑΒ⋅Β∆=ΒΕ2. Η ΒΕ όµως, πάλι από το 

υποθετικά κατασκευασµένο σχήµα, είναι ίση µε τη ∆Ζ, ως απέναντι πλευρές παραλ-

ληλογράµµου. Κατά συνέπεια φτάνουµε στην ισότητα ΑΒ⋅Β∆ = ∆Ζ2. Αυτή η ισότη-

τα στη σύγχρονη γλώσσα των µαθηµατικών µπορεί να αποδοθεί µε µια εξίσωση της 

µορφής 2ρψ=χ2, όπου το ΑΒ=2ρ είναι η παράµετρος της παραβολής που είναι «δο-

θείσα» από το πρόβληµα. Επίσης «δοθείς» είναι, ως προς τη θέση του και ο άξονας 

Β∆ της παραβολής, αφού αποτελεί την προέκταση του «δοθέντος» τµήµατος ΑΒ. 

Στο σηµείο αυτό, θεωρούµε ότι τελειώνει το υποθετικό µέρος της ανάλυσης του Με-

ναίχµου. Αυτό το µέρος της ανάλυσης, είχε ως στόχο να αποκαλύψει τη δοµή του 

προβλήµατος, πράγµα που έκανε βρίσκοντας ότι η θέση του σηµείου Ζ (που µπορεί 

να καθοριστεί µε δυνητική αναγκαιότητα όπως θα βεβαιώσει παρακάτω), µπορεί να 

λύσει το πρόβληµα.  
 

Ανάπτυξη του βεβαιωτικού µέρους της ανάλυσης. Το βεβαιωτικό µέρος της 

συγκεκριµένης ανάλυσης, είναι πολύ περιορισµένο σε έκταση. Επιπλέον, δεν είναι 

µε τόσο σαφή τρόπο διαχωρισµένο από το υποθετικό µέρος, µε τη χρήση της ορολο-

γίας «δοθέν»-«δεδοµένον», όπως συµβαίνει σε άλλες αναλύσεις που ακολουθούν 

χρονικά. Αυτό φανερώνεται τόσο από την εµφάνιση του όρου «δοθείσα»4 τρεις φο-

ρές σε αυτό που ονοµάσαµε υποθετικό µέρος της ανάλυσης όσο και των εκφράσεων 
«τὸ Ζ ἄρα ἅπτεται παραβολῆς τῆς περὶ ἄξονα τὴν ΒΕ.» και «τὸ Ζ ἄρα ἅπτεται 

παραβολῆς τῆς περὶ ἄξονα τὴν Β∆» οι οποίες θα µπορούσαµε να πούµε ότι δηλώ-

νουν περιφραστικά το γεγονός ότι οι δύο παραβολές που περιγράφουν είναι «δοθεί-

σες». Αυτές ακριβώς τις δύο τελευταίες εκφράσεις, επικαλείται ο Μέναιχµος για να 

ξεκινήσει αυτό που ονοµάσαµε βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης. Αν και θα µπορού-

σε να βεβαιώσει αναλυτικά το γιατί οι δύο παραβολές είναι «δοθείσες» µε βάση τα 

«δοθέντα» (ως προς το µέγεθος και τη θέση) ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και ΒΓ, δεν 

                                           
4  Ενός όρου που έχουµε εξηγήσει ότι αφορά κατεξοχήν το βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης. 
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το κάνει ίσως γιατί το έκανε φανερό µόλις προηγουµένως στο υποθετικό µέρος και 

επιπλέον έχει την πεποίθηση ότι απευθύνεται σε συναδέλφους ερευνητές. Θα είναι 

περισσότερο αναλυτικός όταν θα το περιγράψει παρακάτω στη σύνθεση που απευ-

θύνεται σε ευρύτερο κοινό. Αρχίζει λοιπόν το βεβαιωτικό µέρος, µε την έκφραση 

«ἧπται δὲ καὶ ἑτέρας δοθείσης [παραβολής] τῆς περὶ τὴν ΒΕ·». Γεγονός που επιβεβαι-

ώνει τη θέση µας, ότι ο Μέναιχµος θεωρεί «δοθείσα» τόσο την παραβολή µε την ο-

ποία κατέληξε το υποθετικό µέρος, όσο και την άλλη που προηγήθηκε µε άξονα την 

ΒΕ και τώρα την ονοµάζει «δοθείσα». Έτσι, έχοντας τις δύο παραβολές «δοθείσες», 

που σηµαίνει ότι µπορεί να τις κατασκευάσει µε δυνητική αναγκαιότητα από τη 

στιγµή που είναι «δοθέντα» από την υπόθεση τα ΑΒ και ΒΓ (ως προς το µέγεθος και 

τη θέση), συµπεραίνει ότι είναι «δοθέν» και το σηµείο στο οποίο αυτές οι δύο παρα-

βολές τέµνονται, δηλαδή το Ζ. Με άλλα λόγια, και η θέση του σηµείου Ζ προκύπτει 

πλέον µε δυνητική αναγκαιότητα από τα προηγούµενα «δοθέντα». Η πρόταση που 

φαίνεται να χρησιµοποιεί ο Μέναιχµος για να φτάσει µε δυνητική αναγκαιότητα στη 

θέση του σηµείου τοµής δύο γραµµών, που επίσης προκύπτουν µε δυνητική ανα-

γκαιότητα, πρέπει να είναι αναλόγου περιεχοµένου µε την πρόταση 25 των ∆εδοµέ-

νων του Ευκλείδη: «η τοµή δύο δεδοµένων γραµµών είναι σηµείο δεδοµένο ως προς 

τη θέση»5. Επίσης οι κάθετες Ζ∆ και ΖΕ από το «δοθέν» σηµείο Ζ στις «δοθείσες» 

ως προς τη θέση ευθείες ΑΒ και ΒΓ µπορούν να κατασκευαστούν µε δυνητική ανα-

γκαιότητα. Πράγµα που σηµαίνει, ότι και τα σηµεία τοµής τους µε τις ευθείες προς 

τις οποίες κατασκευάζονται ως κάθετες, µπορούν να βρεθούν µε δυνητική αναγκαιό-

τητα ως προς τη θέση τους. Με άλλα λόγια, τα σηµεία ∆ και Ε είναι «δοθέντα» ως 

προς τη θέση τους. Σε αυτό το σηµείο σταµατά η αναλυτική διαδικασία για τον Μέ-

ναιχµο. Θα περίµενε ίσως κανείς η κατάληξη του βεβαιωτικού µέρους που σηµαίνει 

και το τέλος της αναλυτικής διαδικασίας να είναι η δυνητική αναγκαιότητα του µε-

γέθους των ∆Β και ∆Ε. Αυτή όµως η δυνητική αναγκαιότητα του µεγέθους των δύο 

ευθυγράµµων τµηµάτων, που είναι οι µέσες ανάλογοι, µπορεί να θεωρηθεί ότι έχει 

ήδη εξασφαλιστεί, αφού οι θέσεις των άκρων αυτών των ευθυγράµµων τµηµάτων 

βεβαιώθηκε η «δυνατότητα» να βρεθούν (µε δυνητική αναγκαιότητα), όπως φάνηκε 

στην πορεία του βεβαιωτικού µέρους. Όπως συζητήσαµε και στο ανάλογο σηµείο 

από το παράδειγµα του Πάππου, ο Μέναιχµος µε την ανάλυσή του απευθύνεται σε 

                                           
5  Τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη βέβαια, δεν έχουν ακόµη γραφεί όταν γράφει ο Μέναιχµος, ο ο-
ποίος χρονικά προηγείται του Ευκλείδη.  
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συναδέλφους ερευνητές, οι οποίοι είναι σε θέση να αντιληφθούν ότι η ανάλυση είναι 

πλήρης και µε το τέλος της έχει εξασφαλιστεί η δυνητική αναγκαιότητα του ζητου-

µένου. Με άλλα λόγια, βεβαιώθηκε µε πληρότητα για τους ερευνητές, µέσα από µια 

σειρά έγκυρων συµπερασµών, το γεγονός ότι, η λύση του προβλήµατος µπορεί να 

προκύψει µε δυνητική αναγκαιότητα χρησιµοποιώντας αποκλειστικά τα δεδοµένα 

του προβλήµατος.  

Παρακάτω στη σύνθεση, ο Μέναιχµος, κατασκευάζει καταρχήν το σχήµα και 

στη συνέχεια αποδεικνύει διεξοδικά και µε όλες τις λεπτοµέρειες ότι ∆Β και ΒΕ α-

ποτελούν λύση του προβλήµατος. Η παρουσίαση του αυτή, αφορά το ευρύτερο κοι-

νό που ασχολείται µε τα Μαθηµατικά και δεν παρουσιάζει κάποια ιδιαιτερότητα ή 

δυσκολία. ∆εν αφορά τον τρόπο µε τον οποίο βρέθηκε η πιθανή λύση και βεβαιώθη-

κε στη συνέχεια ότι µπορεί, µε δυνητική αναγκαιότητα, να αποτελέσει λύση του 

προβλήµατος, αλλά αυτό που έχει επικρατήσει να ονοµάζεται σήµερα «ευκλείδειος 

τρόπος» παρουσίασης µιας µαθηµατικής πρότασης, που είναι πολύ οικείος και κατα-

νοητός σε όλους µας, γι’ αυτό και δεν θα ασχοληθούµε ιδιαίτερα µε την ανάπτυξή 

αυτού του µέρους της λύσης του προβλήµατος.  

Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα της συζήτησης που προηγήθηκε, θεωρούµε ότι 

από τη σύγκριση του παραδείγµατος γεωµετρικής ανάλυσης προβλήµατος του Με-

ναίχµου, που αφορά τον τέταρτο αιώνα π.Χ., µε την πρακτική αλλά και τις θεωρητι-

κές περιγραφές του Πάππου που αφορούν τον τέταρτο µ.Χ. αιώνα, γίνεται φανερό το 

γεγονός ότι η ουσία της µεθόδου και η λογική δοµή της παραµένουν αναλλοίωτες 

στα κείµενα των δύο µαθηµατικών. Οι όποιες επιφανειακές διαφορές υπάρχουν ανά-

µεσά τους θα λέγαµε ότι είναι δικαιολογηµένες ακόµη και για δύο ερευνητές της ί-

διας εποχής, πόσο µάλλον για κάποιους που απέχουν µεταξύ τους χρονικά περίπου 

οκτώ αιώνες.  

 

Στη συνέχεια του κεφαλαίου, θα εξετάσουµε κατά πόσο τα αποσπάσµατα γεω-

µετρικής ανάλυσης από το έργο του Αρχιµήδη, λειτουργούν µε τον τρόπο που πα-

ρουσιάσαµε στον Πάππο, χρησιµοποιούν δηλαδή, τα ίδια εργαλεία, όπως είναι τα 

∆εδοµένα του Ευκλείδη και ακολουθούν την ορολογία «δοθέντων»–«δεδοµένων». 

Ταυτόχρονα θα εξετάσουµε αν και σε ποιο βαθµό οι θεωρητικές προσεγγίσεις της 

γεωµετρικής ανάλυσης του Πάππου περιγράφουν την πρακτική του Αρχιµήδη στη 

γεωµετρική ανάλυση. 
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7.3. Αρχιµήδης 
 

Ο Αρχιµήδης (περ. 287-212 π.Χ.) φέρεται ως συγγραφέας περισσότερων από 30 έργα, 

από τα οποία σώζονται σήµερα περίπου τα µισά. Τα έργα του, όπως προκύπτει από 

τους προλόγους που είχε προτάξει σε πολλά από αυτά ο ίδιος, απευθύνονταν σε συνα-

δέλφους του επαγγελµατίες µαθηµατικούς και µηχανικούς και εποµένως απευθύνονταν 

από τη φύση τους σε ένα περιορισµένο ακροατήριο. Έτσι, η διάσωση των έργων του 

Αρχιµήδη, ήταν ευθύς εξαρχής εξαιρετικά επισφαλής6 (Χριστιανίδης 2003, 145). Στο 

έργο του Αρχιµήδη που έφτασε ως τις µέρες µας, η µέθοδος της γεωµετρικής ανάλυσης 

εµφανίζεται µόνο στο βιβλίο του Περί σφαίρας και κυλίνδρου Β΄. 

  

7.3.1. Παραδείγµατα προβληµατικής γεωµετρικής ανάλυσης στον Αρχιµήδη 

 

Στο έργο του Αρχιµήδη Περί σφαίρας και κυλίνδρου Β΄ και συγκεκριµένα στις προ-

τάσεις7 1, 3, 4, 5, 6, και 7, ο Αρχιµήδης εφαρµόζει την αναλυτική µέθοδο, µε τρόπο 

παρόµοιο µε αυτόν που ήδη συζητήσαµε στον Πάππο. Αυτές είναι και οι µοναδικές 

προτάσεις στο έργο του Αρχιµήδη στις οποίες εφαρµόζεται η µέθοδος8 ή αναφέρεται 

µε ρητό τρόπο9.  

Ο τρόπος µε τον οποίο εφαρµόζεται η µέθοδος της ανάλυσης από τον Αρχιµήδη, 

θα δείξουµε ότι περιλαµβάνει τα ίδια ακριβώς βασικά στοιχεία που αναδείξαµε και 

συζητήσαµε στην εφαρµογή της µεθόδου από τον Πάππο. Αυτά είναι: η λήψη του 

ζητουµένου ως σηµείου εκκίνησης, τα δύο µέρη στην ανάλυση, που το δεύτερο δια-

                                           
6  Ανάµεσα σε αυτά που χάθηκαν υπήρχε σύµφωνα µε κάποιες πηγές και ένα µε τον τίτλο ∆εδο-

µένα, όπως έχουµε αναφέρει στο πρώτο κεφάλαιο (§ 1.1). 
7  Προτάσεις τις οποίες έχουµε χαρακτηρίσει «προβλήµατα» σε προηγούµενο κεφάλαιο (§ 1.2.2) 
και τις έχουµε διακρίνει από τα θεωρήµατα του ίδιου βιβλίου µε τη βοήθεια της ορολογίας «δο-
θέντων»-«δεδοµένων». Ως «προβλήµατα» τις χαρακτηρίζει επίσης ο Panza (1997, 393), ενώ ο 
Heath (1921, τοµ.ΙΙ, 68), χαρακτηρίζει ως «προβλήµατα» τις 1, 3, 5, 6 και 7. 

8  Knorr (1986, 170): «Από το σωζόµενο έργο του Αρχιµήδη, µόνο το Περί σφαίρας και κυλίν-
δρου Β’ περιλαµβάνει εφαρµογές της µεθόδου της ανάλυσης και σύνθεσης.»  

9  Συγκεκριµένα στα πλαίσια της επίλυσης του προβλήµατος 4, ο Αρχιµήδης χρησιµοποιεί κάτι 
το οποίο δεν έχει ακόµη αποδείξει και προαναγγέλλει την «ανάλυση» και «σύνθεσή» του πα-
ρακάτω στο έργο του: «ἑκάτερα δὲ ταῦτα ἐπὶ τέλει ἀναλυθήσεταί τε καὶ συντεθήσεται.», υλικό 
που δυστυχώς δε φτάνει µέσα από το ίδιο το κείµενό του Αρχιµήδη σε εµάς σήµερα αλλά µό-
νο διαµέσου του σχολιασµού του Ευτόκιου για το πρόβληµα. Παρακάτω στη «σύνθεση» του 
ίδιου προβλήµατος ο Αρχιµήδης αναφέρει: «ὡς ἐδείξαµεν ἐν τῇ ἀναλύσει». Επίσης στο πρό-
βληµα 6 του ίδιου βιβλίου, ο Αρχιµήδης χρησιµοποιεί τον όρο «ανάλυση», όταν στο στάδιο 
της «σύνθεσης» και συγκεκριµένα στην κατασκευή αναφέρει: «καὶ τὰ αὐτὰ κατεσκευάσθω 
τοῖς ἐπὶ τῆς ἀναλύσεως…»  
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τυπώνεται και χαρακτηρίζεται από την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον», καθώς και 

η χρήση άλλων «δεδοµένων» που προέρχονται είτε από τα ∆εδοµένα, είτε από ανα-

λύσεις που έχουν προηγηθεί.  

Στη συνέχεια, θα παραθέσουµε και θα συζητήσουµε µόνο την ανάλυση του πρώ-

του προβλήµατος του βιβλίου Περί σφαίρας και κυλίνδρου Β’ του Αρχιµήδη, χωρι-

σµένη στο υποθετικό και το βεβαιωτικό µέρος, σύµφωνα µε τη δική µας διάκριση 

και ερµηνεία. 

 

Περί σφαίρας και κυλίνδρου Β΄, 1ο πρόβληµα 10  
 

Κώνου δοθέντος ή κυλίνδρου να βρεθεί σφαίρα ίση προς τον κώνο ή τον κύλινδρο. 
 

Α                                    Β

Η                                    Θ Γ                         ∆

Μ

Ν

Κ                                         Ε

Α                                    Β

Η                                    Θ Γ                         ∆

Μ

Ν

Κ                                         Ε

 

                                           
10 Αρχιµήδης, Περί σφαίρας και κυλίνδρου B΄ (TLG 1.102.8-103.14): Κώνου δοθέντος ἢ κυλίν-

δρου σφαῖραν εὑρεῖν τῷ κώνῳ ἢ τῷ κυλίνδρῳ ἴσην. Ἔστω διδόµενος κῶνος ἢ κύλινδρος ὁ Α 
καὶ τῷ Α ἴση ἡ Β σφαῖρα, καὶ κείσθω τοῦ Α κώνου ἢ κυλίνδρου ἡµιόλιος κύλινδρος ὁ ΓΖ∆, τῆς 
δὲ Β σφαίρας ἡµιόλιος κύλινδρος, οὗ βάσις ὁ περὶ διάµετρον τὴν ΗΘ κύκλος, ἄξων δὲ ὁ ΚΛ 
ἴσος τῇ διαµέτρῳ τῆς Β σφαίρας· ἴσος ἄρα ἐστὶν ὁ Ε 1.103 κύλινρδος τῷ Κ κυλίνδρῳ [τῶν δὲ 
ἴσων κυλίνδρων ἀντι πεπόνθασιν αἱ βάσεις τοῖς ὕψεσιν]· ὡς ἄρα ὁ Ε κύκλος πρὸς τὸν Κ 
κύκλον, τουτέστιν ὡς τὸ ἀπὸ τῆς Γ∆ πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ΗΘ, οὕτως ἡ ΚΛ πρὸς ΕΖ. Ἴση δὲ ἡ ΚΛ 
τῇ ΗΘ [ὁ γὰρ ἡµιόλιος κύλινδρος τῆς σφαίρας ἴσον ἔχει τὸν ἄξονα τῇ διαµέτρῳ τῆς σφαίρας, 
καὶ ὁ Κ κύκλος µέγιστός ἐστι τῶν ἐν τῇ σφαίρᾳ]· ὡς ἄρα τὸ ἀπὸ Γ∆ πρὸς τὸ ἀπὸ ΗΘ, οὕτως ἡ 
ΗΘ πρὸς τὴν ΕΖ. Ἔστω τῷ ἀπὸ ΗΘ ἴσον τὸ ὑπὸ Γ∆, ΜΝ· ὡς ἄρα ἡ Γ∆ πρὸς ΜΝ, οὕτως τὸ 
ἀπὸ Γ∆ πρὸς τὸ ἀπὸ ΗΘ, τουτέστιν ἡ ΗΘ πρὸς ΕΖ, καὶ ἐναλλάξ, ὡς ἡ Γ∆ πρὸς τὴν ΗΘ, οὕτως 
ἡ ΗΘ πρὸς τὴν ΜΝ καὶ ἡ ΜΝ πρὸς τὴν ΕΖ. Καί ἐστιν δοθεῖσα ἑκατέρα τῶν Γ∆, ΕΖ· δύο ἄρα 
δοθεισῶν εὐθειῶν τῶν Γ∆, ΕΖ δύο µέσαι ἀνάλογόν εἰσιν αἱ ΗΘ, ΜΝ· δοθεῖσα ἄρα ἑκατέρα 
τῶν ΗΘ, ΜΝ. 
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Ανάλυση 

α) Υποθετικό µέρος:  

Έστω διδόµενος κώνος ή κύλινδρος ο Α και προς τον Α ίση η Β σφαίρα και έ-

στω ο κύλινδρος Γ∆Ζ [Ε] ίσος µε τα 3/2 του Α κώνου ή κυλίνδρου και έστω κύλιν-

δρος [Κ] ίσος µε τα 3/2 της σφαίρας Β, του οποίου βάση είναι ο περί την διάµετρο 

ΗΘ κύκλος, ύψος δε το ΚΛ ίσο µε τη διάµετρο της σφαίρας Β· άρα ο κύλινδρος Ε 

είναι ίσος προς τον κύλινδρο Κ <των δε ίσων κυλίνδρων οι βάσεις είναι αντιστρό-

φως ανάλογοι των υψών> [από Στοιχ. ΧΙΙ 15]· άρα όπως είναι ο κύκλος Ε προς τον 

κύκλο Κ, δηλαδή όπως είναι το [τετράγωνο] της Γ∆ προς το [τετράγωνο] της ΗΘ 

[Στοιχ. ΧΙΙ 2], έτσι είναι η ΚΛ προς την ΕΖ. Είναι δε η ΚΛ ίση µε την ΗΘ <γιατί ο 

κύλινδρος, ο οποίος είναι τα 3/2 της σφαίρας έχει ύψος ίσο µε τη διάµετρο της σφαί-

ρας και ο κύκλος Κ είναι µέγιστος κύκλος της σφαίρας>· άρα είναι Γ∆2 : ΗΘ2 = ΗΘ : 

ΕΖ. Έστω ΗΘ2 =Γ∆ ×  ΜΝ· άρα είναι Γ∆ : ΜΝ = Γ∆2 : ΗΘ2, δηλαδή ΗΘ : ΕΖ, και 

εναλλάξ Γ∆: ΜΝ = ΗΘ : ΜΝ = ΜΝ : ΕΖ. 

  

β) Βεβαιωτικό µέρος: 

Και είναι «δοθείσα» καθεµιά των Γ∆, ΕΖ· 

δύο άρα «δοθεισών» ευθειών, των Γ∆, ΕΖ δύο µέσες ανάλογοι είναι οι ΗΘ, ΜΝ· 

άρα καθεµιά από τις ΗΘ, ΜΝ είναι «δοθείσα». 

 

Το υποθετικό µέρος του πρώτου προβλήµατος, καταλήγει σε µια σχέση, από την 

οποία ο Αρχιµήδης θεωρεί ότι µπορεί να ξεκινήσει η λύση του προβλήµατος («οµο-

λογούµενον» σύµφωνα µε τον Πάππο): Γ∆: ΜΝ = ΗΘ : ΜΝ = ΜΝ : ΕΖ. Η σχέση 

αυτή, απαιτεί την εύρεση των δύο µέσων αναλόγων. Με άλλα λόγια, ο Αρχιµήδης, 

καταφέρνει να ανάγει το αρχικό πρόβληµα στο πρόβληµα της εύρεσης των δύο µέ-

σων αναλόγων. Το υποθετικό µέρος δεν θα µπορούσε να τελειώσει εδώ, αν ο Αρχι-

µήδης δεν θεωρούσε την εύρεση των δύο µέσων αναλόγων ως κάτι «δεδοµένον». Με 

άλλα λόγια, αν δεν θεωρούσε ότι µπορούν να γίνουν «δοθείσες» οι ΗΘ και ΜΝ, όταν 

τα άλλα δύο ευθύγραµµα τµήµατα, που εµφανίζονται στις αναλογίες τα Γ∆ και ΕΖ 

είναι ήδη «δοθέντα» από την υπόθεση, ή µπορούν να εξασφαλιστούν µε δυνητική 

αναγκαιότητα από αυτήν µε στοιχειώδη τρόπο. Πράγµατι, από το σηµείο της ανάλυ-

σης που αρχίζουν να εµφανίζονται τα «δοθέντα», που εµείς θεωρούµε ότι αρχίζει το 
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βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης, ο Αρχιµήδης βεβαιώνει καταρχήν ότι είναι «δοθέ-

ντα» τα δύο άλλα ευθύγραµµα τµήµατα Γ∆ και ΕΖ, που εµφανίζονται στις αναλογί-

ες, των οποίων τα ζητούµενα τµήµατα ΗΘ και ΜΝ θα αποτελέσουν τις µέσες ανα-

λόγους. Είναι «δοθέντα» προφανώς, γιατί, µπορεί να κατασκευαστεί (µε δυνητική 

αναγκαιότητα), ο «ηµιόλιος» κύλινδρος Ε που έχει διάµετρο βάσης ίση µε τη διάµε-

τρο βάσης του «δοθέντος» κυλίνδρου Α και ύψος που είναι τα 3/2 του ύψους του Α. 

Ο Αρχιµήδης συνεχίζει το βεβαιωτικό µέρος, συµπεραίνοντας ότι οι δύο µέσες ανά-

λογοι των δύο προηγουµένων «δοθέντων» τµηµάτων είναι «δοθείσες». Γεγονός, που 

σηµαίνει, ότι ο Αρχιµήδης έχει υπόψη του προηγούµενη ανάλυση, που τον βεβαιώ-

νει ότι οι δύο µέσες ανάλογοι «δοθέντων» ευθυγράµµων τµηµάτων είναι «δοθείσες». 

Με άλλα λόγια, ο Αρχιµήδης, όπως γίνεται φανερό από την πρακτική του, θεωρεί ως 

«δεδοµένα» και στοιχεία που δεν περιέχονται στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη. Αυτό 

µπορεί να σηµαίνει δύο πράγµατα. Ή ότι έχει υπάρξει και άλλο έργο µε περιεχόµενο 

ανάλογο των ∆εδοµένων, που δεν σώζεται σήµερα, είτε του ίδιου του Αρχιµήδη, ό-

πως αναφέρεται στις αραβικές πηγές, είτε άλλου γεωµέτρη. Ή απλά, ότι ο Αρχιµή-

δης, χρησιµοποιεί ως «δεδοµένα» ότι έχει «αποδειχθεί» στο παρελθόν µε τη µέθοδο 

της ανάλυσης από τον ίδιο ή από άλλους Όπως είναι για παράδειγµα, η λύση του 

Μεναίχµου στο πρόβληµα των µέσων αναλόγων, η οποία χρονικά προηγείται και 

έχει βρεθεί µε τη µέθοδο της ανάλυσης.  

Το εύλογο ερώτηµα, που µπορεί να τεθεί µετά από µια πρώτη ανάγνωση του πα-

ραπάνω παραδείγµατος γεωµετρικής ανάλυσης, είναι το γιατί το βεβαιωτικό µέρος 

της συγκεκριµένης ανάλυσης είναι τόσο συνοπτικό. Πως µπορεί, δηλαδή, η εύρεση 

των δύο µέσων αναλόγων δύο ευθυγράµµων τµηµάτων να βεβαιώνει τον ερευνητή 

για την κατασκευή µε δυνητική αναγκαιότητα, σφαίρας ίσης µε κύλινδρο ή κώνο; Η 

απάντηση στο ερώτηµα έχει δοθεί ήδη µε έµµεσο τρόπο, µε τη συζήτηση που µόλις 

προηγήθηκε, για τη χρήση «δεδοµένων» εκτός προβλήµατος. που αναφέραµε πριν 

παραθέσουµε το πρόβληµα, µε άλλα λόγια, ο γεωµέτρης - ερευνητής βεβαιώνεται 

ότι έχοντας ανάγει το πρόβληµα του στο πρόβληµα της εύρεσης δύο µέσων αναλό-

γων, εκ των οποίων η µια είναι η διάµετρος της ζητούµενης σφαίρας, η εύρεση των 

δύο µέσων αναλόγων, που έχει επιτευχθεί σε προγενέστερη ανάλυση µε δυνητική 

αναγκαιότητα του εξασφαλίζει µε δυνητική αναγκαιότητα το ζητούµενο.  
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Τα άλλο ερώτηµα, που τίθεται επίσης από το πρώτο πρόβληµα, αλλά αφορά και 

τα υπόλοιπα προβλήµατα του βιβλίου και ειδικότερα το 4ο, είναι κατά πόσο στα «δε-

δοµένα» µπορούν να περιληφθούν και κωνικές τοµές. Από το βεβαιωτικό µέρος του 

πρώτου προβλήµατος, µπορούµε να θεωρήσουµε πιθανό το γεγονός να αντιλαµβάνε-

ται ο Αρχιµήδης και να χρησιµοποιεί αναλύσεις που περιλαµβάνουν κωνικές τοµές, 

ως «δεδοµένα». Ο Knorr (1986, 196), συζητώντας αυτό ακριβώς το ερώτηµα, κατα-

λήγει ότι ο Αρχιµήδης χρησιµοποιεί επιδέξια κωνικές τοµές στο Περί σφαίρας και 

κυλίνδρου Β΄, αφού προηγουµένως (σ. 170) έχει συζητήσει κάποια από τα προβλή-

µατα του ίδιου βιβλίου του Αρχιµήδη, στην ενότητα µε τίτλο «Επίλυση προβληµά-

των µε κωνικές τοµές». Οι Berggren & Van Brummelen (2000, 11) στην ίδια κατεύ-

θυνση, σηµειώνουν χαρακτηριστικά ότι ενώ:  

Τα ∆εδοµένα περιορίζονται σε Ευκλείδεια εργαλεία, το παράδειγµα που αναλύ-

σαµε, της διαίρεσης ενός ευθυγράµµου τµήµατος [Περί σφαίρας και κυλίνδρου Β΄, 

4] από τον Αρχιµήδη, δείχνει φανερά πως τα επιχειρήµατα µε «δεδοµένα» επε-

κτάθηκαν και περιέλαβαν κωνικές τοµές.  

∆ηλαδή, θα πρέπει να θεωρούµε στο εξής ως πιθανότατη τη χρησιµοποίηση κω-

νικών τοµών στα πλαίσια της ανάλυσης, ως «δεδοµένων» στοιχείων, εκτός των Ευ-

κλείδειων ∆εδοµένων.  

  

Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουµε το πρόβληµα 3 από το Περί σφαίρας και κυλίν-

δρου Β΄, που είναι αντιπροσωπευτικό του τρόπου µε τον οποίο λειτουργούν και τα 

υπόλοιπα προβλήµατα του ίδιου βιβλίου και σχετικά πιο σύντοµο από άλλα. Η συζή-

τησή µας, θα εστιαστεί και σε αυτό το πρόβληµα, στο υποθετικό και το βεβαιωτικό 

µέρος της ανάλυσης, τα οποία και παρουσιάζουν τη µεγαλύτερη δυσκολία κατανόη-

σης του τρόπου µε τον οποίο λειτουργούν, σε σχέση µε αυτά της «κατασκευής» και 

της «απόδειξης» που περιλαµβάνονται στη σύνθεση.  
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Περί σφαίρας και κυλίνδρου Β΄, 3ο πρόβληµα 11 

 

Τρίτο πρόβληµα ήταν το εξής· η δοθείσα σφαίρα να τµηθεί δι’ επιπέδου, έτσι ώστε 

οι επιφάνειες των τµηµάτων [χωρίς τη βάση τους] να έχουν λόγο τον αυτό προς τον 

δοθέντα. 

∆                                                       ΕΓ

Α

Β

Κ            Θ

Η
Ζ

∆                                                       ΕΓ

Α

Β

Κ            Θ

Η
Ζ  

Ανάλυση 

α) Υποθετικό µέρος:  

Ας έχει γίνει [δηλαδή ας έχει τµηθεί η σφαίρα από επίπεδο σε δοθέντα λόγο]  

                                           
11 Αρχιµήδης, Περί σφαίρας και κυλίνδρου B΄ (TLG 1.109.14-110.20): Τρίτον ἦν πρόβληµα τόδε· 

Τὴν δοθεῖσαν σφαῖραν ἐπιπέδῳ τεµεῖν, ὅπως αἱ τῶν τµηµάτων ἐπιφάνειαι πρὸς ἀλλήλας 
λόγον ἔχωσιν τὸν αὐτὸν τῷ δοθέντι. Γεγονέτω, καὶ ἔστω τῆς σφαίρας µέγιστος κύκλος ὁ Α∆ΒΕ, 
διάµετρος δὲ αὐτοῦ ἡ ΑΒ, καὶ ἐκβεβλήσθω πρὸς τὴν ΑΒ ἐπίπεδον ὀρθόν, καὶ ποιείτω τὸ 
ἐπίπεδον ἐν τῷ Α∆ΒΕ κύκλῳ τοµὴν τὴν ∆Ε, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ Α∆, Β∆. Ἐπεὶ οὖν λόγος ἐστὶ 
τῆς ἐπιφανείας τοῦ ∆ΑΕ τµήµατος πρὸς τὴν ἐπιφάνειαν τοῦ ∆ΒΕ τµήµατος, ἀλλὰ τῇ ἐπιφανείᾳ 
τοῦ ∆ΑΕ τµήµατος ἴσος ἐστὶ κύκλος, οὗ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου ἴση ἐστὶ τῇ Α∆, τῇ δὲ ἐπιφανείᾳ τοῦ 
∆ΒΕ τµήµατος ἴσος ἐστὶ κύκλος, οὗ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου ἴση ἐστὶ τῇ ∆Β, ὡς δὲ οἱ εἰρηµένοι κύκλοι 
πρὸς ἀλλήλους, οὕτως τὸ ἀπὸ Α∆ πρὸς τὸ ἀπὸ ∆Β, τουτέστιν ἡ ΑΓ πρὸς ΓΒ, λόγος ἄρα τῆς ΑΓ 
πρὸς ΓΒ δοθείς· ὥστε δοθέν ἐστι τὸ Γ σηµεῖον. 1.110 Καί ἐστι τῇ ΑΒ πρὸς ὀρθὰς ἡ ∆Ε· θέσει ἄρα 
καὶ τὸ διὰ τῆς ∆Ε ἐπίπεδον.  

  Συντεθήσεται δὴ οὕτως· ἔστω σφαῖρα, ἧς µέγιστος κύκλος ὁ ΑΒ∆Ε καὶ διάµετρος ἡ ΑΒ, ὁ δὲ 
δοθεὶς λόγος ὁ τῆς Ζ πρὸς Η, καὶ τετµήσθω ἡ ΑΒ κατὰ τὸ Γ, ὥστε εἶναι, ὡς τὴν ΑΓ πρὸς ΒΓ, 
οὕτως τὴν Ζ πρὸς Η, καὶ διὰ τοῦ Γ ἐπιπέδῳ τετµήσθω ἡ σφαῖρα πρὸς ὀρθὰς τῇ ΑΒ εὐθείᾳ, καὶ 
ἔστω κοινὴ τοµὴ ἡ ∆Ε, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ Α∆, ∆Β, καὶ ἐκκείσθωσαν δύο κύκλοι οἱ Θ, Κ, ὁ 
µὲν Θ ἴσην ἔχων τὴν ἐκ τοῦ κέντρου τῇ Α∆, ὁ δὲ Κ τὴν ἐκ τοῦ κέντρου ἴσην ἔχων τῇ ∆Β· ἔστιν 
ἄρα ὁ µὲν Θ κύκλος ἴσος τῇ ἐπιφανείᾳ τοῦ ∆ΑΕ τµήµατος, ὁ δὲ Κ τοῦ ∆ΒΕ τµήµατος· τοῦτο γὰρ 
προδέδεικται ἐν τῷ πρώτῳ βιβλίῳ. Καὶ ἐπεὶ ὀρθή ἐστιν ἡ ὑπὸ Α∆Β καὶ κάθετος ἡ Γ∆, ἔστιν, ὡς 
ἡ ΑΓ πρὸς ΓΒ, τουτέστιν ἡ Ζ πρὸς Η, τὸ ἀπὸ Α∆ πρὸς τὸ ἀπὸ ∆Β, τουτέστι τὸ ἀπὸ τῆς ἐκ τοῦ 
κέντρου τοῦ Θ κύκλου πρὸς τὸ ἀπὸ τῆς ἐκ τοῦ κέντρου τοῦ Κ κύκλου, τουτέστιν ὁ Θ κύκλος 
πρὸς τὸν Κ κύκλον, τουτέστιν ἡ ἐπιφάνεια τοῦ ∆ΑΕ τµήµατος πρὸς τὴν ἐπιφάνειαν τοῦ ∆ΒΕ 
τµήµατος τῆς σφαίρας.  
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και έστω µέγιστος κύκλος της σφαίρας ο Α∆ΒΕ,  

διάµετρος δε αυτού η ΑΒ και ας έχει αχθεί το προς την ΑΒ κάθετο επίπεδο  

και ας σχηµατίσει µε το επίπεδο του µεγίστου κύκλου Α∆ΒΕ τοµή την ∆Ε  

και ας αχθούν οι Α∆, Β∆.  
 

β) Βεβαιωτικό µέρος: 

Επειδή λοιπόν είναι [δοθείς] ο λόγος της επιφάνειας του σφαιρικού τµήµατος 

∆ΑΕ προς την επιφάνεια του τµήµατος ∆ΒΕ [από το πρόβληµα],  

αλλά µε την επιφάνεια του τµήµατος ∆ΑΕ είναι ίσος ο κύκλος, του οποίου η α-

κτίνα είναι ίση µε την Α∆ [Περί σφαιρ. Α΄, 43],  

προς δε την επιφάνεια του τµήµατος ∆ΒΕ είναι ίσος ο κύκλος, του οποίου η α-

κτίνα είναι ίση προς τη ∆Β [Περί σφαιρ. Α΄, 42],  

όπως δε είναι οι κύκλοι που ειπώθηκαν, µεταξύ τους, έτσι είναι το [τετράγωνο] 

της Α∆ προς το [τετράγωνο] της ∆Β [Στοιχ. ΧΙΙ, 2],  

δηλαδή, η ΑΓ προς την ΓΒ [από µετρικές σχέσεις (Στοιχ. VI, 8) ξέρω Α∆2 = 

ΑΒ·ΑΓ (το τετράγωνο της κάθετης πλευράς ορθογωνίου τριγώνου ισούται µε το γι-

νόµενο της υποτείνουσας επί την προβολή του σε αυτή) και ∆Β2 =ΑΒ·ΓΒ, άρα διαι-

ρώντας κατά µέλη παίρνουµε το λόγο Α∆2:∆Β2=ΑΓ:ΓΒ] 

άρα ο λόγος της ΑΓ προς τη ΓΒ είναι «δοθείς» [και ίσος µε το λόγο των επιφα-

νειών που είναι «δοθείς» από το πρόβληµα, ] 

ώστε είναι «δοθέν» το σηµείο Γ [από ∆εδοµ. 7].  

Και η ∆Ε είναι κάθετη προς την ΑΒ [στο Γ]· 

Άρα είναι [δοθέν] ως προς τη θέση, το επίπεδο που διέρχεται δια της ∆Ε.  
 

Σύνθεση 

α) Κατασκευή:  

Θα συντεθεί λοιπόν το πρόβληµα έτσι· έστω σφαίρα της οποίας µέγιστος κύκλος 

είναι ο ΑΒ∆Ε και διάµετρος η ΑΒ και ο δοθείς λόγος [είναι ο λόγος] της Ζ προς την 

Η και ας τµηθεί η ΑΒ κατά το σηµείο Γ, ώστε να είναι η ΑΓ προς τη ΒΓ όπως είναι 

η Ζ προς την Η [ΑΓ:ΒΓ = Ζ:Η] και ας τµηθεί η σφαίρα δι’ επιπέδου που περνάει από 

το Γ και είναι κάθετο στην ευθεία ΑΒ και έστω κοινή τοµή [επιπέδου και µεγίστου 

κύκλου] η ∆Ε και ας αχθούν οι Α∆, ∆Β και ας ληφθούν δύο κύκλοι οι Θ, Κ, ο µεν Θ 

που έχει ακτίνα ίση µε την Α∆, ο δε Κ που έχει ακτίνα ίση µε τη ∆Β· 
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β) Απόδειξη:  

Είναι άρα ο µεν κύκλος Θ ίσος µε την επιφάνεια του ∆ΑΕ τµήµατος [Περί 

σφαιρ. Α΄, 43], ο δε Κ προς την επιφάνεια του ∆ΒΕ τµήµατος [Περί σφαιρ. Α΄, 42]· 

διότι τούτο έχει αποδειχθεί προηγουµένως εις το πρώτο βιβλίο. Και επειδή η γωνία 

Α∆Β είναι ορθή [Στοιχ. ΙΙΙ, 31] και η Γ∆ είναι κάθετη [στην ΑΒ] είναι όπως η ΑΓ 

προς τη ΓΒ, δηλαδή η Ζ προς την Η, το τετράγωνο της Α∆ προς το τετράγωνο της 

∆Β, δηλαδή το τετράγωνο της ακτίνας του κύκλου Θ προς το τετράγωνο της ακτίνας 

του κύκλου Κ, δηλαδή ο κύκλος Θ προς τον κύκλο Κ [Στοιχ. ΧΙΙ, 2] δηλαδή η επι-

φάνεια του σφαιρικού τµήµατος ∆ΑΕ προς την επιφάνεια του σφαιρικού τµήµατος 

∆ΒΕ. 
  
Τα προβλήµατα του έργου Περί σφαίρας και Κυλίνδρου Β΄, αναφέρονται σε 

σφαιρικά χωρία. Για την επίλυσή τους χρησιµοποιούνται προτάσεις, οι οποίες έχουν 

ήδη αποδειχθεί στο Περί σφαίρας και κυλίνδρου Α΄. Προκειµένου να διευκολύνουµε 

τη συζήτηση της ανάλυσης του προβλήµατος που προηγήθηκε, θεωρούµε σκόπιµο 

να κάνουµε µια παρέκβαση για να παραθέσουµε δύο από τις προτάσεις που εµφανί-

ζονται και χρησιµοποιούνται σε αυτό. Συγκεκριµένα τις προτάσεις 42 και 43 αντί-

στοιχα: 

(42): Η επιφάνεια παντός τµήµατος σφαίρας που είναι µικρότερο του ηµισφαιρί-

ου, είναι ίση µε κύκλο, του οποίου η ακτίνα είναι ίση µε την ευθεία που άγεται 

από την κορυφή του τµήµατος µέχρι την περιφέρεια του κύκλου, ο οποίος είναι 

βάση του σφαιρικού τµήµατος … (43): Και αν το τµήµα είναι µεγαλύτερο του η-

µισφαιρίου, η επιφάνεια αυτού είναι οµοίως ίση µε κύκλο, του οποίου η ακτίνα 

είναι ίση µε την ευθεία που άγεται από την κορυφή προς την περιφέρεια του κύ-

κλου, ο οποίος είναι βάση του τµήµατος. 
 

Ανάπτυξη του υποθετικού µέρους της ανάλυσης. Το µέρος αυτό της ανάλυ-

σης, όπως εµείς το διακρίνουµε από το ακόλουθο βεβαιωτικό µέρος και το ερµηνεύ-

ουµε, είναι αρκετά περιορισµένο, ίσως επειδή το πρόβληµα είναι σχετικά απλό για 

τον Αρχιµήδη12. Κάτι ανάλογο παρατηρούν και οι Berggren & Van Brummelen 

                                           
12  Αυτό δεν συµβαίνει µε όλα τα υποθετικά µέρη των προβληµάτων στα οποία εφαρµόζει τη 

µέθοδο της ανάλυσης ο Αρχιµήδης. Συγκεκριµένα, στο επόµενο παράδειγµα προβληµατικής 
ανάλυσης που θα παρουσιάσουµε, το υποθετικό µέρος της ανάλυσης έχει µεγαλύτερη έκταση 
και τα βήµατά του είναι περισσότερο φανερά. 
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(2000, 12), όταν αναφέρουν ότι σε απλούστερες περιπτώσεις το υποθετικό µέρος της 

ανάλυσης µπορεί να µην είναι καν αναγκαίο. Επίσης, το υποθετικό µέρος της πα-

ρούσας ανάλυσης, παρόλο που αρχίζει µε τη λήψη του ζητουµένου, στη συνέχεια 

δεν παρουσιάζει την µορφή που µας είναι γνωστή από τον Πάππο, αλλά περισσότερο 

µοιάζει µε «νοητική κατασκευή» που δεν περιλαµβάνει δικαιολογήσεις για το πέρα-

σµα από το ένα βήµα στο άλλο, είναι όµως προφανές ότι δεν γίνεται στην τύχη αλλά 

πίσω της υπάρχει µια νοητική επεξεργασία, που ακόµη δεν ανακοινώνεται. Με άλλα 

λόγια, δεν αναπτύσσεται κάπως περισσότερο προκειµένου να γίνει εµφανής η στό-

χευσή της που σύµφωνα µε τις περιγραφές του Πάππου θα έπρεπε να είναι το «οµο-

λογούµενον». Η σχέση την οποία ο Πάππος θα ονόµαζε «οµολογούµενον», αν υπήρ-

χε εδώ, θα ήταν περίπου η εξής: ο λόγος των σφαιρικών χωρίων ισούται µε το λόγο 

των τµηµάτων που χωρίζει το κάθετο επίπεδο στη διάµετρο του µεγίστου κύκλου 

(∆ΑΕ):(∆ΒΕ) = ΑΓ:ΒΓ πράγµα που εξασφαλίζει τη θέση του Γ πάνω στη διάµετρο. 

Η σχέση αυτή δεν εµφανίζεται λεκτικά στο κείµενο αλλά θα µπορούσε να την αντι-

ληφθεί κανείς και να τη συµπληρώσει, εν µέρει από τη «νοητική – υποθετική κατα-

σκευή» του καθέτου επιπέδου στη διάµετρο του µέγιστου κύκλου αλλά κυρίως από 

την υποθετική κατασκευή των Α∆ και ∆Β, που όπως γίνεται φανερό από το βεβαιω-

τικό µέρος που ακολουθεί, οδηγούν τη νόηση του γεωµέτρη – ερευνητή προς τις ε-

πιφάνειες των κύκλων που τις έχουν ακτίνες και στη συνέχεια προς το λόγο των τε-

τραγώνων τους που ισούται µε τη σειρά του µε το λόγο των τµηµάτων της διαµέ-

τρου. Η γνώση των προτάσεων που απαιτούνται, προκειµένου να συλλάβει ο γεωµέ-

τρης-ερευνητής αυτά τα υποθετικά βήµατα, είναι δεδοµένη και ίσως ο Αρχιµήδης 

θεωρεί περιττό το να γίνει περισσότερο αναλυτικός. Τέλος, όλη αυτή η νοητική κα-

τασκευή έχει υποθετικό χαρακτήρα, όπως οι αντίστοιχες του Πάππου, γιατί γίνεται 

υπό την αίρεση ότι έχει ληφθεί το ζητούµενο.  

 

Ανάπτυξη του βεβαιωτικού µέρους της ανάλυσης. Από τη στιγµή που στο υ-

ποθετικό µέρος της ανάλυσης, ο Αρχιµήδης συνέλαβε τη σκέψη που φανέρωσε στο 

υποθετικό σχήµα του, ότι δηλαδή, ο προσδιορισµός του λόγου των τµηµάτων της 

διαµέτρου του µεγίστου κύκλου ή αλλιώς του σηµείου που τη χωρίζει στο συγκεκρι-

µένο λόγο, είναι µια σχέση13 από την οποία µπορεί να αρχίσει το βεβαιωτικό µέρος, 

                                           
13  Το «οµολογούµενον» σύµφωνα µε την ορολογία του Πάππου. 
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επόµενο βήµα του είναι να εξασφαλίσει γι’ αυτήν τον βεβαιωτικό της χαρακτήρα –

τη δυνητική αναγκαιότητα. Αυτό το κάνει µε τη βοήθεια της ορολογίας των «δοθέ-

ντων» – «δεδοµένων». Το πρώτο κοµµάτι λοιπόν του βεβαιωτικού µέρους της ανά-

λυσης θα το αφιερώσει (όπως κάνει και ο Πάππος) για να βεβαιώσει στον εαυτό του 

(λόγον ἑαυτῷ διδόναι) ότι ο λόγος του ΑΓ προς την ΓΒ είναι «δοθείς». 

Αρχίζει παραγωγικά τώρα ο Αρχιµήδης, λέγοντας ότι αφού λοιπόν είναι «δο-

θείς» από το πρόβληµα, ο λόγος της επιφάνειας του σφαιρικού τµήµατος ∆ΑΕ προς 

την επιφάνεια του τµήµατος ∆ΒΕ, αλλά γνωρίζοντας επίσης από την πρόταση Α΄ 43 

ότι µε την επιφάνεια του τµήµατος ∆ΑΕ είναι ίσος ο κύκλος, του οποίου η ακτίνα 

είναι ίση µε την Α∆, και από την πρόταση Α΄ 42 ότι µε την επιφάνεια του τµήµατος 

∆ΒΕ είναι ίσος ο κύκλος, του οποίου η ακτίνα είναι ίση προς τη ∆Β, όπως και από 

την πρόταση των Στοιχείων ΧΙΙ, 2, ότι ο λόγος των κύκλων που αναφέρθηκαν ισού-

ται µε το λόγο των τετραγώνων των ακτίνων τους, συµπεραίνει (από Στοιχ. VI, 8), 

ότι ο λόγος των τετραγώνων των ακτίνων των κύκλων είναι η ΑΓ προς την ΓΒ.14 

Άρα έχει δοθεί τελικά ο λόγος, για τον οποίο ο λόγος της ΑΓ προς την ΓΒ έχει πλέον 

«δυνητική» αναγκαιότητα, άρα είναι «δοθείς».  

Κατά συνέπεια είναι «δοθέν» το σηµείο Γ (από ∆εδοµ. 7), µε άλλα λόγια, και η 

θέση του Γ προκύπτει από τα προηγούµενα µε δυνητική αναγκαιότητα ή αλλιώς έχει 

δοθεί ο λόγος για τη θέση του Γ.  

Και η ∆Ε είναι κάθετη προς την ΑΒ στο Γ, δηλαδή υπάρχει και η δυνητική ανα-

γκαιότητα της καθετότητας της ∆Ε στην ΑΒ, η οποία µαζί µε τη δυνητική αναγκαιό-

τητα της θέσης του Γ που προηγήθηκε παράγουν τη δυνητική αναγκαιότητα του επι-

πέδου που περνά από τη ∆Ε ή αλλιώς έχει δοθεί ο λόγος για τη θέση του επιπέδου. 

Άρα, βάσει των προηγουµένων είναι υποθετικά αναγκαίο («δεδοµένον») ως 

προς τη θέση και το επίπεδο που διέρχεται δια της ∆Ε.  

Βλέπουµε δηλαδή τελικά, ότι ο τρόπος µε τον οποίο ο Αρχιµήδης στην ανάλυση, 

αρχικά υποθέτει και στη συνέχεια βεβαιώνεται για το κατά πόσο µπορεί να λυθεί το 

πρόβληµα µέσα από τη συγκεκριµένη πορεία, πριν αυτή παρουσιαστεί στους άλλους 

µέσα από τη σύνθεση, είναι ουσιαστικά ο ίδιος µε αυτόν που µελετήσαµε και πα-

                                           
14  Γιατί από τις µετρικές σχέσεις στο ορθογώνιο (Στοιχ. VI, 8) γνωρίζουµε ότι Α∆2 = ΑΒ·ΑΓ 

(τετράγωνο κάθετης πλευράς ορθογωνίου τριγώνου ισούται µε το γινόµενο της υποτείνουσας 
επί την προβολή του σε αυτή) και ∆Β2 =ΑΒ·ΓΒ, άρα διαιρώντας κατά µέλη παίρνουµε το λόγο 
Α∆2: ∆Β2=ΑΓ:∆Β. 
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ρουσιάσαµε στον Πάππο. Μπορεί το µέγεθος ή η διεξοδικότητα των βηµάτων του 

υποθετικού ή του βεβαιωτικού µέρους να διαφέρουν από τον ένα ερευνητή στον άλ-

λο, η σειρά όµως είναι η ίδια, όπως και η αναγκαιότητα της ύπαρξης των δύο µερών, 

η ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµένων» επίσης καθώς και τα εργαλεία (οι έτοιµες 

νοητικές πορείες όπως είναι τα ∆εδοµένα ή άλλα «δεδοµένα») που χρησιµοποιούν.  

 

Το τέταρτο πρόβληµα του Περί σφαίρας και κυλίνδρου Β΄, δεν θα λέγαµε ότι εί-

ναι ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα ανάλυσης, τουλάχιστον µε τον τρόπο που την 

περιγράφει αλλά και την ασκεί στην πράξη ο Πάππος. Μια πρώτη ανάγνωση της α-

νάλυσης του τέταρτου προβλήµατος, δείχνει ότι αλλάζει τουλάχιστον ο τρόπος της 

διατύπωσης, αφού εξαρχής πραγµατεύεται «δοθέντα» αντικείµενα. Επίσης, δεν εί-

µαστε σε θέση να διακρίνουµε δύο µέρη (υποθετικό – βεβαιωτικό) σε αυτήν την α-

νάλυση αλλά µάλλον µια προσπάθεια να αναχθεί το πρόβληµα σε κάποιο άλλο («α-

παγωγή»), του οποίου την ανάλυση ο Αρχιµήδης, αν και υπόσχεται ότι θα παραθέσει 

στο τέλος της πρότασης, δεν περιλαµβάνει στο κείµενο που φτάνει στις µέρες µας 

(Σταµάτης, 1970, τόµ. Α΄, µέρος Β, 184). Την ανάλυση όµως αυτού του προβλήµα-

τος, όπως την έκανε ο Αρχιµήδης, ισχυρίζεται ότι αποκατέστησε και παραθέτει ο 

Ευτόκιος (6ος µ.Χ. αι.) στα σχόλια του για το έργο Περί σφαίρας και κυλίνδρου του 

Αρχιµήδη (Σταµάτης, 1970, τόµ. Α΄, µέρος Α, 66 και TLG, 132, 19 – 136, 14). Σε 

αυτή την ανάλυση που έφτασε σε εµάς διαµέσου του Ευτόκιου, αν δεχθούµε ότι εί-

ναι του Αρχιµήδη, µπορούµε να διακρίνουµε το υποθετικό από το βεβαιωτικό µέρος 

που είναι διατυπωµένο µε την ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον». Επειδή όµως αφε-

νός δεν είµαστε βέβαιοι ότι η ανάλυση αυτή ανήκει στον Αρχιµήδη και αφετέρου 

όπως είπαµε το 4ο πρόβληµα δεν αποτελεί χαρακτηριστικό παράδειγµα ανάλυσης, 

δεν θα ασχοληθούµε περισσότερο µε αυτό.  

Ένα ακόµη αντιπροσωπευτικό παράδειγµα προβληµατικής γεωµετρικής ανάλυ-

σης από τον Αρχιµήδη, είναι η έκτη πρόταση του ίδιου βιβλίου, της οποίας θα πα-

ρουσιάσουµε την ανάλυση και τη σύνθεση αλλά θα σχολιάσουµε µόνο την ανάλυση 

και ειδικότερα το βεβαιωτικό µέρος, που ενδιαφέρει περισσότερο την εργασία µας.  
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Περί σφαίρας και κυλίνδρου Β΄, 6ο πρόβληµα 15 

 

∆οθέντων δύο σφαιρικών τµηµάτων, είτε της ίδιας σφαίρας είτε όχι, να βρεθεί σφαι-

ρικό τµήµα, το οποίο να είναι µε ένα µεν των δοθέντων όµοιο, η επιφάνειά του δε να 

είναι ίση µε την επιφάνεια του άλλου τµήµατος. 

 

                                           
15  Αρχιµήδης, Περί σφαίρας και κυλίνδρου B΄ (TLG 1.118.12-120.23):  

∆ύο δοθέντων σφαίρας τµηµάτων εἴτε τῆς αὐτῆς εἴτε µὴ εὑρεῖν τµῆµα σφαίρας, ὃ ἔσται ἑνὶ µὲν 
τῶν δοθέντων ὅµοιον, τὴν δὲ ἐπιφάνειαν ἕξει ἴσην τῇ τοῦ ἑτέρου τµήµατος ἐπιφανείᾳ.  
 
Ἔστω τὰ δοθέντα τµήµατα σφαιρικὰ κατὰ τὰς ΑΒΓ, ∆ΕΖ περιφερείας, καὶ ἔστω, ᾧ µὲν δεῖ 
ὅµοιον εὑρεῖν, τὸ κατὰ τὴν ΑΒΓ περιφέρειαν, οὗ δὲ τὴν ἐπιφάνειαν ἴσην ἔχειν τῇ ἐπιφανείᾳ, τὸ 
κατὰ τὴν ∆ΕΖ. 1.119 Καὶ γεγενήσθω, καὶ ἔστω τὸ ΚΛΜ τµῆµα τῆς σφαίρας τῷ µὲν ΑΒΓ τµήµατι 
ὅµοιον, τὴν δὲ ἐπιφάνειαν ἴσην ἐχέτω τῇ τοῦ ∆ΕΖ τµήµατος ἐπιφανείᾳ, καὶ νοείσθω τὰ κέντρα 
τῶν σφαιρῶν, καὶ δι᾽ αὐτῶν ἐπίπεδα ἐκβεβλήσθω ὀρθὰ πρὸς τὰς τῶν τµηµάτων βάσεις, καὶ ἐν 
µὲν ταῖς σφαίραις τοµαὶ ἔστωσαν οἱ ΚΛΜΝ, ΒΑΓΘ, ΕΖΗ∆ µέγιστοι κύκλοι, ἐν δὲ ταῖς βάσεσι 
τῶν τµηµάτων αἱ ΚΜ, ΑΓ, ∆Ζ εὐθεῖαι, διάµετροι δὲ τῶν σφαιρῶν πρὸς ὀρθὰς οὖσαι ταῖς ΚΜ, 
ΑΓ, ∆Ζ ἔστωσαν αἱ ΛΝ, ΒΘ, ΕΗ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΛΜ, ΒΓ, ΕΖ. Καὶ ἐπεὶ ἴση ἐστὶν ἡ τοῦ 
ΚΛΜ τµήµατος τῆς σφαίρας ἐπιφάνεια τῇ τοῦ ∆ΕΖ τµήµατος ἐπιφανείᾳ, ἴσος ἄρα ἐστὶν καὶ ὁ 
κύκλος, οὗ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου ἴση ἐστὶ τῇ ΛΜ, τῷ κύκλῳ, οὗ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου ἴση ἐστὶ τῇ ΕΖ [αἱ 
γὰρ ἐπιφάνειαι τῶν εἰρηµένων τµηµάτων ἴσαι ἐδείχθησαν κύκλοις, ὧν αἱ ἐκ τῶν κέντρων ἴσαι 
εἰσὶν ταῖς ἀπὸ τῶν κορυφῶν τῶν τµηµάτων ἐπὶ τὰς βάσεις ἐπιζευγνυούσαις]· ὥστε καὶ ἡ ΜΑ 
τῇ ΕΖ ἴση ἐστίν. Ἐπεὶ δὲ ὅµοιόν ἐστι τὸ ΚΛΜ τῷ ΑΒΓ τµήµατι, ἔστιν, ὡς ἡ ΛΡ πρὸς ΡΝ, ἡ ΒΠ 
πρὸς ΠΘ· καὶ ἀνάπαλιν καὶ συνθέντι, ὡς ἡ ΝΛ πρὸς ΛΡ, οὕτως ἡ ΘΒ πρὸς ΒΠ. Ἀλλὰ καί, ὡς ἡ 
ΡΛ πρὸς ΛΜ, οὕτως ἡ ΒΠ πρὸς ΓΒ [ὅµοια γὰρ τὰ τρίγωνα]· ὡς ἄρα ἡ ΝΛ πρὸς ΛΜ, τουτέστι 
πρὸς ΕΖ, οὕτως ἡ ΘΒ πρὸς ΒΓ. Καὶ ἐναλλάξ· λόγος δὲ τῆς ΕΖ πρὸς ΒΓ δοθείς· δοθεῖσα γὰρ 
ἑκατέρα· λόγος ἄρα καὶ τῆς ΛΝ πρὸς ΒΘ δοθείς. Καί ἐστι δοθεῖσα ἡ ΒΘ· δοθεῖσα ἄρα καὶ ἡ 
ΛΝ· ὥστε ἄρα καὶ ἡ σφαῖρα δοθεῖσά ἐστιν.  
 
Συντεθήσεται δὴ οὕτως· ἔστω τὰ δοθέντα δύο τµήµατα σφαίρας τὰ ΑΒΓ, ∆ΕΖ, τὸ µὲν ΑΒΓ, ᾧ δεῖ 
ὅµοιον, τὸ δὲ 1.120 ∆ΕΖ, οὗ τὴν ἐπιφάνειαν ἴσην ἔχειν τῇ ἐπιφανείᾳ, καὶ τὰ αὐτὰ κατεσκευάσθω 
τοῖς ἐπὶ τῆς ἀναλύσεως, καὶ πεποιή σθω, ὡς [µὲν] ἡ ΒΓ πρὸς ΕΖ, οὕτως ἡ ΒΘ πρὸς ΛΝ, καὶ 
περὶ διάµετρον τὴν ΛΝ κύκλος γεγράφθω, καὶ νοείσθω σφαῖρα, ἧς µέγιστος ἔστω κύκλος ὁ 
ΛΚΝΜ, καὶ τετµήσθω ἡ ΝΛ κατὰ τὸ Ρ, ὥστε εἶναι, ὡς τὴν ΘΠ πρὸς ΠΒ, τὴν ΝΡ πρὸς ΡΛ, καὶ 
διὰ τοῦ Ρ ἐπιπέδῳ τετµήσθω ἡ ἐπιφάνεια ὀρθῷ πρὸς τὴν ΛΝ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΛΜ· ὅµοια ἄρα 
ἐστὶν τὰ ἐπὶ τῶν ΚΜ, ΑΓ εὐθειῶν τῶν κύκλων τµήµατα· ὥστε καὶ τὰ τµήµατα τῶν σφαιρῶν 
ἐστιν ὅµοια. Καὶ ἐπεί ἐστιν, ὡς ἡ ΘΒ πρὸς ΒΠ, οὕτως ἡ ΝΛ πρὸς ΛΡ· καὶ γὰρ τὰ κατὰ 
διαίρεσιν· ἀλλὰ καί, ὡς ἡ ΠΒ πρὸς ΒΓ, οὕτως ἡ ΡΛ πρὸς ΛΜ, καὶ ὡς ἄρα ἡ ΘΒ πρὸς ΝΛ, ἡ ΒΓ 
πρὸς ΛΜ. ῏Ην δὲ καί, ὣς ἡ ΘΒ πρὸς ΛΝ, ἡ ΒΓ πρὸς ΕΖ· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ ΕΖ τῇ ΛΜ· ὥστε καὶ ὁ 
κύκλος, οὗ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου ἐστὶν ἡ ΕΖ, ἴσος ἐστὶ τῷ κύκλῳ, οὗ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου ἴση 1.120.23 
ἐστὶ τῇ ΛΜ. Καὶ ὁ µὲν τὴν ἐκ τοῦ κέντρου ἔχων τὴν ΕΖ κύκλος ἴσος ἐστὶ τῇ ἐπιφανείᾳ τοῦ ∆ΕΖ 
τµήµατος, ὁ δὲ κύκλος, οὗ ἡ ἐκ τοῦ κέντρου ἴση ἐστὶ τῇ ΛΜ, ἴσος ἐστὶ ἐπιφανείᾳ τῇ τοῦ ΚΛΜ 
τµήµατος· τοῦτο γὰρ ἐν τῷ πρώτῳ δέδεικται· ἴση ἄρα καὶ ἡ ἐπιφάνεια τοῦ ΚΛΜ τµή µατος τῇ 
ἐπιφανείᾳ τοῦ ∆ΕΖ τµήµατος τῆς σφαίρας. Καί ἐστιν ὅµοιον τὸ ΚΛΜ τῷ ΑΒΓ. 
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Ανάλυση 

α) Υποθετικό µέρος:  

Έστω τα «δοθέντα» σφαιρικά τµήµατα κατά τα τόξα ΑΒΓ, ∆ΕΖ και έστω εκείνο 

µεν προς το οποίο πρέπει να βρεθεί όµοιο [το σφαιρικό τµήµα] το κατά το τόξο ΑΒΓ 

και του οποίου η επιφάνεια να είναι ίση µε την επιφάνεια [του σφαιρικού τµήµατος] 

κατά το τόξο ∆ΕΖ. 

Και έστω ότι έχει γίνει,  

και έστω το σφαιρικό τµήµα ΚΛΜ όµοιο µεν στο τµήµα ΑΒΓ, ας έχει δε την ε-

πιφάνεια του ίση µε την επιφάνεια του ∆ΕΖ και  

ας νοηθούν16 τα κέντρα των σφαιρών και δι’ αυτών ας αχθούν επίπεδα κάθετα 

προς τις βάσεις των τµηµάτων και ας είναι στις µεν σφαίρες τοµές οι µέγιστοι κύ-

κλοι, στις δε βάσεις των τµηµάτων οι ευθείες ΚΜ, ΑΓ, ∆Ζ,  

διάµετροι δε των σφαιρών κάθετες προς τις ΚΜ, ΑΓ, ∆Ζ, ας είναι οι ΛΝ, ΒΘ, 

ΕΗ και ας αχθούν οι ΛΜ, ΒΓ, ΕΖ. 

Και αφού είναι ίση η επιφάνεια του σφαιρικού τµήµατος ΚΛΜ µε την επιφάνεια 

του τµήµατος ∆ΕΖ, είναι ίσος άρα και ο κύκλος, του οποίου η ακτίνα είναι ίση µε τη 

ΛΜ, µε τον κύκλο του οποίου η ακτίνα είναι ίση µε την ΕΖ (γιατί οι επιφάνειες των 

τµηµάτων που ειπώθηκαν δείχθηκαν ίσες µε κύκλους των οποίων οι ακτίνες είναι 

ίσες µε τις ευθείες που άγονται από τις κορυφές των τµηµάτων προς τις βάσεις) [Πε-

ρί σφαίρας και κυλίνδρου Α’, 42-43]· 

ώστε και η ΜΛ είναι ίση προς την ΕΖ [Στοιχ. ΧΙΙ, 2]. 

                                           
16  Σε αρκετά σηµεία ο Αρχιµήδης ζητά να «νοηθούν» κάποια πράγµατα. Στο σηµείο αυτό, ο ό-
ρος έχει ιδιαίτερη αξία αφού έχουµε υποστηρίξει ότι η ανάλυση αφορά κατεξοχήν τη «νόηση» 
του γεωµέτρη – ερευνητή. 
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Επειδή δε το ΚΛΜ είναι όµοιο µε το ΑΒΓ τµήµα, είναι όπως η ΛΡ:ΡΝ = 

ΒΠ:ΠΘ. 

Και αντιστρέφοντας και προσθέτοντας τους παρονοµαστές στους αριθµητές εί-

ναι ως η ΝΛ:ΛΡ = ΘΒ:ΒΠ [Στοιχ. V, 7 πορ. και V,18]. 

Αλλά και ως η ΡΛ:ΛΜ = ΒΠ:ΓΒ (διότι τα τρίγωνα είναι όµοια)· 

ως άρα είναι η ΝΛ:ΛΜ, δηλαδή ΝΛ:ΕΖ έτσι είναι η ΘΒ:ΒΓ [Στοιχ. V, 22, προ-

κύπτει αντιστρέφοντας τη δεύτερη από τις προηγούµενες και διαιρώντας κατά µέλη]. 

Και εναλλάξ [Στοιχ. V, 16 δηλ. ΕΖ:ΒΓ = ΝΛ:ΘΒ. Αυτή η τελευταία σχέση φαί-

νεται να είναι επαρκής για τον Αρχιµήδη, προκειµένου να ξεκινήσει από αυτή τη 

λύση του προβλήµατος, αυτό δηλαδή που ο Πάππος θα ονόµαζε «οµολογούµενον».] 
 

β) Βεβαιωτικό µέρος:  

Είναι όµως «δοθείς» ο λόγος της ΕΖ:ΒΓ·  

διότι είναι «δοθείσα» καθεµιά [∆εδοµ. 1]· 

άρα και ο λόγος της ΝΛ προς ΒΘ είναι «δοθείς» [από την ισότητα του «οµολο-

γούµενου»] 

και η ΒΘ είναι «δοθείσα» [ως προς το µέγεθος από το πρόβληµα, αφού η σφαίρα 

στην οποία είναι διάµετρος η ΒΘ είναι «δοθείσα»] 

άρα είναι «δοθείσα» και η ΛΝ [∆εδοµ. 2] 

ώστε είναι «δοθείσα» και η σφαίρα [γιατί είναι «δοθείς» ο µέγιστος κύκλος της 

από ∆εδοµ. ορισµ. 5]. 
 

Σύνθεση 

α) Κατασκευή: Θα συντεθεί λοιπόν έτσι· έστω τα δύο δοθέντα σφαιρικά τµήµα-

τα, τα ΑΒΓ, ∆ΕΖ, το µεν ΑΒΓ προς το οποίο πρέπει [το ζητούµενο να είναι] όµοιο, 

το δε ∆ΕΖ προς του οποίου την επιφάνεια να έχει ίση την επιφάνεια [το ζητούµενο] 

και ας κατασκευαστούν τα ίδια µε αυτά της αναλύσεως και ας γίνει ως (µεν) η 

ΒΓ:ΕΖ = ΒΘ:ΛΝ [κατασκευή 4ης αναλόγου, δηλαδή της ΛΝ] και ας γραφεί κύκλος 

περί διάµετρο την ΛΝ και ας νοηθεί σφαίρα της οποίας µέγιστος κύκλος έστω ο 

ΛΚΝΜ, και ας τµηθεί η ΝΛ κατά το σηµείο Ρ, ώστε να είναι ως ΘΠ : ΠΒ = ΝΡ : ΡΛ 

[Ευκλ. VI, 10] και δια του Ρ ας τµηθεί η επιφάνεια δια [επιπέδου] καθέτου προς τη 

ΛΝ και ας αχθεί η ΛΜ· 
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β) Απόδειξη: είναι άρα όµοια τα κυκλικά τµήµατα επί των ευθειών ΚΜ και ΑΓ· 

ώστε και τα σφαιρικά τµήµατα είναι όµοια. Και επειδή είναι, όπως η ΘΒ:ΒΠ = 

ΝΛ:ΛΡ διότι έτσι λαµβάνεται δια διαιρέσεως· αλλά και όπως η ΠΒ:ΒΓ = ΡΛ:ΛΜ, 

και άρα όπως η ΘΒ:ΝΛ = ΒΓ:ΛΜ [Στοιχ. V, 9]. Ήταν δε και ως η ΘΒ:ΛΝ = ΒΓ:ΕΖ· 

είναι άρα ίση η ΕΖ µε τη ΛΜ· ώστε και ο κύκλος του οποίου η ακτίνα είναι ίση µε 

την ΕΖ είναι ίσος µε τον κύκλο του οποίου η ακτίνα είναι η ΛΜ. Και ο µεν κύκλος 

ακτίνας ΕΖ είναι ίσος µε την επιφάνεια του τµήµατος ∆ΕΖ, ο δε κύκλος, του οποίου 

η ακτίνα είναι ίση µε τη ΛΜ, είναι ίσος µε την επιφάνεια του τµήµατος ΚΛΜ· διότι 

τούτο έχει αποδειχθεί στο πρώτο βιβλίο [Περί σφαίρας και κυλίνδρου Α’, 42-43]· εί-

ναι άρα και η επιφάνεια του τµήµατος ΚΛΜ ίση προς την επιφάνεια του τµήµατος 

της σφαίρας ∆ΕΖ. Και είναι όµοιο το ΚΛΜ µε το ΑΒΓ.  

 

Ανάπτυξη του βεβαιωτικού µέρους της ανάλυσης. Παρατηρούµε ότι το βε-

βαιωτικό µέρος της ανάλυσης σε αυτό το πρόβληµα, είναι αρκετά περιορισµένο και 

σταµατάει αφού επιτευχθεί η δυνητική αναγκαιότητα της σφαίρας, ενώ θα µπορούσε 

να συνεχίσει παίρνοντας το µέγιστο κύκλο αυτής που έχει διάµετρο τη ΛΝ και να 

την χωρίσει σε σηµείο Ρ, σε λόγο που θα πάρει από το όµοιο σφαιρικό τµήµα µε ένα 

επίπεδο κάθετο προς τη ΛΝ. Πράγµατα για τα οποία όµως έχει διαχειριστεί ήδη και 

δείξει την «δυνητική» τους αναγκαιότητα στο πρόβληµα 3 που προηγήθηκε, έτσι, ο 

Αρχιµήδης µάλλον θεωρεί ότι δεν χρειάζεται να επαναληφθούν, αφού έχουν υπάρξει 

ως µέρος ανάλυσης που έχει προηγηθεί. Άλλωστε τα «υλοποιεί» και τα δικαιολογεί 

επαρκώς στη σύνθεση που ακολουθεί . Το γεγονός ότι µε το βεβαιωτικό µέρος της 

ανάλυσης απαντάει στον εαυτό του και στους άλλους ερευνητές – γεωµέτρες του 

επιτρέπει να σταµατήσει εδώ. Το σηµαντικό είναι, ότι και σε αυτό το πρόβληµα, ο 

Αρχιµήδης κάνει στην ανάλυση τα ίδια βασικά βήµατα που είναι: λήψη του ζητου-

µένου και υποθετικά βήµατα µέχρι κάποιου σηµείου που θεωρεί ικανό για να ξεκι-

νήσει τη λύση του προβλήµατος, στη συνέχεια αφού εξασφαλίσει την «δυνητική» 

αναγκαιότητα του ικανού, προχωρεί προς την «δυνητική» αναγκαιότητα του ζητου-

µένου. Θα λέγαµε απλά ότι ο Αρχιµήδης εµφανίζεται φαίνεται να είναι πιο συνοπτι-

κός στις αναλύσεις του από τον Πάππο. Θα εξετάσουµε παρακάτω αν το ίδιο συµ-

βαίνει και µε τον Απολλώνιο.  
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Συνοψίζοντας µε τον Αρχιµήδη και τον τρόπο µε τον οποίο εφαρµόζει τη µέθοδο 

της γεωµετρικής ανάλυσης, πρέπει να παρατηρήσουµε ότι επιφανειακές διαφορές 

στον τρόπο που γράφει εµφανίζονται ακόµη και ανάµεσα στα ίδια του τα προβλήµα-

τα. Στο πρώτο πρόβληµα, µετά από µια σχετικά πλήρη υποθετική πορεία φτάνει σε 

µια σχέση – αναλογία («οµολογούµενον») την οποία υποθέτει ότι είναι επαρκής για 

να ξεκινήσει τη λύση του προβλήµατος. Έτσι τελειώνει το υποθετικό µέρος της ανά-

λυσης. Το βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης που ακολουθεί αντίστοιχα είναι σηµαντι-

κά περιορισµένο. Σε αυτό χρησιµοποιείται από τον Αρχιµήδη ως «δεδοµένον», η α-

νάλυση του προβλήµατος της εύρεσης των δύο µέσων αναλόγων δύο «δοθέντων» 

ευθυγράµµων τµηµάτων. Κατά συνέπεια, το βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης είναι 

πολύ σύντοµο σε σχέση µε το υποθετικό µέρος που προηγήθηκε. Στο τρίτο πρόβλη-

µα ο Αρχιµήδης αντίθετα, κάνει πολύ µικρό υποθετικό βήµα, το περιεχόµενο του 

οποίου ουσιαστικά φανερώνεται µε το σηµαντικά µεγαλύτερο τώρα βεβαιωτικό βή-

µα. Αυτό ίσως γίνεται, γιατί δεν υπάρχουν στην ουσία µεγάλα νοητικά άλµατα στο 

υποθετικό µέρος όπως τα αντιλαµβάνεται ο Αρχιµήδης αλλά µάλλον µια σχετικά 

απλή υποθετική νοητική βοηθητική κατασκευή και ονοµασία των µερών της. Στο 

έκτο πρόβληµα, όπως και στο πρώτο, έχουµε µεγάλο υποθετικό µέρος και µικρό βε-

βαιωτικό µέρος στην ανάλυση. Το βεβαιωτικό µέρος βεβαιώνει την εύρεση της τε-

τάρτης αναλόγου, που σηµαίνει την «δυνητική» αναγκαιότητα της σφαίρας που ζη-

τάµε αλλά δεν προχωρά στη βεβαίωση ότι ατή η σφαίρα µπορεί να λύσει το πρόβλη-

µα γιατί είναι κάτι που το έχει διαχειριστεί και έχει δείξει την «δυνητική» του ανα-

γκαιότητα στο πρόβληµα 3 που προηγήθηκε. Έτσι, µπορεί να γίνει κατανοητό γιατί 

το βεβαιωτικό µέρος είναι συνοπτικό. 

Καταλήγοντας για την πρακτική του Αρχιµήδη στη γεωµετρική ανάλυση προ-

βληµάτων, θα επαναλάβουµε τη θέση µας ότι αυτή δεν διαφοροποιείται στην ουσία 

της από τη µέθοδο που εφαρµόζει και περιγράφει θεωρητικά ο Πάππος αρκετούς αι-

ώνες αργότερα. Στη συνέχεια θα εξετάσουµε κατά πόσο η µαθηµατική πρακτική του 

Απολλώνιου είναι ίδια µε αυτή που εµφανίζεται να λειτουργεί στον Πάππο και τον 

Αρχιµήδη.  
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7.4.  Απολλώνιος ο Περγαίος 
 

Ο Απολλώνιος (περ. 210 π.Χ.), είναι ο ένας από τους τρεις µαθηµατικούς στους ο-

ποίους αποδίδει τη συγγραφή της ανάλυσης ο Πάππος στη εισαγωγή του 7ου βιβλίου 

της Συναγωγής. Τα έργα του Απολλώνιου που διασώθηκαν είναι δύο. 1ον) Τα Κωνι-

κά, από τα οποία διασώθηκαν τα επτά από τα οκτώ βιβλία. Από αυτά τα τέσσερα 

πρώτα στα Ελληνικά και τα υπόλοιπα τρία σε Αραβική µετάφραση, από την οποία 

στη συνέχεια µεταφράστηκαν στα λατινικά. 2ον) Το Περί λόγου αποτοµής, σε δύο 

βιβλία που διασώθηκαν στα Αραβικά, µεταφράστηκαν στα λατινικά και εκδόθηκαν 

από τον Edmund Halley το 1706. Από τα υπόλοιπα έξι έργα του Απολλώνιου που 

δεν διασώθηκαν, τα πέντε αναφέρονται και σχολιάζονται από τον Πάππο στον Ανα-

λυόµενο και είναι τα: Περί χωρίου αποτοµής, Περί διωρισµένης τοµής, Περί επαφών, 

Επίπεδοι τόποι και Νεύσεις, ενώ ένα ακόµη έργο του, το Περί συγκρίσεως του δωδε-

καέδρου µε το εικοσάεδρον, αναφέρεται από τον Υψικλή στον πρόλογο του λεγόµε-

νου XIV βιβλίου του Ευκλείδη. Επίσης, ο Μαρίνος ο Φιλόσοφος, στην αρχή του υ-

ποµνήµατος του για τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη, αναφέρει ότι ο Απολλώνιος χρησι-

µοποίησε τον όρο «τεταγµένον» για να περιγράψει το «δεδοµένον» στο έργο του 

Περί Νεύσεων και στην Καθόλου Πραγµατεία. Ένα ακόµη, ίσως, έργο του Απολλώ-

νιου που δεν διασώθηκε.  

Από τα έργα που αποδίδονται όµως στον Απολλώνιο, όπως αναφέραµε, διασώ-

θηκαν στα Ελληνικά µόνο τα Κωνικά. Στα Κωνικά, εφαρµόζεται η µέθοδος της ανά-

λυσης σε λίγα µόνο προβλήµατα (44-51) από το δεύτερο βιβλίο, µε τα οποία θα α-

σχοληθούµε παρακάτω. Επίσης, για το Περί λόγου αποτοµής, που αποδίδεται στον 

Απολλώνιο και διασώθηκε στα Αραβικά, ο Panza (1997, 393) αναφέρει ότι αν θεω-

ρήσουµε αξιόπιστη τη µετάφραση του Halley, µπορούµε εύκολα να φτάσουµε στο 

συµπέρασµα, ότι το έργο αυτό αποτελούσε µια γνήσια αναλυτική πραγµατεία όπως 

την εννοεί ο Πάππος. Την ίδια περίπου θέση, σχετικά µε το Περί λόγου αποτοµής, 

έχει διατυπώσει και ο Heath (1921, τόµ. ΙΙ, 218): «Ο Απολλώνιος εφαρµόζει σε όλες 

τις περιπτώσεις την ορθόδοξη µέθοδο της ανάλυσης και της σύνθεσης.» Αλλά και ο 

Πάππος (Συναγωγή VII, 640.6-13), αναφέρει ότι το έργο αυτό περιελάµβανε αναλύ-

σεις και συνθέσεις. Επιπλέον, µπορούµε µόνοι µας εύκολα να παρατηρήσουµε ότι 

και η εκφώνηση της µοναδικής πρότασης, που στις διάφορες εκδοχές της πραγµα-

τεύεται το έργο, διατυπώνεται όπως διασώθηκε από τον Πάππο στα Ελληνικά µε την 
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ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµένων». Ορολογία µε την οποία διατυπώνονται και οι 

εκφωνήσεις σε όλα τα υπόλοιπα έργα του Απολλώνιου, τα οποία περιγράφει ο Πάπ-

πος και δεν έχουν σωθεί. Το γεγονός αυτό, µας κάνει να πιστεύουµε ότι τα έργα του 

Απολλώνιου που χάθηκαν, ήταν επίσης πραγµατείες γραµµένες µε αναλυτικό τρόπο, 

όπως το εννοεί ο Πάππος, τις οποίες αν είχαµε στα χέρια µας σήµερα θα είµαστε σε 

θέση να κατανοήσουµε πολύ καλύτερα τον τρόπο που οι γεωµέτρες της κλασικής 

εποχής αντιλαµβάνονταν και λειτουργούσαν τη µέθοδο της προβληµατικής γεωµε-

τρικής ανάλυσης, και δεν θα είµαστε αναγκασµένοι να προσπαθούµε να βγάλουµε 

νόηµα µόνο µέσα από ψήγµατα εφαρµογής της µεθόδου. Αν και ο Πάππος, φαίνεται 

ότι τελικά είχε δίκιο στο γεγονός ότι ο Απολλώνιος υπήρξε ένας από τους πιο σηµα-

ντικούς συγγραφείς της γεωµετρικής ανάλυσης, εµείς σήµερα θα πρέπει να αρκε-

στούµε στις λίγες περιπτώσεις προβληµατικής γεωµετρικής ανάλυσης που σώζονται 

στο δεύτερο βιβλίο των Κωνικών. 

Συγκεκριµένα, θεωρούµε ότι οι προτάσεις 44-51 του δεύτερου βιβλίου των Κω-

νικών είναι ότι απέµεινε στα Ελληνικά από τη µεγάλη παραγωγή του Απολλώνιου µε 

τη µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης. Τα προβλήµατα αυτά –καθώς και το 52 και 

53– ο Knorr (1986, 314-315), θεωρεί ότι προστέθηκαν από τον Απολλώνιο ως πα-

ράρτηµα στο τέλος του 2ου βιβλίου των Κωνικών, γιατί οι ιδιότητες που πραγµατεύ-

ονται δεν έχουν µεγάλη σχέση µε τις ιδιότητες που πραγµατεύονται οι υπόλοιπες 

προτάσεις του βιβλίου, αλλά µε άλλες ιδιότητες της προ-Απολλώνιας µαθηµατικής 

παραγωγής. Πιθανολογεί επίσης, ότι αυτά τα προβλήµατα πρέπει να υπήρξαν το α-

ποτέλεσµα ενός πρώιµου σταδίου της µελέτης του για τις κωνικές, αφού δεν εφαρ-

µόζονται σε αυτά καθόλου οι αντιλήψεις του Απολλώνιου που θεωρούνται δικές του 

καινοτοµίες. Το γεγονός επίσης που τα διαφοροποιεί από τις υπόλοιπες προτάσεις 

του 2ου βιβλίου των Κωνικών, σύµφωνα µε την άποψη του Knorr, είναι η εµµονή του 

Απολλώνιου στη µέθοδο της ανάλυσης – σύνθεσης που δεν εµφανίζεται σε καµία 

άλλη πρόταση του ίδιου βιβλίου.  

 

7.4.1. Παραδείγµατα προβληµατικής γεωµετρικής ανάλυσης στον Απολλώνιο 
 

Μια πρώτη παρατήρηση που αφορά τις εκφωνήσεις των 44-51 προτάσεων του δεύ-

τερου βιβλίου των Κωνικών, που είναι προβληµατικές αναλύσεις, είναι ότι είναι δια-

τυπωµένες µε τη βοήθεια της ορολογίας «δοθέν» – «δεδοµένον», όπως και κάποια 
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τµήµατα από τις αναλύσεις τους που εµείς υποστηρίζουµε ότι είναι τα βεβαιωτικά 

µέρη τους. Εξαίρεση αποτελεί η πρόταση 48, η οποία αποδεικνύεται µε απαγωγή σε 

άτοπο, ειδική περίπτωση ανάλυσης σύµφωνα µε την τρίτη θεωρητική περιγραφή του 

Πάππου όπως έχουµε αναλύσει στο 6ο κεφάλαιο. Επίσης, στα προβλήµατα 46, 47, 

και 49, το «δεδοµένον» εµφανίζεται ως συνέπεια ενός συλλογισµού ο οποίος έχει 

προηγηθεί, µε τον τρόπο που ήδη έχουµε παρατηρήσει, σε κείµενα του Ευκλείδη (§ 

4.4) και του Πάππου (§ 6.3). Για παράδειγµα, στην πρόταση 46 του δεύτερου βιβλί-

ου των Κωνικών διαβάζουµε ως κατάληξη ενός συλλογισµού που έχει προηγηθεί: 

«δοθὲν ἄρα ἐστὶ τὸ ∆.» Για να συνεχίσει στην επόµενη πρόταση: «διὰ δεδοµένου ἄρα 

τοῦ ∆…». Γεγονός που σηµαίνει ότι υπάρχει κοινό σκεπτικό πίσω από τον τρόπο που 

παράγονται τα «δεδοµένα» ως αποτέλεσµα νοητικού συλλογισµού –όπως έχουµε 

υποστηρίξει– τόσο στον Απολλώνιο όσο και στον Ευκλείδη και τον Πάππο.  

Στη συνέχεια, θα προσπαθήσουµε µελετώντας συγκεκριµένα παραδείγµατα προ-

βληµατικής γεωµετρικής ανάλυσης να δείξουµε ότι ουσιαστικά η δοµή της µεθόδου 

της ανάλυσης που εφαρµόζει ο Απολλώνιος είναι αυτή που κληρονοµεί από τον Ευ-

κλείδη και τον Αρχιµήδη και θα εφαρµόσει αρκετούς αιώνες αργότερα και ο Πάπ-

πος. 

  

Κωνικών Β΄, 47ο πρόβληµα 17  

 

Να βρεθεί ο άξονας της «δοθείσης» υπερβολής ή ελλείψεως. 

Έστω [η δοθείσα] υπερβολή ή έλλειψη η ΑΒΓ· πρέπει λοιπόν να βρεθεί ο άξο-

νας αυτής. 

                                           
17  Απολλώνιος, Κωνικά (TLG 2.47.1-32): Τῆς δοθείσης ὑπερβολῆς ἢ ἐλλείψεως τὸν ἄξονα εὑρεῖν. 

ἔστω ὑπερβολὴ ἢ ἔλλειψις ἡ ΑΒΓ· δεῖ δὴ αὐτῆς τὸν ἄξονα εὑρεῖν. εὑρήσθω καὶ ἔστω ὁ Κ∆, 
κέντρον δὲ τῆς τοµῆς τὸ Κ· ἡ ἄρα Κ∆ τὰς ἐπ᾽ αὐτὴν τεταγµένως κατα γοµένας δίχα καὶ πρὸς 
ὀρθὰς τέµνει. ἤχθω κάθετος ἡ Γ∆Α, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΚΑ, ΚΓ. ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ Γ∆ τῇ ∆Α, 
ἴση ἄρα ἡ ΓΚ τῇ ΚΑ. ἐὰν οὖν τάξωµεν δοθὲν τὸ Γ, ἔσται δοθεῖσα ἡ ΓΚ. ὥστε ὁ κέντρῳ τῷ Κ, 
διαστήµατι δὲ τῷ ΚΓ κύκλος γραφόµενος ἥξει καὶ διὰ τοῦ Α καὶ ἔσται θέσει δε δοµένος. ἔστι δὲ 
καὶ ἡ ΑΒΓ τοµὴ δοθεῖσα θέσει· δοθὲν ἄρα τὸ Α. ἔστι δὲ καὶ τὸ Γ δοθέν· θέσει ἄρα ἡ ΓΑ. καί ἐστιν 
ἴση ἡ Γ∆ τῇ ∆Α· δοθὲν ἄρα τὸ ∆. ἀλλὰ καὶ τὸ Κ δοθέν· δοθεῖσα ἄρα τῇ θέσει ἡ ∆Κ.  
συντεθήσεται δὴ οὕτως· ἔστω ἡ δοθεῖσα ὑπερ βολὴ ἢ ἔλλειψις ἡ ΑΒΓ, καὶ εἰλήφθω αὐτῆς 
κέντρον τὸ Κ· εἰλήφθω δὲ ἐπὶ τῆς τοµῆς τυχὸν σηµεῖον τὸ Γ, καὶ κέντρῳ τῷ Κ, διαστήµατι δὲ τῷ 
ΚΓ κύκλος γεγράφθω ὁ ΓΕΑ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΓΑ καὶ δίχα τετµήσθω κατὰ τὸ ∆, καὶ 
ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΚΓ, Κ∆, ΚΑ, καὶ διήχθω ἡ Κ∆ ἐπὶ τὸ Β. ἐπεὶ οὖν ἴση ἐστὶν ἡ Α∆ τῇ ∆Γ, κοινὴ 
δὲ ἡ ∆Κ, δύο ἄρα αἱ Γ∆Κ δύο ταῖς Α∆Κ ἴσαι εἰσί, καὶ βάσις ἡ ΚΑ τῇ ΚΓ ἴση. ἡ ἄρα ΚΒ∆ τὴν Α∆Γ 
δίχα τε καὶ πρὸς ὀρθὰς τέµνει. ἄξων ἄρα ἐστὶν ἡ Κ∆.  
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Ανάλυση 

α) Υποθετικό µέρος: 

Ας έχει ευρεθεί [ο άξονας] και έστω [ότι είναι] ο Κ∆,  

κέντρο δε της τοµής το Κ·  

άρα η Κ∆ τέµνει αυτές που είναι κάθετες στον οριζόντιο άξονα («τὰς ἐπ᾽ αὐτὴν 

τεταγµένως καταγοµένας») στο µέσον και κάθετα [Κων. Ι , ορισµ. 7]. 

Ας αχθεί κάθετη η Γ∆Α, 

και ας αχθούν οι ΚΑ, ΚΓ. 

Επειδή λοιπόν είναι ίση η Γ∆ µε τη ∆Α, θα είναι ίση και η ΓΚ µε την ΚΑ [Στοιχ. Ι, 4]. 

 

β) Βεβαιωτικό µέρος: 

Αν λοιπόν θέσουµε το Γ «δοθέν» [ως ένα τυχαίο σηµείο της κωνικής], 

[έχοντας επίσης από την υπόθεση «δοθείσα» την κωνική τοµή ΑΒΓ, είναι «δο-

θέν» το κέντρο της, από την Κων. ΙΙ, 45] 

θα είναι και η ΓΚ «δοθείσα» [∆εδοµ. 26] 

Ώστε ο κύκλος που γράφεται µε κέντρο το Κ και ακτίνα τη ΓΚ, θα διέλθει και 

από το Α και θα είναι «δεδοµένος»18 ως προς τη θέση. [∆εδοµ. ορισµ. 6].  

Είναι δε και η τοµή [υπερβολή ή έλλειψη] ΑΒΓ «δοθείσα» ως προς τη θέση·  

άρα το Α είναι «δοθέν» [ως προς τη θέση, από ∆εδοµ. 25, ως τοµή δύο γραµ-

µών]. 

                                           
18  Είναι µια από τις περιπτώσεις που έχουµε αναφέρει ότι το αποτέλεσµα ενός συλλογισµού κα-
λείται πλέον «δεδοµένον». Πράγµατι, στη συγκεκριµένη περίπτωση, το κέντρο του κύκλου εί-
ναι το κέντρο της κωνικής και είναι «δοθέν» και η ακτίνα του κύκλου δόθηκε επίσης. Κατά 
συνέπεια, ο κύκλος πλέον παρουσιάζει δυνητική αναγκαιότητα, µε άλλα λόγια είναι «δεδοµέ-
νος». 
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Είναι όµως και το Γ «δοθέν»· 

άρα είναι η ΓΑ «δοθείσα» ως προς τη θέση [∆εδοµ. 26]. 

Και είναι η Γ∆ ίση µε τη ∆Α· [ο άξονας της καµπύλης γραµµής διχοτοµεί καθεµία 

από τις «τεταγµένες επί την διάµετρον» και µάλιστα «καθέτως». Κων. Ι, ορισµ. 4, 7.]  

είναι άρα το ∆ «δοθέν». [∆εδοµ. 7] 

Αλλά και το Κ είναι «δοθέν»· [είναι «δοθείσα» η κωνική, άρα από το Κων. ΙΙ, 

45, µπορούµε να βρούµε τη θέση του κέντρου της] 

άρα είναι «δοθείσα» η ∆Κ ως προς τη θέση. [∆εδοµ. 26] 

 

Σύνθεση 

α) Κατασκευή:  

θα συντεθεί λοιπόν [το πρόβληµα] ως εξής· 

Έστω η «δοθείσα» υπερβολή ή έλλειψη η ΑΒΓ,  

και ας ληφθεί κέντρο αυτής το Κ· [Κων. ΙΙ, 45] 

ας ληφθεί δε πάνω στην [κωνική] τοµή τυχόν σηµείο το Γ,  

και µε κέντρο το Κ, ακτίνα δε την ΚΓ ας γραφεί κύκλος ο ΓΕΑ, 

και ας αχθεί η ΓΑ 

και ας διχοτοµηθεί στο ∆ 

και ας αχθούν οι ΚΓ, Κ∆, ΚΑ 

και ας προεκταθεί η Κ∆ µέχρι του Β [σηµείου της κωνικής τοµής] 

 

β) Απόδειξη:  

Επειδή λοιπόν είναι ίση η Α∆ µε τη Γ∆ [∆ µέσο της ΓΑ], 

κοινή δε η ∆Κ, 

οι δύο άρα πλευρές Γ∆ και ∆Κ είναι [αντίστοιχα] ίσες µε την Α∆ και ∆Κ, 

και η βάση ΚΑ είναι ίση µε τη βάση ΚΓ [ακτίνες ίδιου κύκλου]. 

Άρα η ΚΒ∆ τέµνει την Α∆Γ στο µέσον [από κατασκευή] και υπό ορθές γωνίες 

[Στοιχ. Ι, 8]  

Άρα είναι άξονας [της κωνικής από Κων. Ι, ορισµ. 7] η Κ∆  

Ας αχθεί δια του Κ η ΜΚΝ παράλληλη προς την ΓΑ· η ΜΝ άρα είναι άξονας 

της τοµής συζυγής προς την ΒΚ. 
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Ανάπτυξη του υποθετικού µέρους της ανάλυσης. Το υποθετικό µέρος της συ-

γκεκριµένης ανάλυσης, είναι σχετικά σύντοµο. Αρχίζει µε τη λήψη του ζητουµένου, 

έχει τη µορφή «νοητικής κατασκευής» η οποία δικαιολογεί το πέρασµα από το ένα 

βήµα στο επόµενο, µε στόχο που εδώ φαίνεται να είναι η σχέση ΓΚ = ΚΑ (το «οµο-

λογούµενον» σύµφωνα µε τον Πάππο). Αυτή τη σχέση θεωρεί ο Απολλώνιος, όπως 

θα φανεί από το βεβαιωτικό µέρος, ότι είναι επαρκής ως αφετηρία προκειµένου να 

του εξασφαλίσει τη δυνητική αναγκαιότητα της θέσης του άξονα της κωνικής τοµής. 

Βέβαια, θα επαναλάβουµε ότι όλη αυτή η «νοητική κατασκευή» έχει υποθετικό χα-

ρακτήρα γιατί γίνεται υπό την αίρεση ότι ισχύει το ζητούµενο. 
 

Ανάπτυξη του βεβαιωτικού µέρους της ανάλυσης. Το βεβαιωτικό µέρος της 

παρούσας ανάλυσης, δεν αρχίζει µε βεβαίωση του «οµολογουµένου», όπως στον 

Πάππο, αλλά µε τη θεώρηση ενός «δοθέντος» (τυχαίου) σηµείου της έλλειψης. Κα-

τόπιν, επειδή ο Απολλώνιος γνωρίζει από προηγούµενη πρόταση (Κων. ΙΙ, 45) ότι το 

κέντρο Κ «δοθείσης» υπερβολής ή έλλειψης είναι «δοθέν», συµπεραίνει µε δυνητική 

αναγκαιότητα ότι θα είναι «δοθείσα» και η ΓΚ, που ενώνει το κέντρο µε το «δοθέν» 

σηµείο Γ. Κατά συνέπεια, ο κύκλος που γράφεται µε κέντρο το «δοθέν» Κ και ακτί-

να την «δοθείσα» ΓΚ θα είναι «δεδοµένος» (έχει δηλαδή δοθεί ο λόγος για τη θέση 

του και το µέγεθός του), και θα διέλθει από το σηµείο Α το, οποίο προς το παρόν 

µόνο ονοµάζεται, ενώ αµέσως µετά θα καθοριστεί και η θέση του µε δυνητική ανα-

γκαιότητα.. Είναι όµως, συνεχίζει ο συλλογισµός, και η τοµή ΑΒΓ «δοθείσα» ως 

προς τη θέση, κάτι που σηµαίνει από την πρόταση 25 των ∆εδοµένων ότι η θέση του 

σηµείου Α (σηµείου τοµής του κύκλου και της έλλειψης) είναι «δοθείσα» ή αλλιώς 

έχει καθοριστεί µε δυνητική αναγκαιότητα. Όµως είναι και το Γ «δοθέν» ως προς τη 

θέση από την υπόθεση. Γιατί αν και η επιλογή του ήταν τυχαία, πλέον η θέση του 

δεν µεταβάλλεται κατά τη διάρκεια της διαδικασίας. Άρα µε δυνητική αναγκαιότητα 

είναι «δοθείσα» και η θέση της ΑΓ πλέον, σύµφωνα µε την πρόταση 26 των ∆εδοµέ-

νων. Και είναι η Γ∆ ίση µε τη ∆Α· άρα είναι και η θέση του ∆ πάνω στην ΓΑ «δο-

θείσα», έχει δηλαδή δυνητική αναγκαιότητα, από την πρόταση 7 των ∆εδοµένων. 

Όµως «δοθείσα» είναι και η θέση του κέντρου Κ της κωνικής, επειδή έχει προσδιο-

ριστεί µε δυνητική αναγκαιότητα, από προηγούµενη ανάλυση (Κων. ΙΙ, 45), άρα συ-

µπεραίνουµε από την πρόταση 26 των ∆εδοµένων, ότι η θέση της ∆Κ έχει πλέον 

προσδιοριστεί µε δυνητική αναγκαιότητα. 
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Παρατηρούµε δηλαδή, και στην ανάλυση του Απολλώνιου, µια κατά γράµµα 

εφαρµογή προτάσεων των ∆εδοµένων καθώς και αποτελεσµάτων προηγούµενων α-

ναλύσεων, που στόχο έχουν να βεβαιώσουν τον γεωµέτρη – ερευνητή, ότι τα όσα 

υποθετικά κατασκεύασε στη νόησή του µπορούν να παράγουν τη δυνητική αναγκαι-

ότητα του ζητουµένου, όπως ακριβώς θα κάνει και ο Πάππος αρκετούς αιώνες αργό-

τερα. Στην ουσία της η µέθοδος εµφανίζεται αµετάβλητη, αν εξαιρέσουµε µερικές 

επιφανειακές ή στυλιστικές διαφορές, οι οποίες θα ήταν λογικό να υπάρχουν ανάµε-

σα σε διαφορετικούς ερευνητές ακόµη και της ίδιας εποχής.  

 Η περίπτωση της πρότασης 49 των Κωνικών ΙΙ, που θα παρουσιάσουµε στη συ-

νέχεια, αποτελεί ένα ακόµη χαρακτηριστικό παράδειγµα εφαρµογής της προβληµα-

τικής ανάλυσης από τον Απολλώνιο, και αναφέρεται στην εύρεση εφαπτοµένης σε 

«δοθείσα» κώνου τοµή από «δοθέν» σηµείο. Από το πρόβληµα αυτό, θα παρουσιά-

σουµε και θα συζητήσουµε µόνο την περίπτωση της παραβολής που το «δοθέν» ση-

µείο βρίσκεται πάνω στην παραβολή. Οι αναλύσεις των υπολοίπων περιπτώσεων του 

προβλήµατος λειτουργούν µε ανάλογο τρόπο. 
 

Κωνικών Β΄, 49ο πρόβληµα 19 
 

«∆οθείσης» κώνου τοµής και [«δοθέντος»] σηµείου 

που δεν βρίσκεται εντός της τοµής, να αχθεί από του 

σηµείου ευθεία που εφάπτεται της τοµής σε ένα ση-

µείο.  

Έστω η «δοθείσα» κώνου τοµή πρώτα20 παραβο-

λή, της οποίας άξονας [έστω] ο Β∆. Πρέπει λοιπόν 

από του «δοθέντος» σηµείου, το οποίο δεν βρίσκεται 

εντός της τοµής, να αχθεί ευθεία όπως προϋποτέθηκε. 

                                           
19  Απολλώνιος, Κωνικά (TLG 2.49.1-20): Κώνου τοµῆς δοθείσης καὶ σηµείου µὴ ἐντὸς τῆς τοµῆς 

ἀγαγεῖν ἀπὸ τοῦ σηµείου εὐθεῖαν καθ᾽ ἓν ἐπι ψαύουσαν τῆς τοµῆς. ἔστω ἡ δοθεῖσα κώνου τοµὴ 
πρότερον παραβολή, ἧς ἄξων ὁ Β∆. δεῖ δὴ ἀπὸ τοῦ δοθέντος σηµείου, ὃ µή ἐστιν ἐντὸς τῆς 
τοµῆς, ἀγαγεῖν εὐθεῖαν, ὡς πρόκειται. τὸ δὴ δοθὲν σηµεῖον ἤτοι ἐπὶ τῆς γραµµῆς ἐστιν ἢ ἐπὶ τοῦ 
ἄξονος ἢ ἐν τῷ λοιπῷ ἐκτὸς τόπῳ. ἔστω οὖν ἐπὶ τῆς γραµµῆς, καὶ ἔστω τὸ Α, καὶ γεγονέτω, καὶ 
ἔστω ἡ ΑΕ, καὶ κάθετος ἤχθω ἡ Α∆· ἔσται δὴ θέσει. καὶ ἴση ἐστὶν ἡ ΒΕ τῇ Β∆· καί ἐστι δοθεῖσα ἡ 
Β∆· δοθεῖσα ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ΒΕ. καί ἐστι τὸ Β δοθέν· δοθὲν ἄρα καὶ τὸ Ε. ἀλλὰ καὶ τὸ Α· θέσει 
ἄρα ἡ ΑΕ. 
συντεθήσεται δὴ οὕτως· ἤχθω ἀπὸ τοῦ Α κάθετος ἡ Α∆, καὶ κείσθω τῇ Β∆ ἴση ἡ ΒΕ, καὶ 
ἐπεζεύχθω ἡ ΑΕ. φανερὸν δή, ὅτι ἐφάπτεται τῆς τοµῆς. 

20  Ακολουθούν οι αναλύσεις των ανάλογων περιπτώσεων για υπερβολή και για έλλειψη.  
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Το «δοθέν» σηµείο λοιπόν ή θα είναι επάνω στη γραµµή ή επάνω στον άξονα ή 

στον εκτός υπόλοιπο τόπο. 
 

Ανάλυση 

α) Υποθετικό µέρος:  

έστω λοιπόν [το «δοθέν» σηµείο] επάνω στην γραµµή και ας είναι το Α,  

και ας έχει αχθεί η εφαπτοµένη, και ας είναι η ΑΕ [το Ε προφανώς είναι το ση-

µείο τοµής της εφαπτοµένης και της προέκτασης του άξονα της παραβολής. Ο άξο-

νας «δοθείσης» κωνικής µπορεί να βρεθεί σύµφωνα µε το Κων. ΙΙ, 46]  

και ας έχει αχθεί κάθετη [στον άξονα] η Α∆· 
 

β) Βεβαιωτικό µέρος: 

Θα είναι λοιπόν [«δεδοµένη» η Α∆] ως προς τη θέση. [∆εδοµ. 30]  

Και είναι ίση η ΒΕ µε τη Β∆· [Κων. Ι, 35]  

και είναι «δοθείσα» η Β∆·  

άρα είναι «δοθείσα» και η ΒΕ. 

Και είναι το Β «δοθέν»· 

είναι άρα «δοθέν» και το Ε. [∆εδοµ. 27] 

αλλά και το Α είναι «δοθέν»· [από το πρόβληµα] 

άρα είναι η [εφαπτοµένη] ΑΕ «δοθείσα» [ως προς τη θέση από (∆εδοµ. 28)] 
 

Σύνθεση 

θα συντεθεί λοιπόν [το πρόβληµα] ως εξής· 

α) Κατασκευή: 

Ας αχθεί από το Α κάθετη η Α∆ 

και ας ληφθεί ίση µε τη Β∆ η ΒΕ 

και ας αχθεί η ΑΕ.  
 

β) Απόδειξη: 

Είναι λοιπόν φανερό ότι [η ΑΕ] εφάπτεται της τοµής. [Η απόδειξη είναι φανερή 

για τον Απολλώνιο γιατί στην πρόταση (Κων. Ι, 3321) αποδεικνύει ακριβώς αυτό. 

                                           
21  Κωνικά Ι, 33: Εάν σε παραβολή ληφθεί κάποιο σηµείο και από αυτού «καταχθεί τεταγµένως» 
ευθεία πάνω στη διάµετρο και από το σηµείο τοµής της διαµέτρου µέχρι της κορυφής ληφθεί 
από το άλλο µέρος της κορυφής ευθεία ίση, η από του γενοµένου σηµείου επί το ληφθέν ση-
µείο της τοµής «επιζευγνυµένη» ευθεία θα εφάπτεται της τοµής. 
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Οι παραλλαγές του προβλήµατος, σε ότι αφορά τη θέση του σηµείου από το ο-

ποίο πρέπει να αχθεί η εφαπτοµένη, δεν παρουσιάζουν κάτι διαφορετικό στην εφαρ-

µογή της µεθόδου της ανάλυσης, για το λόγο αυτό δεν κρίνουµε σκόπιµο να τις πα-

ρουσιάσουµε και να τις συζητήσουµε. 

 

Ανάπτυξη του υποθετικού µέρους της ανάλυσης. Το υποθετικό µέρος της συ-

γκεκριµένης προβληµατικής ανάλυσης είναι πολύ σύντοµο. Περιλαµβάνει µόνο τη 

λήψη του ζητουµένου, τη νοητική κατασκευή του άξονα της παραβολής καθώς και 

τη νοητική κατασκευή της καθέτου από το σηµείο στον άξονα. Το νοητό αυτό σχήµα 

πιθανότατα αρκεί για τον Απολλώνιο, ο οποίος έχει αποδείξει προηγουµένως προτά-

σεις όπως τις 33 και 35 από το πρώτο βιβλίο των Κωνικών, για να αντιληφθεί ότι 

µπορεί να βεβαιώσει τη «δυνατότητα» της ζητούµενης κατασκευής. Για αυτό το λό-

γο αµέσως µετά από αυτό το πολύ σύντοµο υποθετικό µέρος ο Απολλώνιος περνά 

στο βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσής του.  

 

Ανάπτυξη του βεβαιωτικού µέρους της ανάλυσης. Το βεβαιωτικό µέρος αρχί-

ζει µε τη βεβαίωση της θέσης της καθέτου Α∆. Εξασφαλίζεται, δηλαδή, (από ∆εδοµ. 

30), η δυνητική αναγκαιότητα της θέσης της Α∆, από τη στιγµή που είναι «δοθέντα» 

τόσο το σηµείο Α όσο και ο άξονας της «δοθείσης» παραβολής προς τον οποίο πρέ-

πει να αχθεί κάθετη η Α∆. Επίσης, ισχύει και η ισότητα ΒΕ = Β∆ από γνωστή πρό-

ταση (Κων. Ι, 35). ∆ιαµέσου αυτής της ισότητας µεταφέρεται η δυνητική αναγκαιό-

τητα του µεγέθους της Β∆ στη δυνητική αναγκαιότητα του µεγέθους της ΒΕ. Η ∆Β, 

(από ∆εδοµ. 26), είναι «δοθείσα» ως προς το µέγεθος και τη θέση, έχει δηλαδή δυνη-

τική αναγκαιότητα γιατί τα άκρα της Β, ∆ έχουν δυνητική αναγκαιότητα ως προς τη 

θέση τους. Το Β, (από ∆εδοµ. 25), ως τοµή της «δοθείσας» κωνικής και του άξονα 

της, και το ∆, (από ∆εδοµ. 25), ως τοµή του άξονα της κωνικής και της «δοθείσα» 

πλέον καθέτου Α∆. Όµως, η ΒΕ, εκτός από τη δυνητική αναγκαιότητα του µεγέθους 

που της εξασφάλισε η ισότητα ΒΕ=Β∆, είναι «δοθείσα» και ως προς τη θέση, γιατί 

βρίσκεται επάνω στον άξονα της παραβολής και εκτός της κωνικής τοµής. Αυτό ση-

µαίνει ότι η θέση του Ε προσδιορίζεται µε δυνητική αναγκαιότητα, (από ∆εδοµ. 27), 

δηλαδή, γίνεται «δοθέν» το Ε ως προς τη θέση. Έτσι, έχοντας τη δυνητική αναγκαιό-

τητα της θέσης του σηµείου Α και του σηµείου Ε, εξασφαλίζεται, (από ∆εδοµ. 26), η 



 222

δυνητική αναγκαιότητα, της θέσης της εφαπτοµένης ΑΕ. Με άλλα λόγια εξασφαλί-

ζεται η «δυνατότητα» (µε την έννοια της δυνητικής αναγκαιότητας) κατασκευής του 

ζητουµένου.  

Παρατηρούµε δηλαδή, και σε αυτό το πρόβληµα του Απολλώνιου την παραγωγή 

ενός συµπερασµού ο οποίος έχει δυνητική αναγκαιότητα. Ο συλλογισµός αυτός γίνε-

ται µε τη βοήθεια προτάσεων από τα ∆εδοµένα και αποτελεσµάτων από προηγούµενες 

αναλύσεις, και έχει στόχο την παραγωγή «της δυνατότητας του προταθέντος», όπως 

χαρακτηριστικά αναφέρει ο Πάππος στην περιγραφή του για την προβληµατική ανά-

λυση. Ειδικότερα σε ότι αφορά το βεβαιωτικό µέρος της συγκεκριµένης ανάλυσης, 

δεν διαφέρει σε τίποτε από τα βεβαιωτικά µέρη των αναλύσεων του Πάππου και θα 

µπορούσε να είναι ένα από αυτά. Για ακόµη µια φορά, παρατηρούµε ότι αν εξαιρέ-

σουµε ορισµένες επιφανειακές διαφορές, που εντοπίζονται κυρίως στο υποθετικό µέ-

ρος της συγκεκριµένης ανάλυσης και ίσως αφορούν τη διαφορετικότητα στην έκφρα-

ση ή τη διαφορετική εκτίµηση της δυσκολίας κάποιων χειρισµών από τον Απολλώνιο 

και σίγουρα διαφορετικά προβλήµατα, η ουσία και η δοµή της µεθόδου της ανάλυσης 

φανερώνεται αµετάβλητη και σύµφωνη µε τις περιγραφές του Πάππου.  

 

Κωνικών Β΄, 50ο πρόβληµα 22  

 

Σε «δοθείσα» κώνου τοµή να φέρουµε εφαπτοµένη, η οποία µε τον άξονα να σχηµα-

τίζει γωνία προς το µέρος της τοµής ίση µε «δοθείσα» οξεία γωνία. 

                                           
22  Απολλώνιος, Κωνικά (TLG 2.50.1-34): Τῆς δοθείσης κώνου τοµῆς ἐφαπτοµένην ἀγαγεῖν, ἥτις 

πρὸς τῷ ἄξονι γωνίαν ποιήσει ἐπὶ ταὐτὰ τῇ τοµῇ ἴσην τῇ δοθείσῃ ὀξείᾳ γωνίᾳ. ἔστω κώνου 
τοµὴ πρότερον παραβολή, ἧς ἄξων ὁ ΑΒ· δεῖ δὴ ἀγαγεῖν ἐφαπτοµένην τῆς τοµῆς, ἥτις πρὸς τῷ 
ΑΒ ἄξονι γωνίαν ποιήσει ἐπὶ τὰ αὐτὰ τῇ τοµῇ ἴσην τῇ δοθείσῃ ὀξείᾳ. γεγονέτω, καὶ ἔστω ἡ Γ∆· 
δοθεῖσα ἄρα ἐστὶν ἡ ὑπὸ Β∆Γ γωνία. ἤχθω κάθετος ἡ ΒΓ· ἔστι δὴ καὶ ἡ πρὸς τῷ Β δοθεῖσα. 
λόγος ἄρα τῆς ∆Β πρὸς ΒΓ δοθείς. τῆς δὲ Β∆ πρὸς ΒΑ λόγος ἐστὶ δοθείς· καὶ τῆς ΑΒ ἄρα πρὸς 
ΒΓ λόγος ἐστὶ δοθείς. καί ἐστι δοθεῖσα ἡ πρὸς τῷ Β γωνία· δοθεῖσα ἄρα καὶ ἡ ὑπὸ ΒΑΓ. καί 
ἐστι πρὸς θέσει τῇ ΒΑ καὶ δοθέντι τῷ Α· θέσει ἄρα ἡ ΓΑ. θέσει δὲ καὶ ἡ τοµή· δοθὲν ἄρα τὸ Γ. 
καὶ ἐφάπτεται ἡ Γ∆· θέσει ἄρα ἐστὶν ἡ Γ∆.  
συντεθήσεται δὴ τὸ πρόβληµα οὕτως· ἔστω ἡ δοθεῖσα κώνου τοµὴ πρότερον παραβολή, ἧς 
ἄξων ὁ ΑΒ, ἡ δὲ δοθεῖσα γωνία ὀξεῖα ἡ ὑπὸ ΕΖΗ, καὶ εἰ λήφθω σηµεῖον ἐπὶ τῆς ΕΖ τὸ Ε, καὶ 
κάθετος ἤχθω ἡ ΕΗ, καὶ τετµήσθω δίχα ἡ ΖΗ τῷ Θ, καὶ ἐπεζεύχθω ἡ ΘΕ, καὶ τῇ ὑπὸ τῶν ΗΘΕ 
γωνίᾳ ἴση συνεστάτω ἡ ὑπὸ τῶν ΒΑΓ, καὶ ἤχθω κάθετος ἡ ΒΓ, καὶ τῇ ΒΑ ἴση κείσθω ἡ Α∆, καὶ 
ἐπεζεύχθω ἡ Γ∆. ἐφαπ τοµένη ἄρα ἐστὶν ἡ Γ∆ τῆς τοµῆς. λέγω δή, ὅτι ἡ ὑπὸ τῶν Γ∆Β τῇ ὑπὸ τῶν 
ΕΖΗ ἐστιν ἴση. ἐπεὶ γάρ ἐστιν, ὡς ἡ ΖΗ πρὸς ΗΘ, οὕτως ἡ ∆Β πρὸς ΒΑ, ἔστι δὲ καὶ ὡς ἡ ΘΗ 
πρὸς ΗΕ, οὕτως ἡ ΑΒ πρὸς ΒΓ, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστίν, ὡς ἡ ΖΗ πρὸς ΗΕ, οὕτως ἡ ∆Β πρὸς τὴν ΒΓ. 
καί εἰσιν ὀρθαὶ αἱ πρὸς τοῖς Η, Β γωνίαι· ἴση ἄρα ἐστὶν ἡ Ζ γωνία τῇ ∆ γωνίᾳ. 
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Έστω πρώτα23 η τοµή του κώνου παραβολή, της οποία [είναι] άξονας ο ΑΒ· 

πρέπει λοιπόν να φέρουµε εφαπτοµένη της τοµής η οποία να σχηµατίσει µε τον άξο-

να ΑΒ γωνία προς το µέρος της τοµής, ίση µε «δοθείσα» οξεία γωνία. 

 
Ανάλυση 

α) Υποθετικό µέρος: 

Ας έχει γίνει και έστω [εφαπτοµένη] η Γ∆· 

είναι άρα «δοθείσα» η γωνία Β∆Γ.  

Ας αχθεί κάθετη η ΒΓ· 
 

β) Βεβαιωτικό µέρος: 

είναι λοιπόν και η παρά το Β γωνία «δοθείσα»[ορθή]. 

Ο λόγος άρα ∆Β:ΒΓ είναι «δοθείς».[∆εδοµ. 40 (στο ∆ΒΓ) και ∆εδοµ. ορισµ. 3] 

Είναι όµως «δοθείς» και ο λόγος Β∆:ΒΑ· [Κων. Ι, 35 και ∆εδοµ. 6] 

είναι άρα και ο λόγος ΑΒ:ΒΓ «δοθείς». [∆εδοµ. 8] 

Και είναι «δοθείσα» η παρά το Β γωνία· [ορθή] 

άρα είναι «δοθείσα» και η γωνία ΒΑΓ [∆εδοµ. 41]  

Και βρίσκεται [η γωνία ΒΑΓ] πάνω στη [«δοθείσα»] ως προς τη θέση ΒΑ και 

[έχει την κορυφή της] στο «δοθέν» Α· 

άρα η ΓΑ είναι «δοθείσα» ως προς τη θέση [∆εδοµ. 29]. 

Είναι όµως [«δοθείσα»] ως προς τη θέση και η τοµή [από το πρόβληµα]· 

άρα είναι και το Γ «δοθέν». [∆εδοµ. 25] 

Και εφάπτεται της τοµής η Γ∆· 

άρα είναι «δοθείσα» ως προς τη θέση η Γ∆. [Κων. ΙΙ, 49]  

                                           
23  Ακολουθούν οι περιπτώσεις της υπερβολής και της έλλειψης. 
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Σύνθεση 

θα συντεθεί λοιπόν [το πρόβληµα] ως εξής· 

α) Κατασκευή: 

Έστω πρώτα [ότι είναι] παραβολή η «δοθείσα» κώνου τοµή, της οποίας [είναι] 

άξονας ο ΑΒ, 

 η δε «δοθείσα» οξεία γωνία η ΕΖ, 

και ας ληφθεί επάνω στην ΕΖ το σηµείο Ε, 

και ας αχθεί κάθετη η ΕΗ,  

και ας χωριστεί στα δύο η ΖΗ στο Θ,  

και ας αχθεί η ΘΕ, 

και προς τη γωνία ΗΘΕ ας κατασκευαστεί ίση η ΒΑΓ, 

και ας αχθεί κάθετος η ΒΓ,  

και ας ληφθεί η Α∆ ίση µε την ΒΑ, 

και ας αχθεί η Γ∆.  
 

β) Απόδειξη: 

Άρα είναι η Γ∆ εφαπτοµένη της τοµής. [Κων. Ι, 33] 

Λέγω λοιπόν, ότι η γωνία Γ∆Β είναι ίση µε την ΕΖΗ. 

∆ιότι, επειδή είναι, όπως η ΖΗ:ΗΘ = ∆Β:ΒΑ [= 2, από την κατασκευή] 

Είναι δε και ΘΗ:ΗΕ = ΑΒ:ΒΓ [Στοιχ. VI, 4] 

Με πολλαπλασιασµό κατά µέλη είναι: ΖΗ:ΗΕ = ∆Β:ΒΓ [Στοιχ. V, 20] 

Και είναι ορθές οι παρά τα Η και Β γωνίες· [από την κατασκευή] 

άρα είναι ίση η γωνία Ζ µε τη γωνία ∆. [Στοιχ. VI, 6].  
 

Ανάπτυξη του υποθετικού µέρους της ανάλυσης. Το υποθετικό µέρος της α-

νάλυσης του Απολλώνιου είναι πάλι, όπως και στην πρόταση 49 που αναλύσαµε 

προηγουµένως, πολύ σύντοµο έως ανύπαρκτο. Μια πιθανή εξήγηση γι’ αυτό, αποτε-

λεί ίσως το γεγονός ότι έχουν προηγηθεί αρκετές αναλύσεις µε παρόµοιο χαρακτήρα. 

Κατά συνέπεια, τα υποθετικά – νοητικά άλµατα που χρειάζεται να κάνει ο γεωµέ-

τρης-ερευνητής δεν είναι τόσο δύσκολα ούτε απαιτούν πλέον κάποια ιδιαίτερη περι-

γραφή. Αυτό που αποµένει λοιπόν, ως περιεχόµενο του σχεδόν ανύπαρκτου υποθετι-

κού µέρους, είναι η ονοµασία της υποθετικής εφαπτοµένης ΑΓ και της υποθετικής 

καθέτου ΓΒ. Στην ίδια κατεύθυνση, οι Berggren & Van Brummelen (2000, 12), α-
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ναφέρουν, ότι για τον Απολλώνιο, το πρώτο µέρος της ανάλυσης στις απλούστερες 

περιπτώσεις µπορεί να µην είναι απαραίτητο.  

Αυτό που έχουµε επίσης να παρατηρήσουµε στο υποθετικό µέρος της παρούσας 

ανάλυσης, είναι ότι το δεύτερο βήµα του, που αναφέρει ότι η γωνία Β∆Γ είναι «δο-

θείσα», δεν είναι απαραίτητο σε αυτό το σηµείο της ανάλυσης. Η υπόθεση ότι έχει 

γίνει η κατασκευή, µε την οποία αρχίζει το υποθετικό µέρος, συµπεριλαµβάνει το ότι 

η εφαπτοµένη έχει αχθεί υπό «δοθείσα» γωνία σε σχέση µε τον άξονα της παραβο-

λής. Σύµφωνα µε την ερµηνεία µας για την ανάλυση, θεωρούµε ότι το δεύτερο αυτό 

βήµα του υποθετικού µέρους θα έπρεπε να βρίσκεται µια πρόταση παρακάτω και να 

αποτελεί το πρώτο βήµα του βεβαιωτικού µέρους. Με άλλα λόγια, να ακολουθεί το 

επόµενο βήµα της κατασκευής της καθέτου ΒΓ. ∆ιαφορετικά εδώ φαίνεται σα να 

έχει αναµειχθεί ένα βήµα του βεβαιωτικού µέρους, που αναφέρεται σε «δοθείσα» 

γωνία, στο υποθετικό µέρος της ανάλυσης, και µάλιστα χωρίς να προσφέρει κάτι ε-

κεί που βρίσκεται ενώ είναι απαραίτητο για το βεβαιωτικό µέρος που ακολουθεί. 

∆ιαφορετικά, ο Απολλώνιος δεν αισθάνεται την ανάγκη να διακρίνει µε σαφή όρια 

τα δύο µέρη της ανάλυσης. Οι Berggren & Van Brummelen (2000, 12), επίσης, ση-

µειώνουν ότι ο Απολλώνιος ανέµειξε τα δύο µέρη της ανάλυσης σε κάποιες από τις 

αναλύσεις του, χωρίς να αναφέρονται συγκεκριµένα σε ποιες ούτε στο λόγο για τον 

οποίο το έκανε.  
 

 Ανάπτυξη του βεβαιωτικού µέρους της ανάλυσης. Σύµφωνα µε το χωρισµό 

του υποθετικού από το βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης, όπως εµείς τον αντιλαµβα-

νόµαστε, ως πρώτο βήµα του βεβαιωτικού µέρους πρέπει να θεωρηθεί το ότι η γωνία 

Β∆Γ είναι «δοθείσα» από το πρόβληµα. Επόµενο βήµα, είναι η βεβαίωση ότι και η 

γωνία Β είναι «δοθείσα», γιατί προφανώς µπορεί να θεωρηθεί ως ορθή. Το επόµενο 

βήµα είναι η βεβαίωση ότι ο λόγος ∆Β:ΒΓ είναι «δοθείς», δηλαδή, µπορεί να κατα-

σκευαστεί µε δυνητική αναγκαιότητα. Αυτό γίνεται γιατί το τρίγωνο ∆ΒΓ έχει «δο-

θείσες» τις γωνίες του ως προς το µέγεθος, άρα σύµφωνα µε την πρόταση 40 των 

∆εδοµένων, το τρίγωνο είναι «δεδοµένον» ως προς το είδος. Αυτό όµως, σύµφωνα 

µε τον 3ο ορισµό των ∆εδοµένων, σηµαίνει ότι και οι λόγοι των πλευρών του τριγώ-

νου ∆ΒΓ είναι «δεδοµένοι», παρουσιάζουν δηλαδή δυνητική αναγκαιότητα. Είναι 

όµως «δοθείς» και ο λόγος Β∆:ΒΑ, µε άλλα λόγια παρουσιάζει δυνητική αναγκαιό-

τητα. Η αιτία είναι, ότι από την πρόταση 35 του πρώτου βιβλίου των Κωνικών γνω-
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ρίζουµε ότι ΑΒ=Α∆, σχέση που σε συνδυασµό µε την πρόταση 6 των ∆εδοµένων 

παράγει τη δυνητική αναγκαιότητα του λόγου (ΑΒ+Α∆):ΑΒ, δηλαδή του Β∆:ΒΑ. Η 

δυνητική αναγκαιότητα των δύο παραπάνω λόγων όµως, µέσω της πρότασης 8 των 

∆εδοµένων παράγει και τη δυνητική αναγκαιότητα του λόγου ΑΒ:ΒΓ. Με σύγχρονη 

ορολογία, θα λέγαµε ότι το πηλίκο δύο «δοθέντων» λόγων είναι επίσης «δοθείς» λό-

γος. Και η γωνία παρά το Β είναι «δοθείσα» (ως ορθή). Από το συνδυασµό του «δο-

θέντος» λόγου των πλευρών της γωνίας Β και του «δοθέντος» µεγέθους της, από την 

πρόταση 41 των ∆εδοµένων, παράγεται η δυνητική αναγκαιότητα του είδους του 

τριγώνου ΑΒΓ, που σηµαίνει (τρίγωνο «δεδοµένον» ως προς το είδος) ότι οι γωνίες 

του έχουν δοθεί µια προς µια. Κατά συνέπεια και η γωνία ΒΑΓ είναι «δοθείσα», 

µπορεί δηλαδή να κατασκευαστεί µε δυνητική αναγκαιότητα. Η γωνία αυτή όµως, 

έχει κορυφή της το «δοθέν» σηµείο Α (η θέση του µπορεί να βρεθεί µε δυνητική α-

ναγκαιότητα από την πρόταση 25 των ∆εδοµένων ως τοµή της παραβολής και του 

άξονά της), και τη µια πλευρά της πάνω στον «δοθέντα» πλέον άξονα ΑΒ. Κατά συ-

νέπεια, από την πρόταση 29 των ∆εδοµένων, µπορεί να κατασκευαστεί µε δυνητική 

αναγκαιότητα η άλλη πλευρά ΑΓ της γωνίας ή αλλιώς είναι «δοθείσα» ως προς τη 

θέση. Όµως και η παραβολή είναι «δοθείσα», µπορεί δηλαδή να κατασκευαστεί µε 

δυνητική αναγκαιότητα. Κατά συνέπεια, και η τοµή τους που είναι το σηµείο Γ, 

µπορεί να κατασκευαστεί µε δυνητική αναγκαιότητα, σύµφωνα µε την πρόταση 25 

των ∆εδοµένων. Με άλλα λόγια, το σηµείο Γ είναι «δοθέν» ως προς τη θέση του πά-

νω στην παραβολή. Σύµφωνα µε το πρόβληµα 49 που προηγήθηκε, η εφαπτοµένη 

από «δοθέν» σηµείο «δοθείσης» παραβολής µπορεί επίσης να κατασκευαστεί µε δυ-

νητική αναγκαιότητα. Άρα η Γ∆ είναι «δοθείσα» ως προς τη θέση. Γίνεται φανερό 

δηλαδή από το τελευταίο αυτό βήµα του βεβαιωτικού µέρους, ότι η ανάλυση του 

προηγούµενου προβλήµατος χρησιµοποιείται ως «δεδοµένον» για την παρούσα ανά-

λυση. Με αυτόν τον τρόπο χρησιµοποιείται κάθε προηγούµενη επιτυχηµένη ανάλυ-

ση ως εργαλείο για κάθε επόµενη. Άλλωστε όπως έχουµε ήδη αναφέρει και θα τεκ-

µηριώσουµε περαιτέρω στο επόµενο κεφάλαιο, και οι προτάσεις των ∆εδοµένων εί-

ναι επιτυχηµένες νοητικές πορείες, δηλαδή βεβαιωτικά µέρη αναλύσεων που έχουν 

γίνει στο παρελθόν και χρησιµοποιούνται πλέον ως έτοιµα νοητικά εργαλεία από 

τους γεωµέτρες – ερευνητές σε επόµενες αναλύσεις. 
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Κλείνοντας την αναφορά µας στον Αρχιµήδη και τον Απολλώνιο και τη σχέση 

τους µε τη γεωµετρική ανάλυση, θεωρούµε ότι είναι πλέον φανερό από τα υπολείµ-

µατα της µαθηµατικής πρακτικής τους, ότι η ουσία της µεθόδου διατηρείται η ίδια 

από την εποχή τους µέχρι και τον Πάππο. Επαληθεύεται επίσης η δήλωση του Πάπ-

που στην αρχή της εισαγωγής του 7ου βιβλίου της Συναγωγής, σύµφωνα µε την οποί-

α: η ανάλυση έχει τις ρίζες της αρκετούς αιώνες πριν από την εποχή του, και ανάµε-

σα στους τρεις βασικούς συγγραφείς της περιλαµβάνει τον Ευκλείδη και τον Απολ-

λώνιο. Ο Ευκλείδης εκτός από τα χαµένα έργα του που αναφέρονται στην ανάλυση, 

έγραψε το πρώτο ως προς την τάξη βιβλίο για αυτήν, τα ∆εδοµένα, που αποτέλεσε το 

βασικό εργαλείο για όλους τους µεταγενέστερους γεωµέτρες-ερευνητές. Αλλά και ο 

Απολλώνιος είναι φανερό, τόσο από τον τρόπο που γράφει αλλά και από τις αναφο-

ρές στα χαµένα έργα του, ότι ασχολήθηκε ιδιαίτερα µε τη µέθοδο της ανάλυσης µε 

τρόπο που δεν διαφέρει σχεδόν καθόλου από τον τρόπο που την χρησιµοποίησε αλ-

λά και την περιέγραψε ο Πάππος αρκετούς αιώνες αργότερα. Τέλος, έγινε φανερό 

ότι η αρχική δήλωση του Πάππου στο 7ο βιβλίο της Συναγωγής, για τη χρήση της 

ανάλυσης στην επίλυση προβληµάτων, είναι σε συµφωνία µε το γεγονός ό,τι όσες 

αναλύσεις σώθηκαν, όπως αυτές του Μεναίχµου, του Αρχιµήδη και του Απολλώ-

νιου, είναι αναλύσεις προβλήµατος. Αυτό που ίσως ξενίζει και φαίνεται να έρχεται 

σε αντίθεση µε την παραπάνω δήλωση του Πάππου, είναι η διάκριση ανάµεσα σε 

προβληµατική και θεωρη(µα)τική ανάλυση που κάνει ο ίδιος στο κειµενό του µερι-

κές γραµµές παρακάτω. Ένα ζήτηµα µε το οποίο θα ασχοληθούµε στη συνέχεια του 

κεφαλαίου. 

 

7.5.   Η Ελληνική γεωµετρική ανάλυση της κλασικής εποχής  

αφορούσε µόνο προβλήµατα 
 

Το ερώτηµα που θα εξετάσουµε σε αυτή την ενότητα, είναι το αν υπήρχε θεω-

ρη(µα)τική ανάλυση στην Ελληνική γεωµετρία. Θεωρούµε, µε βάση τα µέχρι τώρα 

στοιχεία της έρευνας, ότι η γεωµετρική ανάλυση της κλασικής εποχής αφορούσε α-

ποκλειστικά τα προβλήµατα. Αυτοί που εισήγαγαν και υποστήριξαν την έννοια της 

θεωρητικής ανάλυσης, ήταν ιστορικοί, σχολιαστές και µαθηµατικοί της ύστερης αρ-

χαιότητας, όπως ο Γεµίνος, ο Ήρων και ο Πάππος, και το έκαναν για φιλοσοφικούς 

και πιθανόν άλλους λόγους. Σε αυτή τη θέση, µας οδηγούν τόσο η προηγούµενη µε-
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λέτη µας και η διαπίστωση του γεγονότος ότι όλες οι αναλύσεις της κλασικής εποχής 

που έχουν σωθεί αφορούν προβλήµατα, όσο και το γεγονός ότι οι εκφωνήσεις όλων 

των προτάσεων στα έργα της ανάλυσης της κλασικής εποχής, στα οποία ο Πάππος 

αναφέρεται στην εισαγωγή του στο 7ο βιβλίο της Συναγωγής, τα οποία δυστυχώς δεν 

έφτασαν στις µέρες µας, διατυπώνονται µε την ορολογία «δοθέν»-«δεδοµένον». Μια 

ορολογία που είναι χαρακτηριστικό γνώρισµα της προβληµατικής γεωµετρικής ανά-

λυσης και µπορεί, όπως δείξαµε ήδη από το πρώτο κεφάλαιο της εργασίας µας, να 

αποτελέσει κριτήριο διάκρισης ανάµεσα σε προβλήµατα και θεωρήµατα. Επίσης, οι 

περισσότεροι σύγχρονοι µελετητές της γεωµετρικής ανάλυσης, όπως θα φανεί και 

από τις τοποθετήσεις τους, που θα παραθέσουµε συνοπτικά παρακάτω, φαίνεται να 

συµφωνούν ότι η Ελληνική γεωµετρική ανάλυση αφορούσε κατά κύριο λόγο τα 

προβλήµατα.  
 

Τη θέση ότι υπήρχε θεωρητική ανάλυση, όµως, φαίνεται να στηρίζουν τόσο το 

κείµενο του Πάππου που διακρίνει την ανάλυση σε δύο είδη: την θεωρητική και την 

προβληµατική (634, 24 - 636, 1) µαζί µε κάποιες ελάχιστες προτάσεις από τη µαθη-

µατική πρακτική του, όσο και οι πέντε πρώτες παρεµβληµένες στο ΧΙΙΙ βιβλίο του 

Ευκλείδη προτάσεις, που κατά τον Mahoney (1968, 329) αποτελούν παραδειγµατι-

κές περιπτώσεις θεωρητικής ανάλυσης.  

Αντίθετα, τη θέση ότι η ανάλυση αφορούσε µόνο προβλήµατα, εµφανίζεται να 

υποστηρίζει ο Πρόκλος24 (242, 14-20) όταν αναφέρει:  

καὶ ἐπὶ µὲν τῶν προβληµάτων µία τις ἔστιν ὁδὸς ἡ διὰ τῆς ἀναλύσεως εὑρηµένη 

κοινή, καθ᾽ ἣν προιόντες δυνάµεθα κατορθοῦν. οὕτω γὰρ τὰ ἀσα φέστερα 

θηρᾶται τῶν προβληµάτων. ἐπὶ δὲ τῶν θεωρηµάτων δύσληπτος ἡ µεταχείρησις, 

ὡς µέχρις ἡµῶν, φησί, µηδένα δύνασθαι κοινὴν παραδοῦναι µέθοδον τῆς τούτων 

[θεωρηµάτων] εὑρέσεως, 

Επίσης, ο ίδιος ο Πάππος δηλώνει, στις πρώτες φράσεις της εισαγωγής του 7ου 

βιβλίου της Συναγωγής (7.634. 3-7), ότι η ανάλυση χρησιµεύει στην επίλυση προ-

βληµάτων:  

Ὁ καλούµενος ἀναλυόµενος, Ἑρµόδωρε τέκνον, κατὰ σύλληψιν ἰδία τίς ἐστιν ὕλη 

παρεσκευασµένη µετὰ τὴν τῶν κοινῶν στοιχείων ποίησιν τοῖς βουλοµένοις 

                                           
24  Αποδίδοντάς τα ως θέσεις του Κάρπου του Αντιοχέως, τις οποίες ασπάζεται. 
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ἀναλαµβάνειν ἐν γραµµαῖς δύναµιν εὑρετικὴν τῶν προτεινοµένων αὐτοῖς 

προβληµάτων, καὶ εἰς τοῦτο µόνον χρησίµη καθεστῶσα. 

 Ο Πάππος, στο ίδιο κείµενο, µερικές γραµµές παρακάτω (7.634. 22-23) αναφέρει:  

εἰς τέλος ἀφικνούµεθα τῆς τοῦ ζητουµένου κατασκευῆς· καὶ τοῦτο καλοῦµεν 

σύνθεσιν.  

∆ηλαδή, η κατάληξη της σύνθεσης είναι η «κατασκευή» του ζητουµένου. Κατα-

σκευή, όµως, δεν έχουµε στα θεωρήµατα αλλά µόνο στα προβλήµατα. Ο Πάππος 

επίσης, περιγράφοντας τα σηµαντικότερα βιβλία της ανάλυσης (7.648. 18-20), ανα-

φέρει ότι το έργο του Ευκλείδη Πορίσµατα χρησιµεύει για την ανάλυση των σπου-

δαιότερων προβληµάτων: 

 Μετὰ δὲ τὰς ἐπαφὰς ἐν τρισὶ βιβλίοις πορίσµατά ἐστιν Εὐκλείδου [πολλοῖς] 

ἄθροισµα φιλοτεχνότατον εἰς τὴν ἀνάλυσιν τῶν ἐµβριθεστέρων προβληµάτων…  

 

Από τους νεώτερους µελετητές των ελληνικών Μαθηµατικών, ο Heath (1926, 

τοµ.I, 140), µε αφορµή το σχόλιο του Πρόκλου δηλώνει ότι η αρχαία ανάλυση έχει 

τη βαρύνουσα σηµασία της σε σχέση µε τα προβλήµατα.  

Ο Mahoney (1968, 319-320), εκφράζει επίσης την άποψη ότι η Ελληνική γεωµε-

τρική ανάλυση αφορά τα προβλήµατα. Αναφέρει χαρακτηριστικά, ότι σκοπός της 

εργασίας του είναι να αποδείξει ότι για τον Έλληνα µαθηµατικό η λέξη «ανάλυση» 

σήµαινε ένα διαρκώς αυξανόµενο σώµα συσχετιζόµενων τεχνικών για την επίλυση 

προβληµάτων, προς το οποίο µπορούσε να στραφεί για βοήθεια προκειµένου να λύ-

σει δύσκολα προβλήµατα. Οι θέσεις του Mahoney όπως αναπτύσσονται παρουσιά-

ζουν δύο ενδιαφέροντα σηµεία. Το πρώτο είναι, ότι στόχος των Ελλήνων µαθηµατι-

κών είναι να λύσουν προβλήµατα. Η δυνατότητα εύρεσης λύσης είναι στο κέντρο 

του ενδιαφέροντος τους και αναπόσπαστο τµήµα της έρευνας. Αυτή τους η ερευνη-

τική δραστηριότητα δευτερευόντως ίσως τους οδηγεί σε θεωρήµατα. Αυτή τη θεώ-

ρηση, ως αναπόσπαστο τµήµα της γεωµετρικής ανάλυσης, δεν µπορούσαν να την 

αντιληφθούν οι φιλόσοφοι της εποχής του Πάππου και οι προγενέστεροι, όντας ε-

κτός της µαθηµατικής έρευνας, έτσι µπέρδεψαν τον τρόπο µε τον οποίο µια απόδειξη 

ενός θεωρήµατος µπορεί να βρέθηκε µε τη διαδικασία το καθαυτό θεώρηµα είχε 

βρεθεί ως λύση κάποιου προβλήµατος. Το δεύτερο ενδιαφέρον σηµείο των θέσεων 

του Mahoney, είναι ότι ο Πάππος προσπαθεί µέσα από τη γλώσσα των φιλοσόφων 
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και στα πλαίσια του φιλοσοφικού περιβάλλοντος της εποχής του να περιγράψει µια 

µαθηµατική έννοια όπως αυτή της ανάλυσης, που ο ίδιος την αντιλαµβάνεται και 

χρησιµοποιεί στις έρευνές του, απευθυνόµενος σε ένα κοινό που δεν είναι ερευνητές 

µαθηµατικοί. Ένας συλλογισµός που, αν προεκταθεί λίγο, µπορεί να µας οδηγήσει 

στην υπόθεση ότι ο Πάππος αναφέρεται στη θεωρητική ανάλυση µε στόχο να συµ-

βιβάσει από τη µια την ερευνητική µαθηµατική παράδοση και από την άλλη το φι-

λοσοφικό-κοινωνικό πλαίσιο µέσα στο οποίο καλείται να τη διαχειριστεί.  

 Οι Berggren & Van Brummelen (2000, 14), συµφωνούν µε την άποψη του Ma-

honey, ότι η ανάλυση ήταν µια συλλογή τεχνικών για την επίλυση προβληµάτων, 

αναγνωρίζοντας ταυτόχρονα ότι υπήρξαν έστω και ελάχιστες θεωρητικές αναλύσεις, 

ενώ προσθέτουν ότι ιδιαίτερα στην Ισλαµική γεωµετρία οι γεωµετρικές αναλύσεις 

που αφορούν θεωρήµατα είναι ακόµη πιο σπάνιες, κάτι που θεωρούν ότι ενισχύει 

επιπλέον το επιχείρηµα του Mahoney.  

Αρκετοί ακόµη σύγχρονοι µελετητές υποστηρίζουν τη θέση του Mahoney, ότι η 

ανάλυση αφορά τα προβλήµατα, κυρίως µε το επιχείρηµα της σπανιότητας της εµ-

φάνισης θεωρητικών αναλύσεων. Ανάµεσά τους ο Jones (1986, 67), ο Behboud 

(1994, 57) και ο Netz (2000, 147-148), ο οποίος µεταξύ των άλλων αναφέρει ως 

πρώτο από τα σηµεία στα οποία θεωρεί ότι υπάρχει οµοφωνία στην τρέχουσα βι-

βλιογραφία για την ανάλυση: «Οτιδήποτε κάνουν οι αναλύσεις το κάνουν καλύτερα 

για τα προβλήµατα παρά για τα θεωρήµατα».  

Οι Hintikka & Remes (1974, 22,28), αναλύοντας ένα από τα ελάχιστα παραδείγ-

µατα θεωρητικής ανάλυσης όπως αναφέρουν, από το 4ο βιβλίο του Πάππου (4η πρό-

ταση), παρατηρούν ότι είναι πολύ σύντοµο έως ανύπαρκτο το βεβαιωτικό µέρος της. 

Παραδέχονται επίσης, ότι αυτό το µέρος είναι πολύ σηµαντικό για µια ανάλυση, και 

ήταν αυτό ακριβώς το µέρος της προβληµατικής ανάλυσης που ο Hankel (1874) θε-

ώρησε ως «την» ανάλυση, για αυτό και το ονόµασε «resolution», που σηµαίνει ανά-

λυση. Παρόλο που παρατηρούν και συζητούν όµως αυτή τη διαφορά, ανάµεσα στη 

θεωρητική και την προβληµατική ανάλυση, σε άλλα σηµεία της εργασίας τους 

(1974, 47, 59), δηλώνουν ότι τα δύο είδη ανάλυσης, µεθοδολογικά και επιστηµολο-

γικά, είναι το ίδιο. Αυτή την άποψή τους τη στηρίζουν στο γεγονός ότι βρίσκουν 

τρία θεωρήµατα, όπως λένε, που το βεβαιωτικό µέρος τους είναι παρόµοιο µε αυτό 

της προβληµατικής ανάλυσης. Ο Καρασµάνης (1993, 190), όµως, σωστά υποστηρί-
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ζει ότι αυτές οι τρεις προτάσεις δεν είναι θεωρήµατα αλλά πορίσµατα, που σηµαίνει 

ούτε θεωρήµατα ούτε προβλήµατα σύµφωνα µε τον Πάππο. Εµείς, στο σηµείο αυτό, 

θα προσθέσουµε ότι σύµφωνα µε την τρίτη περιγραφή του Πάππου, που διακρίνει 

δύο είδη αναλύσεων θεωρητική και προβληµατική, δεν διακρίνεται κάποια διαφορά 

ως προς τη δοµή των δύο ειδών ανάλυσης, γεγονός που επίσης αντιτίθεται στην 

πραγµατικότητα της ανυπαρξίας του βεβαιωτικού µέρους της λεγόµενης θεωρητικής 

ανάλυσης. Θεωρώντας, σύµφωνα µε την ερµηνεία µας για τη γεωµετρική ανάλυση, 

ότι το βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης είναι ένα συστατικό στοιχείο της µεθόδου25, 

θα συνταχθούµε µε τη θέση του Mahoney, ότι η ανάλυση που αφορούσε τα θεωρή-

µατα αν υπήρξε, υπήρξε ως ένα δευτερεύον και µεταγενέστερο στάδιο της ανάλυσης 

προβληµάτων. 

 Τέλος, οι Hintikka & Remes (1974, 84-85), κάνοντας µια ιστορική αναδροµή 

της γεωµετρικής ανάλυσης, αναγνωρίζουν ότι τα κείµενα τα οποία αναφέρονται στη 

γεωµετρική ανάλυση πριν από τον Ήρωνα αφορούν «σχεδόν αποκλειστικά»26 την 

προβληµατική ανάλυση. Αναφέρουν χαρακτηριστικά ότι αν ο Ιπποκράτης και οι Πυ-

θαγόρειοι γνώριζαν πραγµατικά τη µέθοδο, θα τη εφάρµοζαν µόνο σε προβλήµατα 

αλλά δυστυχώς δεν διασώθηκε κανένα γνήσιο κείµενο που αφορά ανάλυση πριν τον 

Αριστοτέλη. Για τον Αριστοτέλη αναγνωρίζουν ότι το παραδειγµατικό είδος ανάλυ-

σης ήταν η προβληµατική ανάλυση. Επίσης, δηλώνουν ότι τα δύο αρχαιότερα παρα-

δείγµατα ανάλυσης που αποδίδονται από τον Ευτόκιο στον Μέναιχµο είναι προβλη-

µατικές αναλύσεις. Με άλλα λόγια, αναγνωρίζουν ουσιαστικά, έχοντας αναφερθεί 

και στον Αρχιµήδη και τον Απολλώνιο, κάτι που υποστηρίζουµε και εµείς, ότι όλες 

οι αναλύσεις της κλασικής εποχής που έχουν σωθεί, αφορούν την προβληµατική α-

νάλυση.  

∆ιάφοροι µελετητές της γεωµετρικής ανάλυσης όταν θέλουν να αναφερθούν στη 

θεωρητική ανάλυση επικαλούνται τις πέντε παρεµβληµένες προτάσεις στο ΧΙΙΙ βι-

βλίο του Ευκλείδη, οι οποίες συνήθως αποδίδονται στον Ήρωνα (1ος µ.Χ αι.). Ο 

Knorr (1986, 358), µετά από συζήτηση, καταλήγει ότι η παρουσίαση αυτών των 

                                           
25  Ο Hankel (1874), δεν το ονόµασε τυχαία ανάλυση και οι Hintikka & Remes (1974, 67) παρα-
δέχονται ότι είναι το «περισσότερο αναλυτικό µέρος της ανάλυσης». 

26  Χωρίς να διευκρινίζουν το αν υπάρχει κείµενο της κλασικής εποχής που αφορά τη θεωρητική 
ανάλυση και ποιο είναι αυτό. Πιθανόν να εννοούν τις πέντε εµβόλιµες προτάσεις στο ΧΙΙΙ βι-
βλίο του Ευκλείδη, οι οποίες όπως θα φανεί παρακάτω αφενός δεν ανήκουν στην κλασική ε-
ποχή και αφετέρου κάποιοι εύλογα θεωρούν ότι δεν πρέπει να θεωρούνται ως αναλύσεις.  
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προτάσεων ως περιπτώσεων ανάλυσης είναι εντελώς τεχνητή («completely 

artificial»), γιατί ο συγγραφέας τους θεωρεί την ανάλυση από την ερµηνευτική της 

µορφή, χωρίς να παρουσιάζει τον ευρετικό της ρόλο. Ο Καρασµάνης (1993, 182-

183), επίσης, αποδεικνύει τεκµηριωµένα ότι δεν πρόκειται για περιπτώσεις ανάλυ-

σης σύνθεσης αλλά: «συνθετικής µόνο απόδειξης δύο αντίστροφων προτάσεων.» 

Έτσι µειώνονται ακόµη περισσότερο οι περιπτώσεις θεωρητικής ανάλυσης που πε-

ριλαµβάνονται στα ελληνικά Μαθηµατικά.  

Αυτός που υποστήριξε εντονότερα από όλους το ρόλο των προβληµάτων στα 

ελληνικά Μαθηµατικά, αλλά και ειδικότερα στη γεωµετρική ανάλυση της κλασικής 

εποχής είναι ο Knorr (1986). Στο τελευταίο κεφάλαιο του βιβλίου του, το οποίο έχει 

τίτλο «Appraisal of the Analytic Field in Antiquity», σκιαγραφεί την πορεία της α-

νάλυσης από την κλασική εποχή ως την ύστερη αρχαιότητα. Το χαρακτηριστικό επί-

θετο µε το οποίο ο Knorr (1986, 358-360) αναφέρεται στη θεωρητική ανάλυση και 

την ύπαρξή της, είναι «τεχνητή» («artificial»). Αφού αναφερθεί στην ανυπαρξία θε-

ωρητικών αναλύσεων στη µαθηµατική βιβλιογραφία της κλασικής εποχής και την 

ύπαρξη µικρού αριθµού ήσσονος µαθηµατικής αξίας θεωρητικών αναλύσεων της 

εποχής των σχολιαστών (στους οποίους συµπεριλαµβάνει και τον Πάππο), ο Knorr 

(1986, 360), αναζητά στην αιτία για την οποία υπήρξε αυτό το «τέχνασµα», όπως 

χαρακτηρίζει την θεωρητική ανάλυση. Αναφέρει συγκεκριµένα, ότι οι σχολιαστές 

της ύστερης αρχαιότητας τυφλωµένοι από την Πλατωνική οντολογία, επιχειρούν να 

επιβάλλουν στην κλασική γεωµετρία µια ερµηνεία την οποία αυτή δεν υποστηρίζει. 

Προσπαθούν επιπλέον, υποστηρίζει (1986, 367-370), να εισάγουν φιλοσοφικά στοι-

χεία στις περιγραφές, την ερµηνεία και τις κριτικές των έργων της παλιότερης παρά-

δοσης ενώ χρησιµοποιούν και τη γλώσσα της φιλοσοφίας. Η προτεραιότητα των θε-

ωρηµάτων έναντι των προβληµάτων που είχε τη ρίζα της στη ιδεαλιστική φύση των 

γεωµετρικών οντοτήτων, τους οδηγεί να υποστηρίξουν την άποψη ότι η µέθοδος της 

ανάλυσης είχε εφαρµογή και στην έρευνα των θεωρηµάτων. Ένας ισχυρισµός ο ο-

ποίος δεν έχει βάση στην πραγµατική βιβλιογραφία της γεωµετρίας. Κατά συνέπεια, 

καταλήγει ο Knorr, δεν θα πρέπει, όπως κάνουν µερικοί σύγχρονοι ερευνητές, να 

δίνουµε σε ένα απόσπασµα από τον Πάππο µεγαλύτερο βάρος σε σχέση µε τη φύση 

της µεθόδου από ότι στο σύνολο των προβληµάτων της γεωµετρικής ανάλυσης. 
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Κλείνοντας τη συζήτηση γύρω από τη διάκριση ανάµεσα σε προβληµατική και 

θεωρητική ανάλυση, θα επαναλάβουµε ότι η Ελληνική γεωµετρική ανάλυση στην 

ουσία της ήταν και παρέµεινε η προβληµατική ανάλυση, παρά τις προσπάθειες κά-

ποιων για φιλοσοφικούς ή άλλους λόγους κοινωνιοπολιτισµικού πλαισίου27 που δεν 

αφορούν την ίδια τη µαθηµατική παραγωγή να εισάγουν τη λεγόµενη «θεωρητική 

ανάλυση». Η «θεωρητική ανάλυση» δεν λειτούργησε την κλασική εποχή, όπως απο-

δεικνύει η παντελής απουσία παραδειγµάτων και αναφορών σε αυτήν και όταν εµ-

φανίστηκε στη σκηνή των µαθηµατικών κατά την ύστερη αρχαιότητα, το κυρίως έρ-

γο της Ελληνικής γεωµετρικής ανάλυσης είχε ήδη παιχθεί.  

 

Συµπέρασµα 

 

Μετά από τη µελέτη των αναλύσεων του Μέναιχµου, του Αρχιµήδη και του Απολ-

λώνιου που διασώθηκαν, και τη σύγκρισή τους τόσο µε τις περιγραφές του Πάππου 

όσο και µε τη συνολικότερη πρακτική του, µπορούµε να πούµε ότι η δοµή της µεθό-

δου της γεωµετρικής ανάλυσης παραµένει ίδια σε όλη την πορεία των ελληνικών 

Μαθηµατικών. Επίσης, τα εργαλεία που χρησιµοποιούνται σε αυτήν την µέθοδο, 

όπως είναι τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη και άλλες αναλύσεις που έχουν προηγηθεί αλ-

λά και η ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµένων» που χρησιµοποιείται στο βεβαιωτικό 

µέρος της ανάλυσης, παραµένουν στην ουσία τους αναλλοίωτα παρά τη µεσολάβηση 

αρκετών αιώνων. Οι όποιες επιφανειακές διαφορές στα διάφορα κείµενα γεωµετρι-

κής ανάλυσης, ακόµη και των ίδιων συγγραφέων, όπως είναι ο ακριβής χωρισµός ή 

το µέγεθος κάθε φορά των µερών της ανάλυσης (υποθετικό- βεβαιωτικό), δεν έχουν 

να κάνουν µε την ουσία και τη δοµή της µεθόδου, αλλά µε το διαφορετικό τρόπο 

γραφής και αντίληψης της δυσκολίας από τον κάθε ερευνητή για το διαφορετικό κά-

θε φορά και σε διαφορετικό πλαίσιο πρόβληµα. Αν συνυπολογίσουµε δηλαδή, τις 

διαφορετικές εποχές, τη δυσκολία διάδοσης των µεθόδων, τη διαφορετικότητα των 

                                           
27  Στο ρόλο που πιθανότατα έπαιξε το κοινωνικό και το πολιτισµικό πλαίσιο της εποχής που 
γράφει ιδιαίτερα ο Πάππος, έχουν αναφερθεί όπως είδαµε ο Mahoney (1968), ο Knorr (1986) 
και εκτενέστερα και πιο τεκµηριωµένα η Cuomo (2000). Η Cuomo, στις θέσεις της οποίας θα 
αναφερθούµε πάλι στην τελευταία ενότητα του εποµένου κεφαλαίου, αναφέρει ότι ο Πάππος 
γράφει απευθυνόµενος στο κοινωνιοπολιτισµικό περιβάλλον της εποχής του από το οποίο ε-
ξαρτάται και έναντι του οποίου θέλει να ισχυροποιήσει τη θέση του, αναδεικνύοντας αλλά και 
ταυτόχρονα περιχαρακώνοντας το χώρο των Μαθηµατικών.  
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προβληµάτων, τη διαφορετικότητα αλλά και τη µεγάλη δηµιουργικότητα του καθε-

νός από αυτούς τους ερευνητές, δεν µπορούµε παρά να καταλήξουµε στο συµπέρα-

σµα ότι η µέθοδος της γεωµετρικής προβληµατικής ανάλυσης παραµένει αναλλοίω-

τη. Μοναδική ίσως παραφωνία, οι απόπειρες κάποιων σχολιαστών κυρίως της ύστε-

ρης αρχαιότητας και του Πάππου να εισάγουν, για λόγους που δεν αφορούσαν τη 

µαθηµατική παραγωγή, τη λεγόµενη «θεωρητική ανάλυση», µέσα από λίγες προτά-

σεις και µια τεχνητή διάκριση της γεωµετρικής ανάλυσης, που δεν βρίσκουν όµως 

στήριγµα στη µαθηµατική βιβλιογραφία της κλασικής εποχής ούτε είναι ικανές να 

τροποποιήσουν την εικόνα Ελληνικής γεωµετρικής ανάλυσης.  

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8 

 

Η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον», τα ∆εδοµένα  

και η αξία του Ευκλείδη ως ερευνητή 
 

Σε αυτό το τελευταίο κεφάλαιο της διατριβής µας θα κάνουµε καταρχήν µια τελική 

αποτίµηση της ορολογίας «δοθέν» – «δεδοµένον» στα αρχαία ελληνικά Μαθηµατι-

κά. Με βάση τα συµπεράσµατά µας για την ορολογία αυτή και την ερµηνεία µας για 

τη γεωµετρική ανάλυση, στη συνέχεια, θα επανέλθουµε στο έργο του Ευκλείδη ∆ε-

δοµένα και θα συζητήσουµε τον «αναλυτικό» τρόπο µε τον οποίο είναι γραµµένο 

καθώς και τον τρόπο που λειτουργούν οι προτάσεις του, κάνοντας αντιπαραβολή µε 

αντίστοιχες προτάσεις των Στοιχείων. Τέλος, θα προσπαθήσουµε να αναδείξουµε 

κάτι που ως τώρα δεν είχε αναδειχθεί: την αξία του Ευκλείδη ως ερευνητή.  

 

8.1. Η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» 

 

Ως τώρα στη διατριβή µας, αναφερθήκαµε τόσο στην έλλειψη διάκρισης ανάµεσα 

στους όρους «δοθέν» και «δεδοµένον» όσο και στην αδυναµία ουσιαστικής κατα-

νόησης που υπήρχε µέχρι σήµερα, σχετικά µε τον τρόπο που οι όροι αυτοί λειτουρ-

γούν στα ελληνικά Μαθηµατικά κείµενα, όπως είναι ∆εδοµένα του Ευκλείδη και τα 

προβλήµατα από τον Αρχιµήδη, τον Απολλώνιο και τον Πάππο που αντιµετωπίζο-

νται µε τη µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης. Αναδείξαµε τη σύνδεση1 της ορολο-

γίας «δοθέν» – «δεδοµένον» µε κείµενα εκτός µαθηµατικών, για παράδειγµα φιλο-

σοφικά και ιστορικά, όπως έχουν προσπαθήσει να κάνουν και άλλοι στο παρελθόν2. 

Αναπτύξαµε τη γλωσσική αλλά και φιλοσοφική διάκριση των δύο όρων, µε τη βοή-

θεια των οποίων προχωρήσαµε στην ερµηνεία του «βεβαιωτικού» µέρους της γεω-

µετρικής ανάλυσης αλλά και αντίστροφα, επιβεβαιώσαµε αυτές τις διακρίσεις των 

δύο όρων µέσα από τα παραδείγµατα της γεωµετρικής ανάλυσης. Αυτά που αποµέ-

                                           
1  Αναφερόµαστε σε σύνδεση της ορολογίας µε την έκφραση «λόγον διδόναι» και όχι σε όρους 
όπως προέλευση – καταγωγή που θα προσέδιδαν την έννοια της προτεραιότητας, χρονικής ή 
εννοιολογικής, που θα ήταν και δύσκολο να αποδοθεί αλλά είναι και έξω από τους στόχους 
της παρούσας διατριβής.  

2  Knorr (1986, 110-111). 
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νουν να κάνουµε, µε στόχο µια όσο το δυνατόν πληρέστερη αποτίµηση της ορολογί-

ας αυτής, είναι η αποσύνδεση καταρχήν των δύο όρων από τον όρο «γνωστό», η α-

νάπτυξη στη συνέχεια των ορισµών των ειδών του «δεδοµένου» του Ευκλείδη και 

τέλος η µελέτη των διαφόρων τρόπων µε τους οποίους εµφανίζονται στα κείµενα το 

«δοθέν» και το «δεδοµένον».  
 

8.1.1. Οι όροι «δοθέν» και «δεδοµένον» δεν σηµαίνουν «γνωστό» 

 

Η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» είναι ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό των Ελληνι-

κών Μαθηµατικών, όχι τόσο κατανοητό σε εµάς µέχρι σήµερα, που συνδέεται ειδι-

κότερα µε τα προβλήµατα και το δεύτερο στάδιο της γεωµετρικής τους ανάλυσης το 

«βεβαιωτικό», όπως είδαµε µέσα από τα κείµενα του Ευκλείδη, του Αρχιµήδη, του 

Απολλώνιου και του Πάππου. Ειδικότερα, το έργο του Ευκλείδη ∆εδοµένα, χαρα-

κτηρίζεται από αυτή την ορολογία.  

Η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» δεν χρησιµοποιείται όµως στα σύγχρονα 

µαθηµατικά και αν κάπου κάποιος από τους δύο όρους χρησιµοποιηθεί σήµερα αυτό 

γίνεται µε αρκετά διαφορετικό τρόπο, που όπως έχουµε προαναφέρει συνήθως πα-

ραπέµπει στον όρο «γνωστό». Χαρακτηριστικά ο Taisbak (2003) στην πρώτη σελίδα 

της εισαγωγής του βιβλίου του αναφέρει: 

Ο Manitius (και επίσης ο Toomer 70 χρόνια αργότερα…) ήταν πεπεισµένος ότι 

ουδείς σύγχρονος µαθηµατικός θα χρησιµοποιούσε το κατηγόρηµα «είναι δεδο-

µένον» για κάτι το οποίο έχει βρεθεί ή αποδειχθεί. Αλλά οι Έλληνες το έκαναν, 

και αυτό είναι ένα ασυνήθιστο γεγονός το οποίο πρέπει να γίνει κατανοητό, προ-

κειµένου να αποτιµηθούν σωστά τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη.  

Ο Taisbak έχει δίκιο ότι αν δεν κατανοήσουµε την έννοια του «δεδοµένου» δεν 

θα είµαστε ικανοί να κατανοήσουµε και να εκτιµήσουµε τα ∆εδοµένα. Μας προβλη-

µατίζει όµως όταν παρακάτω (σ. 22), επανέρχεται στην έννοια του «δεδοµένου» δη-

λώνοντας ότι: «η καθαυτό έννοια του δεδοµένου παραµένει µη ορισµένη (και δεν 

µπορεί να οριστεί, αν δεν κάνω λάθος)». Με άλλα λόγια φαίνεται να θεωρεί ότι, το 

γεγονός ότι µέχρι σήµερα δεν είµαστε σε θέση να κατανοήσουµε και να δώσουµε 

ένα σαφή τον ορισµό του «δεδοµένου» µπορεί να σηµαίνει ότι δεν ήταν ούτε ο ίδιος 

ο Ευκλείδης ή οι άλλοι µαθηµατικοί που το χρησιµοποιούσαν. Μια δήλωση µε την 

οποία δεν θα συµφωνήσουµε.  



 237

Θεωρούµε ότι µια από τις βασικές αιτίες έλλειψης ουσιαστικής κατανόησης της 

λειτουργίας των όρων «δοθέν» και «δεδοµένον», εκτός από την έλλειψη διάκρισης 

ανάµεσα τους που έχουµε ήδη αναλύσει σε προηγούµενα κεφάλαια της διατριβής 

µας, είναι και η λανθασµένη απόδοση των δύο όρων µε έναν όρο από το σύγχρονο 

εννοιολογικό πλαίσιο το «γνωστό». Η σηµερινή λειτουργία του όρου «δεδοµένον» 

στην καθηµερινή οµιλία αλλά και στη µαθηµατική ορολογία ταυτίζεται µε το «γνω-

στό»3. Η λανθασµένη αυτή απόδοση φαίνεται ότι ξεκινά από την αρχαιότητα και 

φτάνει µέχρι τις µέρες µας. Ας δούµε όµως πως οι κατά καιρούς µελετητές έχουν 

διολισθήσει στον όρο «γνωστό», αρχίζοντας από τους πιο σύγχρονους και πηγαίνο-

ντας προς την αρχαιότητα. 

Ο Taisbak (2003), αναφέρει χαρακτηριστικά για τον όρο “given”:  

Στα µαθηµατικά εντούτοις, ο όρος given4 χρησιµοποιείται κατά ιδιωµατικό τρόπο 

για τις συνθήκες στην αρχή του προβλήµατος. Συχνά το Given σου πετάγεται, την 

ίδια ώρα, ώστε να µην µπορείς να το ξεφορτωθείς, ούτως ώστε να πρέπει να χρη-

σιµοποιήσεις αυτό το αντικείµενο και να πειθαρχήσεις σε αυτή τη σχέση και όχι 

σε άλλα. Αν αφήσουµε τους εαυτούς µας να οδηγηθούν από αυτό που περιµένου-

µε ότι εννοεί ο µαθηµατικός µε το «given», έρχεται στο µυαλό µας κάποια λέξη 

όπως το «γνωστό»: Τι είναι λάθος τότε µε τη λέξη «γνωστό»; Τίποτε βέβαια, (και 

οι µαθηµατικοί του µεσαιωνικού Ισλάµ το χρησιµοποίησαν στις αναλύσεις τους 

µε συνέπεια), αλλά ο Ευκλείδης για κάποιο λόγο δεν το χρησιµοποίησε. Στα σχό-

λιά µου χρησιµοποιώ (απρόθυµα) µερικές φορές το ρήµα «γνωρίζω», γιατί δεν 

µπορώ να σκεφτώ καλύτερη λέξη για να περιγράψω την πληροφορία που αφορά 

[εννοεί ο όρος «given»].  
 

Ο Knorr (1986, 110) αναφερόµενος σε ένα παράδειγµα γεωµετρικού τόπου από 

τα Μετεωρολογικά του Αριστοτέλη διατηρεί τον όρο «given» για να αποδώσει τόσο 

το «δοθέν» όσο και το «δεδοµένον», όπως κάνουν άλλωστε οι περισσότεροι σύγχρο-

νοι µελετητές. Στην προσπάθειά του όµως, να αποσαφηνίσει τον τρόπο µε τον οποίο 

αντιλαµβάνεται ότι τα διάφορα στοιχεία της χαµένης ανάλυσης που ανακατασκευά-

                                           
3  Αναφερόµαστε για παράδειγµα στα Data ενός προγράµµατος του ηλεκτρονικού υπολογιστή, 
εννοώντας τα αριθµητικά ή άλλα γνωστά στοιχεία που πρέπει να εισάγουµε στον υπολογιστή 
προκειµένου να τρέξει το πρόγραµµα.  

4  Ο Taisbak (1991, 2003) δεν διακρίνει ανάµεσα στους όρους «δοθέν» και «δεδοµένον» και 
αναφέρεται και στους δύο µε τον κοινό όρο «given».  
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ζει είναι «δοθέντα» – «δεδοµένα», αναφέρεται και αυτός σε αυτά σε αυτά ως τα 

«γνωστά»: 
 

Αναφερόµενοι πάλι στο δείγµα της ανάλυσης που έχουµε παραθέσει, παρατηρού-

µε πως το καταληκτικό τµήµα σχηµατίζεται από µια σειρά από «givens», το κάθε 

ένα από τα οποία καθορίζεται από τα προηγούµενα, µέχρι να καταλήξουµε στο 

ζητούµενο της κατασκευής ως given. Η υιοθέτηση αυτής της ορολογίας δεν είναι 

απλά και µόνο ένας φορµαλισµός· εξυπηρετεί ένα κρίσιµο σκοπό, να διαχωρίζει 

δύο οµάδες όρων οι οποίες είναι εντελώς διαφορετικού λογικού επιπέδου. Κά-

ποιοι όροι είναι γνωστοί (are known) µόνο υποθετικά, υπό την έννοια ότι έπονται 

της υπόθεσης της ανάλυσης ότι δηλαδή η κατασκευή έχει πραγµατοποιηθεί· άλλοι 

όροι όµως είναι γνωστοί (are known) συνεπεία του ορισµού της κατασκευής η 

οποία πρόκειται να παραχθεί. Οι τελευταίοι είναι τα «givens».  
 

Ο Michaux (1947, 43) επηρεασµένος από τις απόψεις των µαθηµατικών της ε-

ποχής του, αναφερόµενος στη σπουδαιότητα της αναλυτικής µεθόδου για τα µαθη-

µατικά5, βλέπει µέσα στα ∆εδοµένα προτάσεις, οι οποίες αφορούν µετασχηµατι-

σµούς που οδηγούν από το ένα «γνωστό» στο επόµενο. Συγκεκριµένα, αναφέρει ως 

παράδειγµα, το µαθηµατικό περιεχόµενο της πρότασης 5 των ∆εδοµένων όπως εκεί-

νος το αντιλαµβάνεται: 

Έτσι, για παράδειγµα, αν ο λόγος 
a
b  είναι γνωστός (connu), συµπεραίνουµε αµέ-

σως, παραπέµποντας στην πρόταση 5, ότι ο 
a

a - b  είναι γνωστός (connu).  

Η πρόταση 5 των ∆εδοµένων όµως αναφέρει αντίστοιχα: «Ἐὰν µέγεθος πρὸς 

ἑαυτοῦ τι µέρος λόγον ἔχῃ δεδοµένον, καὶ πρὸς τὸ λοιπὸν λόγον ἕξει δεδοµένον.» 

Βλέπουµε δηλαδή, ότι και ο Michaux χρησιµοποιεί τον όρο «γνωστό» προκειµένου 

να αποδώσει τον ελληνικό όρο «δεδοµένον», κάτι που κάνει σε αρκετά σηµεία της 

µελέτης του.  
 

Ο Schmidt (1987, 12), ο οποίος όπως έχουµε ήδη αναφέρει (§ 1.1), είναι ο µόνος 

από τους σύγχρονους ερευνητές που προσπάθησε να διακρίνει ανάµεσα στο «δοθέν» 

                                           
5  ∆ηλαδή την άλγεβρα, όπως ο ίδιος αναφέρει στην ίδια σελίδα της µελέτης του. 
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και το «δεδοµένον», κατέληξε στο συµπέρασµα ότι µόνο το «δοθέν» αντιστοιχεί στο 

«γνωστό»:  

… η έννοια του «γνωστού» όπως µόλις συζητήθηκε [ως η κεντρική αλγεβρική έν-

νοια] αντιστοιχεί στενά στην Ελληνική προσδιοριστική (επιθετικού προσδιορι-

σµού) µετοχή δοθέν … Και αυτή αντιστοιχεί στο ευθύ αντικείµενο µιας πράξης δο-

σίµατος της οποίας εµείς είµαστε το αίτιο. Αλλά η ελληνική τέχνη της Ανάλυσης 

επικεντρώθηκε γύρω από το δεδοµένον, το οποίο ήταν το έµµεσο αντικείµενο µιας 

πράξης δοσίµατος για την οποία ήταν υπεύθυνα τα άλλα γεωµετρικά σχήµατα. 

∆ιαφοροποιείται µε άλλα λόγια από τους υπόλοιπους ερευνητές αποδίδοντας 

µόνο το «δοθέν» µε το «γνωστό». Το «γνωστό»µε την έννοια του αλγεβρικά γνω-

στού, όπως ο ίδιος ο Schmidt αναγνωρίζει παρακάτω, όταν στην προσπάθειά του να 

αντιδιαστείλει την έννοια του «δεδοµένου» µε την έννοια του «γνωστού» επισηµαί-

νει ότι από τους περισσότερους χρησιµοποιούνται ως όροι ανάλογοι, ενώ έχουν ε-

ντελώς διαφορετική αποβλεπτικότητα, αφού ο ένας αφορά τον γεωµετρικό, ενώ ο 

άλλος τον αλγεβρικό τρόπο σκέψης. ∆εν καταφέρνει τελικά και αυτός να αποδε-

σµευτεί από το σύγχρονο εννοιολογικό µας πλαίσιο προκειµένου να διακρίνει το 

«δοθέν» από το «γνωστό».  
 

Στα αραβικά µαθηµατικά, επίσης, ο όρος «γνωστό» χρησιµοποιείται αντί των 

όρων «δοθέν» και «δεδοµένον», σύµφωνα µε τους Bergrren & Van Brummelen 

(2000, 25-28). Οι Bergrren & Van Brummelen θέτουν το ερώτηµα: «Τι σηµαίνει 

‘given’, ή ‘known’, και υπάρχει κάποιο νόηµα στην αλλαγή της διατύπωσης από την 

Ελλάδα στο Ισλάµ;» (What does «given», or «known», mean, and is there any sig-

nificance to the change in wording from Greece to Islam?) Ο τρόπος µε τον οποίο 

είναι διατυπωµένο το ερώτηµα, φανερώνει ότι δεν αντιλαµβάνονται το «given» και 

το «known» ως δύο διαφορετικούς όρους αλλά ως έναν όρο, που ίσως στην πορεία 

του χρόνου έχει τροποποιηθεί κάπως η σηµασία του. ∆ιαφορετικά η ερώτηση τους 

θα έπρεπε να αρχίζει: «What do ‘given’ or ‘known’ mean…». Αλλά και σε προη-

γούµενη υποσηµείωσή τους, που αφορά τον όρο «given» (2000, 10, υποσηµ. 23) 

προαναγγέλλουν τη συζήτηση που θα ακολουθήσει γράφοντας: «Θα συζητήσουµε 

πιθανές εναλλακτικές σηµασίες για τον όρο ‘given’ (or ‘known’) αργότερα σε αυτή 

την εργασία.» Έκφραση η οποία επιβεβαιώνει για µια ακόµη φορά το γεγονός ότι οι 

Bergrren & Van Brummelen αντιλαµβάνονται τους δύο όρους ως έναν.  
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Όµως το πρόβληµα της απόδοσης των δύο όρων «δοθέν» και «δεδοµένον», µε 

το «γνωστό», φαίνεται ότι έχει τις ρίζες του στην αρχαιότητα, αφού ο Μαρίνος (234, 

17) κατονοµάζει τον ∆ιόδωρο ως έναν από αυτούς που όρισαν το «δεδοµένον» ως το 

«γνώριµον». Συνεχίζει ακόµη (244, 21-246, 3), θέλοντας να κάνει φανερή τη διαφο-

ρά του «γνώριµον» από το «πόριµον» που τον ενδιαφέρει ιδιαίτερα, εξαιτίας του ότι 

παρακάτω θα αποτελέσει για αυτόν τον µόνο επαρκή ορισµό για το «δεδοµένον»: 

Σε ό,τι αφορά όµως στη σχέση του γνωρίµου προς το πόριµον, από τη µια είναι 

εύκολο στον καθένα να διακρίνει την οµοιότητα, από την άλλη όµως είναι δύ-

σκολο να βρει τη διαφορά. ∆ιότι η φύση του ενός προσεγγίζει τόσο πολύ τη φύση 

του άλλου, ώστε να δίνουν την εντύπωση ότι ταυτίζονται. Ωστόσο, εάν κάποιος 

τα εξετάσει µε λεπτοµέρεια, θα διακρίνει ότι υπάρχει κάποια διαφορά: είναι δη-

λαδή εξίσου φανερό και γνώριµον ότι µια είναι η εφαπτοµένη στην έλικα από ένα 

σηµείο· αλλά δεν είναι γι’ αυτό το λόγο ήδη πόριµον το πρόβληµα, αν δεν έχει 

ακόµα συλληφθεί από τη νόηση. [Menge 246] Κατά συνέπεια, κάθε γνώριµον δεν 

είναι και πόριµον· όµως καθετί πόριµον είναι και γνώριµον. Εποµένως, το γνώρι-

µον είναι πιο γενικό από το πόριµον. 

Όταν παρακάτω ο Μαρίνος χρειαστεί να απορρίψει όλους τους άλλους µονολε-

κτικούς ορισµούς του «δεδοµένου» εκτός από το «πόριµον», θα αναφέρει (250, 12-

14) πάλι για το «γνώριµον»: 

Ούτε εκείνος ο ορισµός που το ορίζει [το δεδοµένον] ως το γνώριµον είναι επαρ-

κής, διότι δεν µπορεί κάθε τέτοιο [γνώριµον] να συλληφθεί από τη νόηση, έστω 

και αν µόνο αυτό [µπορεί να συλληφθεί από τη νόηση]· διότι το άγνωστον δεν θα 

µπορούσε να συλληφθεί από τη νόηση. 
 

Ο παραπάνω συλλογισµός του Μαρίνου δεν είναι τόσο εύκολα κατανοητός. Αν 

χρησιµοποιήσουµε ένα απλό ανάλογο συνολοθεωρητικό παράδειγµα, αντικαθιστώ-

ντας στο συλλογισµό του Μαρίνου, στη θέση του «γνώριµον» την ιδιότητα του κατοί-

κου Αττικής και στη θέση του «καταληπτόν» (αυτού που µπορεί να συλληφθεί από τη 

νόηση) την ιδιότητα του κατοίκου Χολαργού γίνεται ευκολότερα κατανοητός: «αν κά-

ποιος είναι κάτοικος Αττικής δεν είναι αναγκαία και κάτοικος Χολαργού, γιατί δεν 

µπορεί κάθε κάτοικος Αττικής να είναι κάτοικος Χολαργού, αν και µόνο οι κάτοικοι 

Αττικής µπορούν – γιατί οι εκτός Αττικής κάτοικοι δεν θα µπορούσαν να είναι κάτοι-

κοι Χολαργού». Εδώ δηλαδή ο Μαρίνος επανέρχεται για να απορρίψει το «γνώριµον» 

ως επαρκή ορισµό για το «δεδοµένον» µε την αιτιολογία ότι δεν µπορεί κάθε «γνώρι-
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µον» να συλληφθεί από τη νόηση, κάτι που συµβαίνει όπως αναφέρει αµέσως παρα-

κάτω µόνο για το «πόριµον» που είναι ο µόνος επαρκής ορισµός για το «δεδοµένον». 

Επαναλαµβάνει ουσιαστικά τη θέση που διατύπωσε προηγουµένως ότι το «γνώριµον» 

είναι πιο γενικό από το «πόριµον», επειδή για να χαρακτηριστεί κάτι ως «πόριµον» 

πρέπει να πληροί επιπλέον το κριτήριο του να έχει συλληφθεί από τη νόηση. Ερµη-

νεύοντας τα λεγόµενα του Μαρίνου συνολοθεωρητικά, µπορούµε να πούµε ότι το 

«καταληπτόν» είναι γνήσιο υποσύνολο του «γνώριµον».6 Θέση που επιβεβαιώνει και 

ο Μαρίνος αµέσως µετά (250, 23-24), όταν αποδέχεται ως µόνο τέλειο µη µονολεκτι-

κό ορισµό του «δεδοµένου» το «γνώριµον και ταυτόχρονα πόριµον».  

Η διαφορά ανάµεσα στο «γνώριµον» και το «δεδοµένον», που θέλει ο Μαρίνος 

να τονίσει ιδιαίτερα είναι η «κατάληψις». Η ενέργεια της νόησης δηλαδή, όπως έ-

χουµε ήδη συζητήσει στην § 3.4, που περιλαµβάνει τη νοητική σύλληψη και την ε-

πεξεργασία. Είναι φανερό ότι οι αρχαίοι διέκριναν ανάµεσα στους όρους «γνώρι-

µον» και «πόριµον». Με σύγχρονους όρους θα λέγαµε ότι η διαφορά τους είναι η 

ενέργεια της νόησης που απαιτεί τόσο τη νοητική σύλληψη όσο και τη νοητική επε-

ξεργασία που χαρακτηρίζει µόνο την ενεργητική γνώση, αυτή που αναγνωρίζει δη-

λαδή την αιτία και τη λογική αναγκαιότητα του πράγµατος που γνωρίζει και όχι µό-

νο την επιφάνεια. Είναι η διαφορά ανάµεσα στην ενεργητική και την παθητική γνώ-

ση. Το ότι γνωρίζω κάτι δεν σηµαίνει ότι το κατανοώ κιόλας και µπορώ να το αιτιο-

λογήσω να το παρουσιάσω ως λογική αναγκαιότητα, ενώ αν έχω κατανοήσει κάτι 

και µπορώ να το αιτιολογήσω προφανώς είµαι σε θέση να το γνωρίσω. Θα θυµίσου-

µε στο σηµείο αυτό ότι οι Στωικοί στην «κατάληψη» διακρίνουν δύο µέρη: ένα α-

κούσιο και ένα εκούσιο. Το πρώτο φαίνεται να αντιστοιχεί στη νοητική σύλληψη 

που γίνεται µε τη βοήθεια της ενόρασης-intuition7 ενώ το δεύτερο αφορά µάλλον τη 

νοητική επεξεργασία που ακολουθεί χρονικά και αφορά περισσότερο την κρίση του 

ερευνητή.8  

 

                                           
6  Στην ίδια κατεύθυνση ο Michaux (1947, 77), αποδίδοντας το ίδιο χωρίο του Μαρίνου, παρι-
στάνει το «καταληπτόν» ως γνήσιο υποσύνολο του «γνώριµον», χρησιµοποιώντας διαγράµµα 
του Venn, όπου ο κύκλος του «καταληπτόν» είναι εσωτερικός του κύκλου του «γνώριµον».  

7  ∆ιαβάζουµε στο λήµµα intuition στο λεξικό Hornby Oxford Dictionary, «the immediate un-
derstanding of something without conscious reasoning or study». 

8  Θυµίζουµε τη χαρακτηριστική και πολύ διαφωτιστική διατύπωση του Σέξτου Εµπειρικού, 
Adv. Math (8.397.1-8.398.2): «ἔστι µὲν οὖν ἡ κατάληψις, ὡς ἔστι παρ᾽ αὐτῶν ἀκούειν, καταλη-
πτικῆς φαντασίας συγκατάθεσις, ἥτις διπλοῦν ἔοικεν εἶναι πρᾶγµα, καὶ τὸ µέν τι ἔχειν ἀκού-
σιον, τὸ δὲ ἑκούσιον καὶ ἐπὶ τῇ ἡµετέρᾳ κρίσει κείµενον.» 
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Όπως διαπιστώσαµε επίσης µετά από έρευνα (µε τη βοήθεια του προγράµµατος 

TLG), σε κανένα από τα κείµενα των Ελληνικών µαθηµατικών Ευκλείδη, Αρχιµήδη, 

Απολλώνιου και Πάππου, δεν εµφανίζεται ο όρος «γνώριµον». Γεγονός που επιβε-

βαιώνει τη θέση µας ότι οι Έλληνες µαθηµατικοί δεν ταύτιζαν, ούτε αντικαθιστού-

σαν τους όρους «δοθέν» ή «δεδοµένον» µε το «γνώριµον» (γνωστό). Μοναδική ε-

ξαίρεση στα αποτελέσµατα της έρευνάς µας αποτελεί η εµφάνιση του όρου «γνώρι-

µον» στο έργο του Ευκλείδη Οπτικά, στις προτάσεις 18-21. Ακριβώς όµως σε αυτές 

τις προτάσεις επιβεβαιώνεται για µια ακόµη φορά, η θέση µας για διαφορετικότητα 

ανάµεσα στο «δοθέν» και το «γνώριµον», γιατί ζητιέται από την εκφώνηση τους 

«δοθέντα» µεγέθη (όπως ύψος, βάθος, και µήκος) να γίνουν «γνώριµα». Αυτό και 

γίνεται µέσα από αποδεικτικούς συλλογισµούς στις συγκεκριµένες προτάσεις, όπου 

τα µεγέθη ενώ είναι αρχικά «δοθέντα» καταλήγουν να γίνουν «γνώριµα»9. Το γεγο-

νός αυτό από µόνο του, αποδεικνύει ότι ο ίδιος ο Ευκλείδης θεωρεί ότι το «γνώρι-

µον» δεν ταυτίζεται µε το «δοθέν», αλλά ότι µπορεί υπό συγκεκριµένες συνθήκες να 

παραχθεί από αυτό. Ως παράδειγµα µιας τέτοιας διαδικασίας παραθέτουµε την πρό-

ταση 18 από τα Οπτικά του Ευκλείδη: 

Τὸ δοθὲν ὕψος γνῶναι, πηλίκον ἐστίν, ἡλίου φαίνοντος.  

Α
Γ

Ζ

Β                 Ε                                             ∆

Α
Γ

Ζ

Β                 Ε                                             ∆  
                                           
9  Μόνο στην έκδοση των Οπτικών που αποδίδεται στον Θέωνα, στις προτάσεις 19 και 20, σε 
κάποια σηµεία εµφανίζεται ο όρος «δοθέν» στη θέση του «γνώριµον» που κανονικά θα έπρεπε 
να υπάρχει. Για παράδειγµα στο τέλος της πρότασης 20, το «βάθος» φτάνει στο τέλος να χα-
ρακτηριστεί «δοθέν» αντί για «γνώριµον», που ζητά η εκφώνηση της πρότασης. Αλλά «δο-
θέν» ήταν το «βάθος» και πριν γίνει όλος ο αποδεικτικός συλλογισµός. Η προφανής απάντηση 
στο πρόβληµα που ανακύπτει είναι ότι πρόκειται για λάθος του αντιγραφέα που δεν υπάρχει 
στην άλλη έκδοση των Οπτικών, την οποία οι περισσότεροι αποδίδουν άλλωστε στον Ευκλεί-
δη θεωρώντας ότι προέρχεται από αρχαιότερο πρωτότυπο, εκτός του W.R. Knorr που δεν 
συµµερίζεται αυτή τη θέση και επιχειρηµατολογεί για το αντίθετο. Κατά συνέπεια η παρατή-
ρησή µας, θα µπορούσε, σε πρώτη ανάγνωση, να αποτελέσει ένα επιπλέον επιχείρηµα στην 
πλευρά όσων υποστηρίζουν ότι το αντίγραφο του Θέωνα είναι µεταγενέστερο. Θα µπορούσε 
από την άλλη βέβαια να υποστηριχθεί ότι υπάρχει κάτι βαθύτερο πίσω από την προφανή εξή-
γηση την οποία εµείς δίνουµε. Στο σηµείο αυτό, ίσως υπάρχει ένα ερώτηµα που µένει να απα-
ντηθεί στο µέλλον µέσα από µια πιο διεξοδική και εµπεριστατωµένη έρευνα και µελέτη του 
συνόλου των Οπτικών.  
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ἔστω τὸ δοθὲν ὕψος τὸ ΑΒ, καὶ δέον αὐτὸ γνῶναι, πηλίκον ἐστίν. ἔστω µὲν ὄµµα 

τὸ ∆, ἡλίου δὲ ἀκτὶς ἡ ΓΑ συµβάλλουσα τῷ πέρατι τοῦ ΑΒ µεγέθους καὶ διήχθω 

µέχρι τοῦ ∆ ὄµµατος. ἔστω δὲ σκιὰ ἡ ∆Β τοῦ ΑΒ. καὶ κείσθω ἕτερόν τι µέγεθος τὸ 

ΕΖ συµβάλλον τῇ ἀκτῖνι µὴ πάντως καταυγαζόµενον ὑπ᾽ αὐτῆς κατὰ τὸ Ζ πέρας. 

ἥρµοσται οὖν εἰς τὸ ΑΒ∆ τρίγωνον ἕτερόν τι τρίγωνον τὸ ΕΖ∆. ἔστιν ἄρα, ὡς ἡ ∆Ε 

πρὸς τὴν ΖΕ, οὕτως ἡ ∆Β πρὸς τὴν ΒΑ. ἀλλ᾽ ὁ τῆς ∆Ε πρὸς τὴν ΕΖ λόγος ἐστὶ 

γνώριµος· καὶ ὁ τῆς ∆Β ἄρα πρὸς τὴν ΒΑ λόγος ἐστὶ γνώριµος. γνώριµον δὲ τὸ 

∆Β. γνώριµον ἄρα καὶ τὸ ΑΒ. 

Από τη συγκεκριµένη πρόταση γίνεται φανερό ότι το «δοθὲν» µέγεθος (ὕψος) έ-

γινε στο τέλος της απόδειξης «γνώριµον». Είναι σαφές επίσης ότι δεν θα είχε νόηµα 

ύπαρξης µια τέτοια πρόταση και πολύ περισσότερο η απόδειξή της, από τον ίδιο τον 

Ευκλείδη, αν αυτός θεωρούσε ότι οι δύο όροι ταυτίζονται. Άρα πρέπει να καταλή-

ξουµε ότι η ταύτιση και απόδοση των όρων «δοθέν» και «δεδοµένον» µε το «γνω-

στό» δεν είναι στη σωστή κατεύθυνση, ακόµη και αν κάποιοι στην πορεία της ιστο-

ρίας, όπως οι Άραβες, το έκαναν.  

Καταλήγοντας, θα επαναλάβουµε τη θέση µας ότι κανένας από τους όρους «δο-

θέν» και «δεδοµένον» δεν σηµαίνει «γνωστό». Η θέση µας αυτή ενισχύεται επιπλέον 

από την ερµηνεία των ορισµών των ειδών του «δεδοµένου» από τα ∆εδοµένα του 

Ευκλείδη που ακολουθεί στην επόµενη ενότητα. 
 

8.1.2. Τα είδη του «δεδοµένου» σύµφωνα µε τον Ευκλείδη 
 

Θεωρώντας ότι έχουµε διαχωρίσει πλέον την έννοια του «δεδοµένου» από το «γνω-

στό» και έχουµε επιπλέον κατανοήσει την έννοια του «δεδοµένου», ως το αποτέλε-

σµα ενός συλλογισµού που έχει «δυνητική» αναγκαιότητα, στη συνέχεια θα προ-

σπαθήσουµε να κατανοήσουµε καλύτερα τους ορισµούς των ειδών του «δεδοµένου» 

από τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη.  

Ο πρώτος ορισµός των ∆εδοµένων αφορά τα «δεδοµένα ως προς το µέγεθος». 

Συγκεκριµένα ο Ευκλείδης αναφέρει:  

∆εδοµένα τῷ µεγέθει λέγεται χωρία τε καὶ γραµµαὶ καὶ γωνίαι, οἷς δυνάµεθα ἴσα 

πορίσασθαι.  

∆ηλαδή, ένα χωρίο, µια γωνία ή ένα ευθύγραµµο τµήµα λέγεται «δεδοµένον ως 

προς το µέγεθος», όταν είµαστε ικανοί µέσα από µια λογικά έγκυρη διαδικασία να 
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φτάσουµε σε ένα ίσο µε αυτό. Αυτό που ενδιαφέρει σε αυτόν τον ορισµό, δεν είναι 

το απόλυτο (το «γνωστό» του µεγέθους) ή αυτό καθ’ αυτό το συγκεκριµένο µέγεθος, 

αλλά η «δυνατότητα» να «πορισθούµε» ένα ίσο µε αυτό. ∆ηλαδή η δυνατότητα µέσα 

από µια έγκυρη διαδικασία να φτάσουµε µε δυνητική αναγκαιότητα σε ένα ίσο µέγε-

θος.  

Το µέγεθος που αναφέρεται στην έκφραση «δεδοµένον ως προς το µέγεθος» δεν 

αποτελεί ένα απόλυτο –για παράδειγµα αριθµητικό– µέγεθος αλλά έχει µια «δυνητι-

κότα» που εξαρτάται από τις όποιες «δυνητικές» επιλογές των αρχικών «δοθέντων» 

που προηγήθηκαν. Έτσι στο παράδειγµά προβληµατικής ανάλυσης (VII 105) που 

συζητήσαµε και αναλύσαµε από τον Πάππο στην § 6.3, το µέγεθος του ορθογωνίου 

ΑΕ×ΕΒ (ορθ. ΑΕ, ΕΒ) είναι «δοθέν» (θα µπορούσε να χαρακτηριστεί πλέον «δεδο-

µένον» αφού είναι αποτέλεσµα έγκυρου συλλογισµού), γιατί είναι ίσο µε το τετρά-

γωνο της εφαπτοµένης ΕΣ. Όµως το µέγεθος της εφαπτοµένης εξαρτάται από τον 

«δοθέντα» κύκλο («δοθέντος» κέντρου και «δοθείσης» ακτίνας) και τη θέση του ση-

µείου Ε που είναι επίσης «δοθείσα» από την υπόθεση του προβλήµατος και ο χαρα-

κτήρας αυτών των αντικειµένων είναι «δυνητικός» όπως τονίσαµε αλλού (§ 4.4 και 

§ 6.3). Κατά συνέπεια το µέγεθος της ΕΣ έχει «δυνητικότητα» που προκύπτει από 

την «δυνητικότητα» των προηγούµενων «δοθέντων». Γίνεται έτσι φανερό ότι αυτό 

που ενδιαφέρει το συλλογισµό, δεν είναι το απόλυτο µέγεθος της ΕΣ, αλλά η «δυνα-

τότητα» να προκύπτει αυτό µε έγκυρο τρόπο, δηλαδή µε δυνητική αναγκαιότητα, ως 

αποτέλεσµα της νοητικής διαδικασίας που έχει ξεκινήσει µε κάποιες επιλογές «δοθέ-

ντων» στοιχείων του σχήµατος. Οι επιλογές αυτές των «δοθέντων» έχουν το χαρα-

κτήρα του όχι αδυνάτου να συµβούν αλλά και τυχαίου – ενδεχοµένου όπως έχουµε 

τονίσει. ∆εν έχουν το χαρακτήρα αυτού του συγκεκριµένου κατασκευασµένου σχή-

µατος. Πρέπει να υπάρξουν όµως έστω µε αυτόν τον «δυνητικό» τρόπο και να ονο-

µαστούν τα αντικείµενα και οι σχέσεις για να µπορούν να διαχειριστούν σε µια δια-

δικασία που κάθε βήµα της χωριστά αλλά και ως σύνολο έχει δυνητική αναγκαιότη-

τα.  

Είναι λανθασµένη η ερµηνεία του Taisbak (2003, 21-24)10 για τον πρώτο ορισµό 

των ∆εδοµένων το «δεδοµένο ως προς το µέγεθος»:  

                                           
10  Στις σελίδες 21-24 συζητάει και αναλύει και τους 4 ορισµούς των ∆εδοµένων. 



 245

Το να πεις ότι το Α είναι δεδοµένον (given) (ή: είναι ένα δεδοµένο (given) µέγε-

θος, ή: είναι δεδοµένο (given) ως προς το µέγεθος) σηµαίνει να πεις ότι υπάρχει 

(?) [ως δεδοµένο (given) – όπως εξηγεί στην επόµενη σελίδα] ένα µέγεθος Γ τέ-

τοιο ώστε Α = Γ (2003, 21).  

O Taisbak, επίσης διατυπώνει παρακάτω (2003, 29), έναν ορισµό που τον θεω-

ρεί όπως αναφέρει ισοδύναµο µε τον πρώτο ορισµό του Ευκλείδη:  

Ορισµ. 1* Ένα σχήµα ή µια γραµµή ή µια γωνία είναι δεδοµένο (given) ως προς 

το µέγεθος αν και µόνο αν είναι ίσο µε κάποιο που είναι δεδοµένο (given).  

∆εν συµφωνούµε µε την αντικατάσταση από τον Taisbak της έκφρασης του Ευ-

κλείδη: «δυνάµεθα ίσα πορίσασθαι» µε την φράση: «που είναι δεδοµένο» ή «υπάρχει 

ως δεδοµένο». Την θεωρούµε αυθαίρετη, δεν προκύπτει µε κανένα τρόπο από τα λε-

γόµενα του Ευκλείδη αλλά επιπλέον κάνει και τον ορισµό κυκλικό.11 Ο ίδιος ο Tais-

bak φτάνει στο σηµείο να αναγνωρίσει (2003, 22):  

…αλλά η καθαρή έννοια του δεδοµένου (given) παραµένει µη ορισµένη (και µη 

δυνάµενη να οριστεί, αν δεν κάνω λάθος).  

Επιβεβαιώνει δηλαδή, ότι ο ίδιος δεν πιστεύει ότι η έννοια του «δεδοµένον» 

µπορεί να οριστεί. Σε άλλο σηµείο ο Taisbak (2003, 23-24) αναφέρει:  

Ο ορισµ. 1 των ∆εδοµένων µπορεί να γίνει κατανοητός διαµέσου της ισότητας των 

µεγεθών. … Σε ένα σύγχρονο µυαλό εξοικειωµένο µε το «σύµβολο της ισότητας» 

=, αυτό σηµαίνει ότι αν µια πλευρά µιας ισότητας είναι γνωστή, η άλλη πλευρά 

είναι επίσης γνωστή. Αυτός µου φαίνεται ότι είναι ο λόγος ύπαρξης (raison d’être) 

της απόδειξης ισοτήτων: το να πάρεις ένα είδος µέσω ενός άλλου το οποίο είναι 

ίσο µε αυτό αλλά ευκολότερο (;) να το αποκτήσεις. Αγόρασε ένα, πάρε ένα δωρε-

άν. Ένα µέγεθος Μ που δεν είναι αµέσως δεδοµένο (given) µε τον προφανή τρό-

πο, αποδεικνύεται ότι είναι δεδοµένο (given) αν υπάρχει ένα άλλο γνωστό 

(known) µέγεθος το Ν, τέτοιο ώστε Μ=Ν. Το µέγεθος Ν πρέπει να είναι γνωστό 

(known) για να κάνει την ισότητα να λειτουργήσει. Το πώς αυτό είναι γνωστό 

(known) είναι µικρότερου ενδιαφέροντος·  

                                           
11  Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να αναφέρουµε ότι σε ιδιωτική επικοινωνία µας µε τον καθηγ. 

Taisbak µας είπε ότι δεν παραξενεύεται που βρήκαµε την ερµηνεία του για τον πρώτο ορισµό 
των ∆εδοµένων κυκλική, ο ίδιος την έκανε έτσι, γιατί την αντιλαµβάνεται ως προσπάθεια να 
ορίσει αυτό που δεν µπορεί να οριστεί! 
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Με άλλα λόγια, ο Taisbak διατυπώνει τη θέση του, ότι για να χαρακτηριστεί κάτι 

«δεδοµένον ως προς το µέγεθος» πρέπει ένα άλλο µέγεθος, ίσο µε αυτό, να είναι γνω-

στό απαραίτητα προκειµένου να λειτουργήσει η ισότητα. Θέση µε την οποία δεν συµ-

φωνούµε, τόσο για τη χρήση του «γνωστό», όσο και για το ότι πρέπει να το γνωρίζου-

µε από πριν και χωρίς να µας ενδιαφέρει και πολύ ο τρόπος που αποκτήθηκε. Ο όρος 

«πορίσασθαι» που χρησιµοποιεί ο Ευκλείδης στον ορισµό 1, έχει τη ρίζα του στη λέξη 

«πόρος» η οποία σύµφωνα µε το λεξικό Lidell-Scott σηµαίνει: «ένα τρόπο ή τα µέσα 

για να επιτευχθεί κάτι» (a way or means of achieving). Ο όρος «δυνάµεθα» όπως έ-

χουµε αναλύσει, φανερώνει εκτός από την ικανότητά µας να βρούµε ένα δρόµο (του 

σκέπτεσθαι) ή τα µέσα για να αποκτήσουµε ένα ίσο µέγεθος και τη «δυνητική» ανα-

γκαιότητά τους. Με αυτή την έννοια, θεωρούµε ότι ακριβώς ο «πορισµός» (η εύρεση 

του έγκυρου δρόµου) του Ν µε «δυνητική» αναγκαιότητα είναι το κρίσιµο βήµα προ-

κειµένου να χαρακτηριστεί το Μ «δεδοµένον ως προς το µέγεθος» και όχι η ύπαρξη 

ενός «γνωστού» Ν το οποίο λίγο µας ενδιαφέρει και το πως βρέθηκε.  

Η θέση µας, για το πώς λειτουργεί ο πρώτος ορισµός των ∆εδοµένων, ενισχύεται 

και από την ίδια την πρακτική του Ευκλείδη. Στην πρόταση 3 των ∆εδοµένων, δια-

βάζουµε: «αν προστεθούν οσαδήποτε δεδοµένα µεγέθη και το άθροισµά τους θα εί-

ναι δεδοµένον [ως προς το µέγεθος]». Μετά από µια παραγωγική διαδικασία, η από-

δειξη καταλήγει: «έχει δοθεί άρα το ΑΓ· διότι έχει πορισθεί ίσο µε αυτό το ∆Ζ.» Αυ-

τό φανερώνει ότι από τη στιγµή που στην πρόταση έχουµε αναπτύξει έναν λογικά 

έγκυρο συλλογισµό που µας έχει προµηθεύσει µε δυνητική αναγκαιότητα το µέγεθος 

∆Ζ («δεδοµένον ως προς το µέγεθος» πλέον), µπορούµε να ονοµάσουµε και το ίσο 

του ΑΓ «δεδοµένον ως προς το µέγεθος». Φανερώνεται δηλαδή από την πρακτική 

του Ευκλείδη, ότι το σηµαντικό στοιχείο του πρώτου ορισµού, είναι η ύπαρξη (σε 

προηγούµενο χρόνο) ενός τέτοιου έγκυρου συλλογισµού, προκειµένου να φτάσουµε 

να χαρακτηρίσουµε κάτι «δεδοµένον ως προς το µέγεθος». 
  

Οι δύο επόµενοι ορισµοί των ∆εδοµένων, όπως φανερώνει η διατύπωσή τους 

λειτουργούν µε ανάλογο τρόπο έχοντας ως βασικό στοιχείο τη «δυνατότητα» να 

«πορισθούµε».  

Ο τέταρτος ορισµός των ∆εδοµένων, αφορά τα «δεδοµένα ως προς τη θέση» και 

φαίνεται να διαφοροποιείται ως προς τη διατύπωση από τους προηγούµενους. Συ-

γκεκριµένα ο Ευκλείδης αναφέρει: 
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Τῇ θέσει δεδόσθαι λέγονται σηµεῖά τε καὶ γραµµαὶ καὶ γωνίαι, ἃ τὸν αὐτὸν ἀεὶ 

τόπον ἐπέχει.  

∆ηλαδή, είναι «δεδοµένα ως προς τη θέση», τα σηµεία οι γραµµές και οι γωνίες 

που διατηρούνται πάντα στο ίδιο µέρος, µε άλλα λόγια δεν µεταβάλλεται η θέση 

τους. Εµείς θα λέγαµε ότι ένα σηµείο, µια γραµµή ή µια γωνία είναι «δεδοµένα» ως 

προς τη θέση, όταν είµαστε ικανοί µέσα από µια έγκυρη διαδικασία να φτάσουµε 

στο ότι η θέση τους είναι καθορισµένη µε δυνητική αναγκαιότητα σε σχέση µε τα 

άλλα στοιχεία του σχήµατος και υπ’ αυτή την έννοια δεν µεταβάλλεται. Πάλι εδώ, 

δεν ενδιαφέρει η συγκεκριµένη θέση αλλά η «δυνατότητα» να φτάσουµε σε αυτή µε 

τρόπο βέβαιο µέσα από µια διαδικασία έγκυρη, αποτέλεσµα της οποίας θα είναι η 

θέση που θα παρουσιάζει πλέον δυνητική αναγκαιότητα και δεν θα µεταβάλλεται.  

∆εν αποκλείεται ο Άραβας µαθηµατικός Nasir al-Din al-Tusi12, που συµπληρώ-

νει τον ορισµό του «γνωστού ως προς τη θέση» που αντιστοιχεί στο ελληνικό «δε-

δοµένον ως προς τη θέση»: «που κατέχει πάντα την ίδια θέση», µε την έκφραση: «αν 

µπορούµε να βρούµε αυτή τη θέση», να κατανοεί καλύτερα ότι ο Ευκλείδης δεν εν-

νοεί κάποια συγκεκριµένη θέση αλλά την «δυνατότητα» µας να προσδιορίσουµε τη 

θέση του σηµείου και µε αυτή του την έκφραση να θέλει να την επεξηγήσει. Με άλ-

λα λόγια, ίσως θέλει να πει ότι είµαστε ικανοί, µε δυνητική αναγκαιότητα, να προσ-

διορίσουµε τη θέση του σηµείου σε σχέση µε τα υπόλοιπα µέρη του σχήµατος.  

Το ότι είµαστε ικανοί να δείξουµε ότι το σηµείο «αεί τον αυτόν τόπον επέχει», 

σηµαίνει σύµφωνα µε την ερµηνεία µας, ότι είµαστε ήδη σε θέση να δώσουµε τον 

«λόγο» για τον οποίο η θέση του σηµείου προκύπτει µε δυνητική αναγκαιότητα, από 

µια έγκυρη νοητική διαδικασία, η οποία έχει προηγηθεί και αυτό είναι το σηµαντικό 

του τέταρτου και τελευταίου ορισµού των ειδών του «δεδοµένου». Τελειώνοντας µε 

τους ορισµούς των ειδών του «δεδοµένου» που περιλαµβάνονται στα ∆εδοµένα του 

Ευκλείδη, είναι σκόπιµο να συνοψίσουµε τους τρόπους µε τους οποίους έχουµε ήδη 

αναφέρει σε διάφορα σηµεία της διατριβής µας ότι εµφανίζονται το «δοθέν» και το 

«δεδοµένον».  

 

                                           
12  Σύµφωνα µε τους Berggren & Van Brummelen (2000, 27, υποσηµείωση 54). 
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8.1.3. Οι τρόποι που εµφανίζονται το «δοθέν» και το «δεδοµένον»  
 

Για τον όρο «δοθέν», καταρχάς θα µπορούσαµε να πούµε ότι εµφανίζεται στα διά-

φορα µαθηµατικά κείµενα µε τρεις συνολικά τρόπους. Τα «δοθέντα» από την υπό-

θεση, όπως αυτά που εµφανίζονται στις εκφωνήσεις των προβληµάτων των Στοιχεί-

ων, τα οποία έχουν ως βασικό τους χαρακτηριστικό την τυχαιότητα, µε βάση το ο-

ποίο έχει υπάρξει πολύ µεγάλη συζήτηση για το αν πρόκειται για συγκεκριµένα α-

ντικείµενα ή για «γενικά» αντικείµενα και αν κατά συνέπεια οι αποδείξεις των προ-

τάσεων των Στοιχείων στερούνται γενικότητας ή όχι. Τα «δοθέντα» ως αποτέλεσµα 

παραχώρησης από τα «δεδοµένα» της εκφώνησης, όπως εµφανίζονται στην αρχή 

των αποδεικτικών συλλογισµών των προτάσεων των ∆εδοµένων, όπως αυτά που συ-

ζητήσαµε στην απόδειξη της πρότασης 5 στην § 4.4 και τονίσαµε ότι δεν πρόκειται 

για πραγµατικά αντικείµενα αλλά για «δυνητικά» αντικείµενα, τα οποία επίσης χα-

ρακτηρίζονται από τυχαιότητα – ενδεχοµενικότητα. Τέλος τα «δοθέντα» στα οποία 

φτάνουµε µετά από παραγωγικό συλλογισµό, όπως εµφανίζονται στην πορεία της 

απόδειξης των προτάσεων των ∆εδοµένων ή στο «βεβαιωτικό» µέρος της γεωµετρι-

κής ανάλυσης, που υποστηρίξαµε (§ 4.4) ότι λειτουργούν ως υποκατάστατο του «δε-

δοµένον» και τα οποία τονίσαµε ότι αν και παράγονται µέσα από διαδικασίες που 

έχουν δυνητική αναγκαιότητα αυτά έχουν και το χαρακτήρα της τυχαιότητας, τη 

«δυνητικότητα», που τους έχει µεταδοθεί από τα αρχικά «δοθέντα». Έτσι και στους 

τρεις τρόπους µε τους οποίους εµφανίζονται τα «δοθέντα» έχουν τα δύο κοινά χαρα-

κτηριστικά, τα οποία αποδίδει ικανοποιητικά ο ορισµός του Πάππου για το «δοθέν»: 

τη δυνατότητα να συµβούν (δηλ. δεν είναι αδύνατο να συµβούν) και την τυχαιότητα 

– ενδεχοµενικότητα.  

Η διαφορά αντίστοιχα στους τρόπους µε τους οποίους εµφανίζεται το «δοθέν», 

φαίνεται να είναι ότι ενώ τα «δοθέντα» των δύο πρώτων περιπτώσεων αποτελούν 

απλά αντικείµενα της νοητικής σύλληψης που προκύπτουν κατά παραχώρηση προ-

κειµένου να αρχίσει η διαδικασία, τα «δοθέντα» της τρίτης περίπτωσης προκύπτουν 

ως αποτέλεσµα συλλογισµού που έχει δυνητική αναγκαιότητα. Έτσι η «δυνητικότη-

τα» των τελευταίων αυτών «δοθέντων» εξαρτάται µε δυνητική αναγκαιότητα από τη 

«δυνητικότητα» των αρχικών «δοθέντων» της πρότασης. Είναι ακριβώς αυτά τα 

«δοθέντα» του τρίτου είδους µε τα οποία καταλήγουν αρκετές από τις προτάσεις των 

∆εδοµένων, τα οποία είναι φανερό ότι επαρκούν προκειµένου να χαρακτηριστεί τε-
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λικά το ζητούµενο ως «δεδοµένον» και µε αυτήν την έννοια είπαµε ότι λειτουργούν 

ως υποκατάστατο του «δεδοµένον». Θεωρούµε επίσης, ότι ο τρόπος µε τον οποίο 

προκύπτουν τα αρχικά «δοθέντα» των προτάσεων των ∆εδοµένων (και έµµεσα και 

των προβληµάτων της γεωµετρικής ανάλυσης), φανερώνει κάποιου είδους διαφορο-

ποίηση σε σχέση µε τον περισσότερο τυχαίο – αυθαίρετο τρόπο µε τον οποίο εµφα-

νίζονται τα «δοθέντα» στα προβλήµατα των Στοιχείων. ∆ηλαδή, ενώ στα Στοιχεία η 

επιλογή των «δοθέντων» απλά µε τυχαίο τρόπο, σε ότι αφορά τα «δοθέντα» των ∆ε-

δοµένων», ο τυχαίος αυτός χαρακτήρας τους είναι πιο περιορισµένος, γιατί η επιλο-

γή τους γίνεται µέσα από τη δεξαµενή των «δεδοµένων», που έχουν υπάρξει ως απο-

τέλεσµα προηγούµενου συλλογισµού που διαθέτει «δυνητική» αναγκαιότητα.  
 

Για τον όρο «δεδοµένον» µε τη σειρά του, θα µπορούσαµε να πούµε ότι εµφανί-

ζεται στα διάφορα µαθηµατικά κείµενα επίσης µε τρεις συνολικά τρόπους. Τα «δε-

δοµένα» που αναφέρονται στην αρχή της υπόθεσης των προτάσεων των ∆εδοµένων, 

για τα οποία δεν ενδιαφέρει τη συγκεκριµένη στιγµή η διαδικασία µέσα από την ο-

ποία έγιναν «δεδοµένα», η οποία όµως είναι σίγουρο ότι έχει υπάρξει προηγουµένως 

και τη χαρακτηρίζει δυνητική αναγκαιότητα, σύµφωνα µε τους ορισµούς των ειδών 

του «δεδοµένου» που συζητήσαµε και αναλύσαµε στην προηγούµενη ενότητα. Τα 

«δεδοµένα» που έχουν υπάρξει πριν και από τα «δεδοµένα» της υπόθεσης, όπως εί-

ναι τα αποτελέσµατα προηγούµενων αναλύσεων ή των προηγούµενων προτάσεων 

των ∆εδοµένων που χρησιµοποιούνται στις επόµενες προτάσεις ή στα προβλήµατα 

της γεωµετρικής ανάλυσης (όπως η ∆εδοµ. 90, στην § 6.3), και είναι επίσης αποτε-

λέσµατα έγκυρων συλλογισµών που έχουν προϋπάρξει και τους χαρακτηρίζει δυνη-

τική αναγκαιότητα. Τέλος τα «δεδοµένα» που προκύπτουν ως αποτέλεσµα του πα-

ρόντος συλλογισµού ο οποίος έχει δυνητική αναγκαιότητα, όπως είναι οι προτάσεις 

των ∆εδοµένων των οποίων ο αποδεικτικός συλλογισµός καταλήγει σε «δεδοµένον». 

Έτσι παρατηρούµε ότι το κοινό στοιχείο των τριών τρόπων εµφάνισης των «δεδοµέ-

νων» είναι ότι αποτελούν αποτελέσµατα συλλογισµών που έχουν δυνητική αναγκαι-

ότητα και έχουν ήδη υπάρξει.  

Ο έγκυρος συλλογισµός του γεωµέτρη – ερευνητή είναι που κάθε φορά αποδίδει 

τη δυνητική αναγκαιότητα στα διάφορα αντικείµενα του στην διάρκεια της νοητικής 

πορείας απάντησης του εσωτερικού ερωτήµατος του, ότι έχει τη «δυνατότητα» να τα 

«πορισθεί». Τη δυνητική αναγκαιότητα την αποκτούν τα αντικείµενα του συλλογι-
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σµού τόσο από τη σχέση τους µε τα υπόλοιπα αντικείµενα του συλλογισµού όσο και 

µε αυτά που έχουν γίνει «δεδοµένα» σε άλλους προηγούµενους συλλογισµούς. Η 

ύπαρξή τους ως «δεδοµένα» και η αιτιολόγηση στο µέλλον από τον γεωµέτρη- ερευ-

νητή, µέσω επόµενων νοητικών συλλογισµών του, της δυνητικής αναγκαιότητας κά-

ποιων άλλων αντικειµένων, είναι που θα αποδώσει τα µελλοντικά «δεδοµένα». Με 

άλλα λόγια, φαίνεται να συνδέεται µε µια έννοια καθεµιά από τις προτάσεις που πα-

ράγουν κάποιο «δεδοµένον» µε όλες τις προηγούµενες προτάσεις και τους ορισµούς 

που παρήγαγαν τα «δεδοµένα» µε τα οποία έγινε η ανάλυση της, αλλά και τις επόµε-

νες που θα παραχθούν µε τη βοήθειά της.13  

Καταλήγοντας, θεωρούµε ότι τα «δεδοµένα», ανεξάρτητα του τρόπου µε τον 

οποίο εµφανίζονται, είναι τα αποτελέσµατα έγκυρων συλλογισµών οι οποίοι έχουν 

ήδη υπάρξει. Είναι αυτά για τα οποία «έχει δοθεί ο λόγος» από τον γεωµέτρη – ε-

ρευνητή ο οποίος λειτουργεί στο επίπεδο της νόησης, έχει δηλαδή αναιρεθεί ήδη ο 

υποθετικός χαρακτήρας τους και έχουν πλέον γίνει βεβαιότητες για αυτόν. Με άλλα 

λόγια, µπορεί να έχουν «δυνητικό» χαρακτήρα όπως εξηγήσαµε αλλά ο συλλογισµός 

από τον οποίο έχουν προέλθει έχει δυνητική αναγκαιότητα. Οι προτάσεις των ∆εδο-

µένων αντίστοιχα είναι επιτυχηµένες νοητικές παραγωγικές14 πορείες, οι οποίες έ-

χουν ως αποτέλεσµα νέα «δεδοµένα» και αφορούν µόνο ερευνητές. ∆εν γίνεται κα-

µία πραγµατική κατασκευή µέσα σε αυτές όπως γίνεται στα συνθετικά έργα. Σε κα-

νένα συνθετικό έργο (όπως είναι τα Στοιχεία) δεν επικαλείται κανείς Έλληνας µαθη-

µατικός πρόταση των ∆εδοµένων γιατί δεν θα είχε νόηµα. Οι προτάσεις των ∆εδοµέ-

νων χρησιµεύουν µόνο σε άλλες αναλύσεις ως έτοιµα εργαλεία. Τις θέσεις µας για 

το έργο θα τις συζητήσουµε και θα τις αναλύσουµε στην επόµενη ενότητα, υπό το 

φως πλέον της ερµηνείας µας της ερµηνείας µας για τη γεωµετρική ανάλυση και την 

ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµένων».  

                                           
13  Στην ίδια κατεύθυνση ο Πλωτίνος συζητώντας το ερώτηµα πως υπάρχει µια «ουσία» σε πολ-
λές «ψυχές», φέρνει ως παράδειγµα τη γνώση και το πώς αυτή αποτελεί ένα «όλο» παρόλο 
που τα «µέρη» του παράγονται από το «όλο». Είναι δυνατό, όπως υποστηρίζει, γιατί η γνώση 
που είναι το όλο περιλαµβάνει όλα τα άλλα µέρη δυνητικά (δυνάµει). Ως παράδειγµα γνώσης 
φέρνει τη γεωµετρική ανάλυση (Enneades 4.9.5.23-26): καὶ ὁ γεωµέτρης δὲ ἐν τῇ ἀναλύσει 
δηλοῖ, ὡς τὸ ἓν ἔχει τὰ πρὸ αὐτοῦ πάντα, δι᾽ ὧν ἡ ἀνάλυσις, καὶ τὰ ἐφεξῆς δέ, ἃ ἐξ αὐ τοῦ 
γεννᾶται. Ο Πλωτίνος, κλείνει την ενότητα, αναφέροντας ότι όλα τα παραπάνω δεν µας είναι 
εύκολο να τα πιστέψουµε εξαιτίας της αδυναµίας µας και επειδή επισκιάζονται από το σώµα 
µας αλλά εκεί (στον κόσµο της νόησης) φανερώνονται όλα και το καθένα ξεχωριστά.  

14  Ο Taisbak (2003, 13) στην εισαγωγή του βιβλίου του µιλάει επίσης για «αλυσίδες» και ανα-
φέρει ότι ο Ευκλείδης «αποδεικνύει παραγωγικά» (proves deductively). 
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8.2. Τα ∆εδοµένα του Ευκλείδη  
 

Έχουµε αναφερθεί µέχρι τώρα στη διατριβή µας, σε διάφορες κρίσεις σε ότι αφορά 

την αξία, το λόγο και την αναγκαιότητα ύπαρξης των ∆εδοµένων του Ευκλείδη. Έ-

χοντας πλέον κατανοήσει και ερµηνεύσει αρκετά από τα συστατικά στοιχεία του έρ-

γου και έχοντας µια καλύτερη ερµηνεία της γεωµετρικής ανάλυσης, είµαστε σε θέση 

να συνθέσουµε µια πληρέστερη εικόνα του έργου, απαντώντας µε σαφήνεια σε δύο 

σηµαντικά ερωτήµατα που το αφορούν και κατά την άποψή µας συνδέονται άµεσα 

µεταξύ τους. Τα ερωτήµατα αυτά είναι: α) τι σηµαίνει η δήλωση του Μαρίνου ότι τα 

∆εδοµένα είναι γραµµένα µε αναλυτικό τρόπο; β) Αφού τα ∆εδοµένα περιλαµβάνουν 

προτάσεις που λίγο πολύ έχουν το ίδιο περιεχόµενο µε τα έξι πρώτα βιβλία των 

Στοιχείων, ενώ ακόµη κάποιες από αυτές διαβασµένες από ένα σύγχρονο αναγνώ-

στη, φαίνεται να έχουν το ίδιο ακριβώς µαθηµατικό περιεχόµενο, γιατί γράφτηκαν 

πάλι µε την ορολογία «δοθέντων» – «δεδοµένων»;  

Ως απάντηση στα δύο παραπάνω ερωτήµατα, θεωρούµε ότι ο αναλυτικός τρόπος 

γραφής δεν αποδεικνύει, όπως κάνει ο συνθετικός που πραγµατοποιεί αποδείξεις, 

απλά δείχνει ότι η απόδειξη µπορεί να πραγµατοποιηθεί. Έτσι µια πρόταση από τα 

∆εδοµένα µπορεί να δείχνει τη δυνατότητα µιας κατασκευής και η αντίστοιχη πρότα-

ση από τα Στοιχεία να την πραγµατοποιεί και να την αποδεικνύει. Αυτό θα το δεί-

ξουµε παρακάτω µε αντιπαραβολή προτάσεων από τα Στοιχεία και τα ∆εδοµένα α-

ντίστοιχα. 

 

8.2.1. Τα ∆εδοµένα είναι γραµµένα µε αναλυτικό τρόπο 

 

Ο Μαρίνος, στο υπόµνηµά του, αναφέρει για τον τρόπο µε τον οποίο είναι γραµµένα 

τα ∆εδοµένα από τον Ευκλείδη:  

Εδώ χρησιµοποίησε ως τρόπο διδασκαλίας όχι τον συνθετικό αλλά τον αναλυτι-

κό, όπως ο Πάππος επαρκώς απέδειξε στους υποµνηµατισµούς του στο βιβλίο.15 

∆ηλαδή, ο Μαρίνος αναγνωρίζει ότι τα ∆εδοµένα είναι γραµµένα µε άλλο τρόπο 

και όχι συνθετικά όπως είναι άλλα βιβλία του Ευκλείδη, για παράδειγµα τα Στοιχεία. 

                                           
15  Μαρίνος (256, 22-25): «τρόπῳ δὲ τῆς διδασκαλίας οὐ τῷ κατὰ σύνθεσιν ἐνταῦθα ἠκολούθη-

σεν, ἀλλὰ τῷ κατὰ ἀνάλυσιν, ὡς ὁ Πάππος ἱκανῶς ἀπέδειξεν ἐν τοῖς εἰς τὸ βιβλίον ὑποµνή-
µασιν.»  
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Με το γεγονός αυτό, φαίνεται σύµφωνα µε τον Μαρίνο, ότι είχε ασχοληθεί και το 

είχε αποδείξει ο Πάππος, στους υποµνηµατισµούς του στο έργο, οι οποίοι όµως δυ-

στυχώς δεν έφτασαν ως εµάς. Ας δούµε όµως, πως οι σύγχρονοι ερευνητές των ελ-

ληνικών Μαθηµατικών, αντιλαµβάνονται τη διαφορά ανάµεσα στον αναλυτικό και 

το συνθετικό τρόπο γραφής.  

Ο Heath (1921, τόµ. Ι, 371), αναφέρει χαρακτηριστικά: 

Τα Στοιχεία, είναι µια συνθετική πραγµατεία κατά το ότι, αναπτύσσονται σε όλη 

τους την πορεία προς τα εµπρός, προχωρώντας πάντοτε από το γνωστό προς το 

άγνωστο, από το απλό και ειδικό προς το ποιο σύνθετο και γενικό· για αυτό το 

λόγο η ανάλυση, η οποία ανάγει το άγνωστο ή το πιο σύνθετο στο γνωστό, δεν έ-

χει θέση στην έκθεση, αν και θα έπαιζε ένα σηµαντικό ρόλο στην εύρεση των α-

ποδείξεων.  

Με άλλα λόγια, ο Heath εννοεί ότι τα Στοιχεία και οι άλλες συνθετικές πραγµα-

τείες αφορούν το τελικό στάδιο της παρουσίασης των µαθηµατικών αποδείξεων. 

∆ηλαδή, όπως θα λέγαµε, την τελική µορφή των κειµένων που έφτασε σε εµάς. Α-

ντίθετα η ανάλυση και ο αναλυτικός τρόπος σκέψης χρησιµοποιήθηκε µε στόχο την 

εύρεση των µαθηµατικών αποδείξεων. Θέση µε την οποία συµφωνούµε σε γενικές 

γραµµές, δεν θα λέγαµε όµως ότι είναι ιδιαίτερα διαφωτιστική. Παρακάτω ο Heath 

(1921, τόµ. Ι, 422), στο κεφάλαιο για τον Ευκλείδη και για το έργο του ∆εδοµένα, 

αναφέρει ειδικά για τις προτάσεις των ∆εδοµένων: 

Ας σηµειωθεί ότι αυτή η µορφή πρότασης δεν προσδιορίζει στην πραγµατικότητα 

το αντικείµενο ή τη σχέση η οποία αποδεικνύεται ότι δίνεται, αλλά απλώς απο-

δεικνύει ότι µπορεί να προσδιορισθεί, όταν τα γεγονότα που διατυπώνονται στην 

υπόθεση είναι γνωστά. … Θα έπρεπε φυσικά να αναµένουµε ότι µεγάλο µέρος 

της ύλης των Στοιχείων θα εµφανίζεται και πάλι στα ∆εδοµένα, υπό το πρίσµα 

όµως του συγκεκριµένου βιβλίου· πράγµατι αποδεικνύεται ότι έτσι συµβαίνει.  

Στο παραπάνω απόσπασµα, ο Heath γίνεται περισσότερο σαφής, και αναδεικνύει 

το γεγονός ότι τα ∆εδοµένα είναι γραµµένα µε διαφορετικό τρόπο σε σχέση µε τα 

Στοιχεία. Θα λέγαµε ότι αντιλαµβάνεται τον «δυνητικό» χαρακτήρα µε τον οποίο 

είναι γραµµένες οι προτάσεις των ∆εδοµένων. Αντιλαµβάνεται δηλαδή τα ∆εδοµένα 

περίπου ως «δυνητικά» Στοιχεία.  
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Στην ίδια κατεύθυνση µε τη δική µας θεώρηση, για διαφοροποίηση ανάµεσα στα 

κοµµάτια του µαθηµατικού λόγου που είναι γραµµένα µε αναλυτικό τρόπο και σε 

αυτά που είναι γραµµένα µε συνθετικό, ο Klein (1968, 163-164), όταν κατηγορεί τον 

Hankel ότι δεν έχει αντιληφθεί την ουσιώδη διαφορά ανάµεσα στην ανάλυση και τη 

σύνθεση, αναφέρει: 

Η ανάλυση απλά δείχνει τη δυνατότητα (possibility) µιας απόδειξης ή µιας κατα-

σκευής. Ένα θεώρηµα έχει «αποδειχθεί» µόνο όταν τα ζητούµενα στοιχεία έχουν 

πραγµατικά (actually) «παραχθεί» από τις «δοθείσες» («given») σχέσεις ανάµεσα 

στις «δοθείσες» («given») ποσότητες. Η κατασκευή ενός σχήµατος καθορισµένου 

από ορισµένες συγκεκριµένες συνθήκες έχει λάβει χώρα µόνο όταν αυτό το σχή-

µα έχει σχεδιαστεί πραγµατικά χρησιµοποιώντας τις «δοθείσες» («given») ποσό-

τητες µε αυτές ακριβώς τις συγκεκριµένες διαστάσεις. Το «δόσιµο» («giveness») 

το οποίο χρησιµοποιεί η ανάλυση θα πρέπει, αντίθετα, να γίνει κατανοητό µόνο 

ως «δυνατό δόσιµο» («possible giveness»)… Αυτό το «δυνατό δόσιµο» («possible 

giveness») φανερώνεται στη γεωµετρική ανάλυση από το γεγονός ότι η κατα-

σκευή η οποία θεωρείται ως ήδη πραγµατοποιηµένη (the «quaesitum tanquam 

concessum») δεν χρειάζεται να χρησιµοποιήσει τις «δοθείσες» («given») ποσότη-

τες ως µονοσήµαντα προσδιορισµένες αλλά µόνο ως έχουσες τον χαρακτήρα των 

«δοθέντων» («given»). 

Στο σηµείο αυτό ο Klein, προκειµένου να αντιληφθούµε τον τρόπο που οι Έλλη-

νες έκαναν τέτοιου είδους συλλογισµούς και αλλού, µας προτρέπει να παραβάλουµε 

το εξής χωρίο από τα έργο του Αριστοτέλη Περί Μνήµης και Αναµνήσεως (450α 1-5):  

συµβαίνει γὰρ τὸ αὐτὸ πάθος ἐν τῷ νοεῖν ὅπερ καὶ ἐν τῷ διαγράφειν· ἐκεῖ τε γὰρ 

οὐθὲν προσχρώµενοι τῷ τὸ ποσὸν ὡρισµένον εἶναι τοῦ τριγώνου, ὅµως 

γράφοµεν ὡρισµένον κατὰ τὸ ποσόν, καὶ ὁ νοῶν ὡσαύτως, κἂν µὴ ποσὸν νοῇ, 

τίθεται πρὸ ὀµµάτων ποσόν, νοεῖ δ᾽ οὐχ ᾗ ποσόν· 

∆ηλαδή, ο Klein, φαίνεται να διακρίνει ουσιαστική διαφορά ανάµεσα στον τρό-

πο γραφής και τη στόχευση της ανάλυσης από της σύνθεσης. Πιθανότατα αναφέρε-

ται στο συγκεκριµένο των αποδείξεων της σύνθεσης καθώς και στο δυνητικό χαρα-

κτήρα των αποδείξεων της ανάλυσης. Γεγονός είναι, ότι δεν µπορούµε να είµαστε 

απολύτως σίγουροι για το τι ακριβώς εννοεί ο Klein µε την «δυνατότητα» (possibil-

ity), την έκφραση «possible giveness» και πως εννοεί τα «δοθέντα» και τα «δεδοµέ-
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να», γιατί η αναφορά του στην ανάλυση είναι αρκετά συνοπτική, δεδοµένου ότι γί-

νεται µε κύριο στόχο την «αριθµητική» ανάλυση οπότε η γεωµετρική ανάλυση χρη-

σιµοποιείται παρεµπιπτόντως και δεν συνοδεύεται από κάποιο συγκεκριµένο παρά-

δειγµα ή κάποια περαιτέρω επεξήγηση των λεγοµένων του. 

Είναι γεγονός όµως, ότι οι προτάσεις των ∆εδοµένων διακρίνονται για αυτή τη 

«δυνητικότητα» των αντικειµένων τους και των σχέσεών τους και αποτελούν τµήµα-

τα του «βεβαιωτικού» µέρους των γεωµετρικών αναλύσεων, στις οποίες είτε αναφέ-

ρονται µε ρητό τρόπο16 είτε όχι. Χρησιµοποιούνται δηλαδή ως έτοιµα τµήµατα ανα-

λύσεων επόµενων προτάσεων, δείχνοντας όπως αναφέραµε, ότι οι αποδείξεις αυτών 

των προτάσεων µπορούν να πραγµατοποιηθούν ή αλλιώς έχουν «δυνητική» ανα-

γκαιότητα. Αντίθετα οι προτάσεις των Στοιχείων και των άλλων συνθετικών έργων, 

πραγµατοποιούν τις αποδείξεις σε συγκεκριµένα σχήµατα. Η διαφορά ανάµεσα στον 

αναλυτικό τρόπο γραφής και τον συνθετικό, θα γίνει ακόµη περισσότερο εµφανής 

και κατανοητή στην επόµενη ενότητα, όπου θα αντιπαραβάλουµε προτάσεις από τα 

∆εδοµένα και τα Στοιχεία του Ευκλείδη αντίστοιχα.  

 

8.2.2. Αντιπαραβολή προτάσεων από τα ∆εδοµένα και τα Στοιχεία του Ευκλείδη 

 

Όπως ήδη τονίσαµε, η «δυνατότητα» είναι συστατικό στοιχείο των ειδών του «δεδο-

µένου». Θυµίζουµε στους ορισµούς του Ευκλείδη για τα είδη του «δεδοµένου» εκ-

φράσεις όπως: «δυνάµεθα ἴσα πορίσασθαι… δυνάµεθα τὸν αὐτὸν πορίσασθαι.». Η 

«δυνατότητα» του «δεδοµένου» στη γεωµετρία, όπως έχουµε αναλύσει, έχει την έν-

νοια της δυνητικής αναγκαιότητας, η οποία προκύπτει ως αποτέλεσµα έγκυρου συλ-

λογισµού που έχει υπάρξει και όχι την έννοια της απλής πιθανότητας να συµβεί κάτι.  

Ερµηνεύοντας σε προηγούµενη ενότητα (§ 8.1.2) τους ορισµούς των ειδών του 

«δεδοµένου», αναλύσαµε τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί η «δυνατότητα» σε αυ-

τούς τους ορισµούς των ∆εδοµένων. Εδώ, θα αναλύσουµε τον τρόπο µε τον οποίο 

λειτουργεί η «δυνατότητα» στις προτάσεις των ∆εδοµένων. Προκειµένου να γίνει 

κατανοητός ο τρόπος που λειτουργούν οι προτάσεις των ∆εδοµένων στη βάση της 

                                           
16  Όπως για παράδειγµα στο βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης του προβλήµατος VII, 105 που 
παραθέσαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο, ο Πάππος χρησιµοποιεί και διατυπώνει την πρόταση 
90 των ∆εδοµένων.  
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«δυνατότητας» του «δεδοµένου», θα αντιπαραβάλουµε για κάθε πρόταση των ∆εδο-

µένων που θα αναλύσουµε την αντίστοιχη πρόταση των Στοιχείων, την πρόταση δη-

λαδή που όπως διάφοροι υποστηρίζουν έχει το ίδιο µαθηµατικό περιεχόµενο. Τέ-

τοιου είδους προτάσεις από τα Στοιχεία και τα ∆εδοµένα αντίστοιχα αναφέρει ο 

Heath (1921, τόµ. Ι, 507, 509 και 1926, τόµ. ΙΙ, 250): οι ΙΙ 5, 6 αντιστοιχούν στις 

Data 85, 86, οι ΙΙΙ 35, 36 στις Data 91, 92, η VI 25 στην Data 70, ο Taisbak (2003, 

250-251 και 1991, 170): η Ι 22 στην Data 39 και η VI 28 στην Data 58, ο Knorr 

(1986, 142): η VI 26 στην Data 58. Αυτά ακριβώς τα ζευγάρια προτάσεων που σε 

µια πρώτη σύγχρονη ανάγνωση φαίνεται να έχουν ισοδύναµο µαθηµατικό περιεχό-

µενο, είναι που συνέβαλλαν σηµαντικά στη διαµόρφωση ερωτηµάτων όπως: «αφού 

τα ∆εδοµένα δεν περιλαµβάνουν τίποτε καινούργιο γιατί γράφτηκαν;» ή «τι θέλουν 

να πουν οι προτάσεις των ∆εδοµένων που δεν το έχουν πει ήδη οι προτάσεις των 

Στοιχείων;»  

Στην πρώτη σελίδα της εισαγωγής του βιβλίου του για τα ∆εδοµένα, ο Taisbak 

(2003), παραθέτει τη χαρακτηριστική δήλωση του δάσκαλου του των ελληνικών 

Μαθηµατικών, καθηγητή Olaf Schmidt: «Εάν κανείς δεν είχε γράψει τα ∆εδοµένα 

του Ευκλείδη, δεν θα µου είχαν λείψει ποτέ.» Η δήλωση αυτή, είναι φανερό, ότι 

προέρχεται από κάποιον ο οποίος προσεγγίζει τα ελληνικά Μαθηµατικά από τη σκο-

πιά του µαθηµατικού, και µάλιστα του σύγχρονου µαθηµατικού. Αντιλαµβάνεται τα 

µαθηµατικά κείµενα του παρελθόντος ως αυτοτελή αντικείµενα, µέσα στα οποία εί-

ναι ενσωµατωµένες όλες οι ιδέες, τα µηνύµατα και τα διδάγµατά τους. Για αυτόν οι 

ιδέες, αν και εµφανίζονται στα κείµενα διαφόρων εποχών µε διαφορετικές µορφές, 

αντιπροσωπεύουν ουσιαστικά εκφάνσεις των ίδιων αναλλοίωτων Μαθηµατικών, ά-

σχετα µε πολιτισµικά και κοινωνικά περιβάλλοντα µέσα στα οποία αναδύονται και 

λειτουργούν. Για έναν τέτοιο µελετητή της ιστορίας των Μαθηµατικών, όπως ο Olaf 

Schmidt, κατεξοχήν εκπρόσωπο της παραδοσιακής ιστοριογραφίας των Μαθηµατι-

κών, όπως την περιγράψαµε στο εισαγωγικό κεφάλαιο της διατριβής µας, τα ερωτή-

µατα που θέσαµε παραπάνω και η αντιπαραβολή των προτάσεων που θα ακολουθή-

σει, στερούνται νοήµατος.  

Εµείς αντίθετα, θεωρούµε ότι τα ερωτήµατα αυτά είναι µεστά νοήµατος και οι 

προτάσεις που θα αντιπαραβάλλουµε, οι οποίες φαινοµενικά εγείρουν κάποια ερω-

τηµατικά σε σχέση µε το λόγο της ύπαρξής τους, µε τη σωστή ανάγνωσή τους µπο-
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ρούν να βοηθήσουν σηµαντικά όχι µόνο στο να απαντηθούν τα συγκεκριµένα ερω-

τήµατα αλλά και να έχουµε µια πλήρη και ικανοποιητική ερµηνεία τόσο του τρόπου 

µε τον οποίο λειτουργούν στο σύνολό τους οι προτάσεις των ∆εδοµένων αλλά και 

του λόγου και της αναγκαιότητας της ύπαρξης του έργου. Συνοπτικά θεωρούµε, ότι 

στις προτάσεις των ∆εδοµένων, αυτό που εξασφαλίζεται µέσα από την έγκυρη παρα-

γωγική διαδικασία είναι η «δυνατότητα», µε την έννοια της δυνητικής αναγκαιότη-

τας, να βρεθούν – κατασκευαστούν, τα «δεδοµένα», «δυνητικά» µαθηµατικά αντι-

κείµενα. ∆ηλαδή, καταγράφεται από τον ερευνητή, µια επιτυχηµένη πορεία ανάλυ-

σης µέσα από την οποία ο ίδιος «βεβαιώθηκε» ότι µπορεί να αποδείξει το ζητούµενο 

της πρότασης. Με άλλα λόγια, δεν γίνονται κανονικές αποδείξεις ούτε βρίσκονται-

κατασκευάζονται συγκεκριµένα µαθηµατικά αντικείµενα όπως γίνεται στις προτά-

σεις των Στοιχείων.  

 Ο Heath (1926, τόµ. ΙΙ, 250), επίσης µέσα από την οπτική της παραδοσιακής ι-

στοριογραφίας των Μαθηµατικών, βλέποντας τις προτάσεις VI 23 των Στοιχείων και 

70 των ∆εδοµένων αντίστοιχα, θεωρεί ότι έχουν το ίδιο ακριβώς µαθηµατικό περιε-

χόµενο όταν αναφέρει: 

Τελικά µπορούµε να αναφερθούµε στην Προτ. 70 των ∆εδοµένων, το πρώτο τµή-

µα της οποίας [εννοεί την περίπτωση των ισογώνιων παραλληλογράµµων] απο-

δεικνύει ακριβώς αυτό που αντιστοιχεί στη VI 23, … . 

Εµείς στη συνέχεια, αφού παραθέσουµε τις δύο αυτές προτάσεις θα τις συζητή-

σουµε και θα τις αναλύσουµε µε σύγχρονη γλώσσα και ορολογία, χωρίς όµως να 

προσβάλουµε το εννοιολογικό πλαίσιο µέσα στο αναδύθηκαν, προκειµένου να γί-

νουν αντιληπτά, τόσο ο τρόπος που λειτουργεί η καθεµιά τους και που διαφορο-

ποιούνται µεταξύ τους, όσο και ο λόγος ύπαρξης τους και η λογική χρονική προτε-

ραιότητα που προκύπτει από την νέα ανάγνωσή τους.  
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Στοιχεία VI 23 17  

Τα ισογώνια παραλληλόγραµµα έχουν µεταξύ τους λόγο τον συγκείµενο εκ των 

λόγων των πλευρών.  

Έστω ισογώνια παραλληλόγραµµα 

τα ΑΓ, ΓΖ που έχουν τη γωνία ΒΓ∆ ίση 

µε τη γωνία ΕΓΗ. Λέγω ότι το παραλλη-

λόγραµµο ΑΓ προς το παραλληλόγραµ-

µο ΓΖ έχει λόγο τον αποτελούµενο (τὸν 

συγκείµενον) εκ των λόγων των πλευ-

ρών. 
 

Α               ∆                     Θ

Β                 Γ                Η

Ε                      Ζ

Κ
Λ
Μ

Α               ∆                     Θ

Β                 Γ                Η

Ε                      Ζ

Κ
Λ
Μ

 

∆ιότι ας έχει ληφθεί σε ευθεία η ΒΓ µε την ΓΗ· άρα είναι στην ίδια ευθεία και η 

∆Γ µε τη ΓΕ και ας έχει συµπληρωθεί το παραλληλόγραµµο ∆Η και ας έχει ληφθεί 

κάποια ευθεία η Κ, και ας έχει γίνει όπως µεν η ΒΓ προς τη ΓΗ, έτσι η Κ προς τη Λ, 

όπως δε η ∆Γ προς τη ΓΕ, έτσι η Λ προς τη Μ.  

Οι λόγοι άρα της Κ προς τη Λ είναι οι ίδιοι µε τους λόγους των πλευρών, της ΒΓ 

προς τη ΓΗ και της ∆Γ προς τη ΓΕ. Αλλά ο λόγος της Κ προς τη Μ αποτελείται εκ 

του λόγου της Κ προς τη Λ και εκ του λόγου της Λ προς τη Μ (
Μ
Κ =

Λ
Κ

Μ
Λ

⋅ ). Ώστε 

                                           
17  Τὰ ἰσογώνια παραλληλόγραµµα πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχει τὸν συγκείµενον ἐκ τῶν πλευρῶν. 

Ἔστω ἰσογώνια παραλληλόγραµµα τὰ ΑΓ, ΓΖ ἴσην ἔχοντα τὴν ὑπὸ ΒΓ∆ γωνίαν τῇ ὑπὸ ΕΓΗ· 
λέγω, ὅτι τὸ ΑΓ παραλληλόγραµµον πρὸς τὸ ΓΖ παραλληλόγραµµον λόγον ἔχει τὸν 
συγκείµενον ἐκ τῶν πλευρῶν. Κείσθω γὰρ ὥστε ἐπ᾽ εὐθείας εἶναι τὴν ΒΓ τῇ ΓΗ· ἐπ᾽ εὐθείας 
ἄρα ἐστὶ καὶ ἡ ∆Γ τῇ ΓΕ. καὶ συµπε πληρώσθω τὸ ∆Η παραλληλόγραµµον, καὶ ἐκκείσθω τις 
εὐθεῖα ἡ Κ, καὶ γεγονέτω ὡς µὲν ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΗ, οὕτως ἡ Κ πρὸς τὴν Λ, ὡς δὲ ἡ ∆Γ πρὸς τὴν 
ΓΕ, οὕτως ἡ Λ πρὸς τὴν Μ. Οἱ ἄρα λόγοι τῆς τε Κ πρὸς τὴν Λ καὶ τῆς Λ πρὸς τὴν Μ οἱ αὐτοί 
εἰσι τοῖς λόγοις τῶν πλευρῶν, τῆς τε ΒΓ πρὸς τὴν ΓΗ καὶ τῆς ∆Γ πρὸς τὴν ΓΕ. ἀλλ᾽ ὁ τῆς Κ 
πρὸς Μ λόγος σύγκειται ἔκ τε τοῦ τῆς Κ πρὸς Λ λόγου καὶ τοῦ τῆς Λ πρὸς Μ· ὥστε καὶ ἡ Κ 
πρὸς τὴν Μ λόγον ἔχει τὸν συγκείµενον ἐκ τῶν πλευρῶν. καὶ ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΗ, 
οὕτως τὸ ΑΓ παραλληλόγραµµον πρὸς τὸ ΓΘ, ἀλλ᾽ ὡς ἡ ΒΓ πρὸς τὴν ΓΗ, οὕτως ἡ Κ πρὸς τὴν 
Λ, καὶ ὡς ἄρα ἡ Κ πρὸς τὴν Λ, οὕτως τὸ ΑΓ πρὸς τὸ ΓΘ. πάλιν, ἐπεί ἐστιν ὡς ἡ ∆Γ πρὸς τὴν ΓΕ, 
οὕτως τὸ ΓΘ παραλληλόγραµµον πρὸς τὸ ΓΖ, ἀλλ᾽ ὡς ἡ ∆Γ πρὸς τὴν ΓΕ, οὕτως ἡ Λ πρὸς τὴν 
Μ, καὶ ὡς ἄρα ἡ Λ πρὸς τὴν Μ, οὕτως τὸ ΓΘ παραλληλόγραµµον πρὸς τὸ ΓΖ παραλλη- 
λόγραµµον. ἐπεὶ οὖν ἐδείχθη, ὡς µὲν ἡ Κ πρὸς τὴν Λ, οὕτως τὸ ΑΓ παραλληλόγραµµον πρὸς τὸ 
ΓΘ παραλ ληλόγραµµον, ὡς δὲ ἡ Λ πρὸς τὴν Μ, οὕτως τὸ ΓΘ παραλληλόγραµµον πρὸς τὸ ΓΖ 
παραλληλόγραµµον, δι᾽ ἴσου ἄρα ἐστὶν ὡς ἡ Κ πρὸς τὴν Μ, οὕτως τὸ ΑΓ πρὸς τὸ ΓΖ 
παραλληλόγραµµον. ἡ δὲ Κ πρὸς τὴν Μ λόγον ἔχει τὸν συγκείµενον ἐκ τῶν πλευρῶν· καὶ τὸ ΑΓ 
ἄρα πρὸς τὸ ΓΖ λόγον ἔχει τὸν συγκείµενον ἐκ τῶν πλευρῶν. Τὰ ἄρα ἰσογώνια παραλληλό-
γραµµα πρὸς ἄλληλα λόγον ἔχει τὸν συγκείµενον ἐκ τῶν πλευρῶν· ὅπερ ἔδει δεῖξαι.  
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και η Κ προς την Μ έχει λόγο τον αποτελούµενο εκ του λόγου των πλευρών. Και 

επειδή είναι όπως η ΒΓ προς τη ΓΗ, έτσι το παραλληλόγραµµο ΑΓ προς το ΓΘ [από 

Στοιχ. VI. 1], αλλά όπως είναι η ΒΓ προς τη ΓΗ έτσι η Κ προς τη Λ, και όπως άρα η 

Κ προς τη Λ, έτσι το ΑΓ παραλληλόγραµµο προς το ΓΘ [από Στοιχ. VI. 11]. 

(
ΓΗ
ΒΓ =

)(#
)(#

ΓΘ
ΑΓ =

ΓΗ⋅Γ∆
ΒΓ⋅ΑΒ =

Λ
Κ ). Πάλι επειδή είναι όπως η ∆Γ προς τη ΓΕ, έτσι το πα-

ραλληλόγραµµο ΓΘ προς το ΓΖ, αλλά όπως η ∆Γ προς τη ΓΕ , έτσι η Λ προς τη Μ, 

και όπως άρα η Λ προς τη Μ έτσι το παραλληλόγραµµο ΓΘ προς το ΓΖ (
ΓΕ
∆Γ = 

)(#
)(#

ΓΖ
ΓΘ = 

ΕΖ⋅ΓΗ
Η∆⋅ΓΗ = 

Μ
Λ ). Επειδή λοιπόν εδείχθη όπως µεν η Κ προς τη Λ, έτσι το 

παραλληλόγραµµο ΑΓ προς το παραλληλόγραµµο ΓΘ, όπως δε η Λ προς τη Μ έτσι 

το παραλληλόγραµµο ΓΘ προς το παραλληλόγραµµο ΓΖ δι’ ίσου άρα [από Στοιχ. V. 

22] είναι όπως η Κ προς τη Μ έτσι το παραλληλόγραµµο ΑΓ προς το ΓΖ. Η δε Κ 

προς Μ έχει λόγο τον αποτελούµενο από τον λόγο των πλευρών. Άρα και το ΑΓ 

προς το ΓΖ έχει λόγο τον αποτελούµενο από τους λόγους των πλευρών. 

Τα ισογώνια άρα παραλληλόγραµµα έχουν µεταξύ τους λόγο τον αποτελούµενο 

από τους λόγους των πλευρών. «ὅπερ ἔδει δεῖξαι». 
 

∆εδοµένα, 70  18  

Εάν δύο παραλληλογράµµων µε ίσες γωνίες (ἢ περὶ ἀνίσους µέν, δεδοµένας δέ19) 

οι πλευρές µεταξύ τους έχουν λόγο δεδοµένο και τα ίδια τα παραλληλόγραµµα µετα-

ξύ τους θα έχουν λόγο δεδοµένο.  

                                           
18  Ἐὰν δύο παραλληλογράµµων περὶ ἴσας γωνίας ἢ περὶ ἀνίσους µέν, δεδοµένας δέ, αἱ πλευραὶ 

πρὸς ἀλλή λας λόγον ἔχωσι δεδοµένον, καὶ αὐτὰ τὰ παραλληλόγραµµα πρὸς ἄλληλα λόγον 
ἕξει δεδοµένον. δύο γὰρ παραλληλογράµµων τῶν ΑΒ, ΕΗ περὶ ἴσας γωνίας τὰς πρὸς τοῖς Γ, Ζ 
ἢ περὶ ἀνίσους µέν, δεδοµένας δέ, αἱ πλευραὶ πρὸς ἀλλήλας λόγον ἐχέτωσαν δεδοµένον, του-
τέστι λόγος ἔστω τῆς µὲν ΑΓ πρὸς τὴν ΕΖ δοθείς, τῆς δὲ ΒΓ πρὸς τὴν ΖΗ· λέγω, ὅτι καὶ τοῦ Γ∆ 
πρὸς τὸ ΖΘ λόγος ἐστὶ δοθείς. ἔστω γὰρ ἰσογώνιον τὸ Γ∆ τῷ ΖΘ, καὶ παρα βεβλήσθω παρὰ 
τὴν ΓΒ εὐθεῖαν τῷ ΖΘ παραλληλογράµµῳ ἴσον παραλληλόγραµµον τὸ ΓΜ, καὶ κείσθω ὥστε 
ἐπ᾽ εὐθείας εἶναι τὴν ΑΓ τῇ ΓΝ· καὶ ἡ ∆Β ἄρα τῇ ΒΜ ἐστιν ἐπ᾽ εὐθείας. καὶ ἴσον ἐστὶ τὸ ΒΝ τῷ 
ΖΘ· ἔστι δὲ καὶ ἰσογώνιον· τῶν ΒΝ, ΘΖ ἄρα ἀντιπεπόνθασιν αἱ πλευραὶ αἱ περὶ τὰς ἴσας 
γωνίας· ἔστιν ἄρα ὡς ἡ ΓΒ πρὸς τὴν ΖΗ, οὕτως ἡ ΖΕ πρὸς τὴν ΓΝ. λόγος δὲ τῆς ΓΒ πρὸς τὴν 
ΖΗ δοθείς· λόγος ἄρα καὶ τῆς ΕΖ πρὸς τὴν ΓΝ δοθείς. τῆς δὲ ΕΖ πρὸς τὴν ΑΓ λόγος ἐστὶ 
δοθείς· καὶ τῆς ΑΓ ἄρα πρὸς τὴν ΓΝ λόγος ἐστὶ δοθείς· ὥστε καὶ τοῦ Γ∆ πρὸς τὸ ΓΜ λόγος ἐστὶ 
δοθείς. ἔστι δὲ τὸ ΓΜ τῷ ΖΘ ἴσον· λόγος ἄρα καὶ τοῦ Γ∆ πρὸς τὸ ΕΗ δοθείς.  

19  ∆εν θα ασχοληθούµε εδώ µε την περίπτωση των µη ισογωνίων παραλληλογράµµων, γιατί δεν 
αφορά τον παραλληλισµό που κάνουµε µε την πρόταση VI 23.  
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∆ιότι δύο παραλληλογράµµων των ΑΒ, ΕΗ µε ίσες τις γωνίες των κορυφών Γ, Ζ 

ας έχουν οι πλευρές λόγο δεδοµένο, δηλαδή έστω ο λόγος της ΑΓ προς την ΕΖ δο-

θείς, και της ΒΓ προς τη ΖΗ· λέγω ότι και του Γ∆ [παρ/µου] προς το ΖΘ ο λόγος εί-

ναι δοθείς. 

A ∆

Ν Μ

Ε Θ

Γ Β

Ζ Η

A ∆

Ν Μ

Ε Θ

Γ Β

Ζ Η
 

 

∆ιότι έστω ότι το Γ∆ είναι ισογώνιο µε το ΖΘ, και ας έχει τοποθετηθεί στη ΓΒ 

ευθεία το παραλληλόγραµµο ΓΜ ίσο µε το ΖΘ. Και ας έχει τοποθετηθεί έτσι ώστε η 

ΑΓ να είναι στην ευθεία µε τη ΓΝ [από Στοιχ. Ι. 45]· άρα και η ∆Β είναι στην ίδια 

ευθεία µε τη ΒΜ [από Στοιχ. Ι. 29, Ι. 14]. Και είναι ίσο το [παρ/µο] ΒΝ µε το ΖΘ. 

Είναι δε και ισογώνια. Άρα [από Στοιχ. VI. 14] οι πλευρές των ΒΝ και Ζθ οι περί τις 

ίσες γωνίες είναι αντιστρόφως ανάλογες· είναι άρα όπως η ΓΒ προς τη ΖΗ, έτσι η 

ΖΕ προς τη ΓΝ. Όµως ο λόγος της ΓΒ προς τη ΖΗ είναι δοθείς. Εποµένως ο λόγος 

της ΕΖ προς τη ΓΝ είναι δοθείς [∆εδοµ. ορισµ. 2]. Αλλά και ο λόγος της ΕΖ προς την 

ΑΓ είναι δοθείς [υπόθεση]· άρα και της ΑΓ προς τη ΓΝ ο λόγος είναι δοθείς [από 

∆εδοµ. 8]· ώστε και ο λόγος του Γ∆ [παρ/µου] προς το ΓΜ [παρ/µο] είναι δοθείς [α-

πό Στοιχ. VI. 2, ∆εδοµ. ορισµ. 2]. Αλλά είναι και το ΓΜ [παρ/µο] ίσο µε το ΖΘ 

[παρ/µο]. Άρα ο λόγος του Γ∆ [παρ/µου] προς το ΕΗ είναι δοθείς [από Στοιχ. V. 7, 

∆εδοµ. ορισµ. 2].  
 

Αντιπαραβάλλοντας τις δύο προτάσεις, γίνεται φανερό, ότι ενώ στην πρώτη, που 

περιλαµβάνεται στα Στοιχεία, προσδιορίζεται ο συγκεκριµένος λόγος των ισογώνιων 

παραλληλογράµµων ως το γινόµενο των λόγων των πλευρών, στην δεύτερη, που πε-

ριλαµβάνεται στα ∆εδοµένα, αποδεικνύεται απλά η «δυνατότητα» να βρεθεί ο λόγος 

των παραλληλογράµµων, αν µε τη σειρά τους υπάρχουν κάποιες άλλες δυνατότητες 

που έχουν προσδιοριστεί στην εκφώνηση προηγουµένως, χωρίς όµως να καταλήγει 

στον συγκεκριµένο λόγο. Έτσι, θεωρούµε ότι πρόκειται για δύο προτάσεις που κά-

νουν αρκετά διαφορετικά πράγµατα µεταξύ τους, τόσο ως προς τον τρόπο που λει-
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τουργούν όσο και ως προς τα αποτελέσµατά τους. Η µία υλοποιεί – κατασκευάζει 

συγκεκριµένα αντικείµενα – σχέσεις και αποδεικνύει ότι το έκανε µε έγκυρο τρόπο, 

ενώ η άλλη χωρίς να κατασκευάζει τίποτε συγκεκριµένο, εξασφαλίζει µέσω µιας 

νοητικής κατασκευής τη «δυνατότητα» (δυνητική αναγκαιότητα) να µπορούν να 

βρεθούν κάποια αντικείµενα – σχέσεις. Κατά συνέπεια, δεν µπορούµε να συµφωνή-

σουµε µε τη δήλωση, ότι οι δύο προτάσεις έχουν το ίδιο ή ισοδύναµο µαθηµατικό 

περιεχόµενο. 

Στο σηµείο αυτό θα µπορούσαµε να κάνουµε µια υπόθεση, που εκτός από τις 

δύο παραπάνω προτάσεις αφορά επίσης όσες προτάσεις από τα Στοιχεία και τα ∆ε-

δοµένα φαίνεται να έχουν αντίστοιχο περιεχόµενο: Ίσως σε κάποια χρονική στιγµή 

οι δύο προτάσεις που αντιπαραβάλλαµε, να αποτελούσαν µια πρόταση η οποία αντι-

µετωπιζόταν µε τη µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης και η µεν πρόταση 70 των ∆ε-

δοµένων αποτελούσε µέρος της ανάλυσης ενώ η πρόταση VI 23 των Στοιχείων απο-

τελούσε τη σύνθεση. Αυτή η υπόθεση – πρόταση που κάνουµε εδώ, υποστηρίζεται 

ισχυρά από την επόµενη αντιπαραβολή προτάσεων που θα κάνουµε παρακάτω, στην 

οποία πολλά στοιχεία των δύο προτάσεων φανερώνουν την κοινή καταγωγή τους.  

 

Η πρόταση 39 των ∆εδοµένων και το πρόβληµα Ι.22 από τα Στοιχεία, είναι ένα 

από τα ζεύγη προτάσεων που ο Taisbak (2003, 123) υποστηρίζει ότι έχουν το ίδιο 

µαθηµατικό περιεχόµενο. Συγκεκριµένα, περιγράφοντας την κατασκευή που εµφανί-

ζεται στην πρόταση 42 των ∆εδοµένων, υποστηρίζει ότι η ύπαρξη της πρότασης 39 

των ∆εδοµένων δεν είναι απαραίτητη αν γίνει χρήση της πρότασης Ι.22 των Στοιχεί-

ων όπως αναφέρει:  

…η κατασκευή που υποτίθεται ότι έχει γίνει είναι η ίδια όπως αυτή που εκπονή-

θηκε στην Dt 39, δηλαδή η Ι.22. 

 Φαίνεται να κατανοεί όµως ταυτόχρονα και να αναγνωρίζει ο Taisbak παρακά-

τω ότι:  

Περιττή ή όχι, η Dt 39 είναι µια οδός διαφυγής για να κατανοήσουµε τα ∆εδοµένα 

από αυτά που κάνουν και όχι από τους ορισµούς τους, και να εξερευνήσουµε σε 

βάθος την εξάρτησή τους και τη συνάφειά τους µε τα Στοιχεία. Ευθυγραµµίζεται 

µε άλλες που εµπνέουν παρόµοιες υπόνοιες, την Dt. 2 και την Dt. 25, για να ανα-

φέρουµε ένα ζεύγος από τις πιο σηµαντικές.  
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 Αυτή όµως την οδό διαφυγής που αναφέρει για την κατανόηση των ∆εδοµένων 

ο Taisbak δεν την εκµεταλλεύεται πουθενά στο βιβλίο του. Απλά, ο Taisbak παρα-

πέµπει στο παράρτηµα Β του βιβλίου του, όπου πριν αντιπαραβάλλει την πρόταση 

39 των ∆εδοµένων µε το πρόβληµα Ι.22 των Στοιχείων δηλώνει (2003, 250):  

Mutatis mutandis το κείµενο της Dt 39 είναι σχεδόν αυτολεξεί (verbatim) το ί-

διο µε της Ι.22 των Στοιχείων. Ο συγγραφέας των ∆εδοµένων πήρε το κείµενο 

του Ι.22 και εισήγαγε το ιδίωµα «δοθέν» (given) όπου χρειαζόταν, πράγµα το 

οποίο εξηγεί τις συντακτικές συγκοπές οι οποίες είναι ευδιάκριτες σε αυτή τη σύ-

νοψη.  

∆ηλαδή, ο Taisbak, συνολικά µε τις παραπάνω δηλώσεις του, εµφανίζεται πρώ-

τον, να συντάσσεται έστω και µερικώς, µε την άποψη που έχουν εκφράσει και άλλοι, 

ότι οι προτάσεις των ∆εδοµένων δεν είναι απαραίτητες από τη στιγµή που υπάρχουν 

αντίστοιχες στα Στοιχεία που έχουν το ίδιο µαθηµατικό περιεχόµενο, δεύτερον, να 

µην αντιλαµβάνεται ποια είναι η διαφοροποίηση ανάµεσα σε αυτές τις προτάσεις 

εκτός από τον όρο «δοθέν» και τρίτον, να θεωρεί ότι τα Στοιχεία προϋπήρξαν των 

∆εδοµένων, αφού ο συγγραφέας της πρότασης 39 των ∆εδοµένων, πήρε απλά την 

πρόταση 22 των Στοιχείων που προϋπήρχε και εισήγαγε τον όρο «δοθέν». Με άλλα 

λόγια, θεωρεί ότι οι συνθέσεις προϋπήρξαν των αντιστοίχων αναλύσεων, άποψη µε 

την οποία προφανώς δεν συµφωνεί η δική µας πρόταση, σύµφωνα µε την οποία οι 

προτάσεις των ∆εδοµένων θα πρέπει να υπήρξαν κάποια στιγµή τα βεβαιωτικά µέρη 

των αναλύσεων των αντίστοιχων προτάσεων των Στοιχείων. Οι παραπάνω θέσεις 

του Taisbak δεν µας βρίσκουν σύµφωνους και θα εξηγήσουµε αναλυτικότερα τους 

λόγους αµέσως µετά την αντιπαραβολή των προτάσεων Θα συµφωνήσουµε ως εδώ 

µαζί του µόνο, στο γεγονός ότι η αντιπαραβολή αυτών των δύο συγκεκριµένων προ-

τάσεων αποτελεί µια από τις καλύτερες διόδους, προκειµένου να περάσει κάποιος 

από τα ∆εδοµένα στα Στοιχεία και αντίστροφα καθώς και να κατανοήσει καλύτερα 

τις προτάσεις των ∆εδοµένων και τον τρόπο που πραγµατικά αυτές λειτουργούν.  

Ας προχωρήσουµε όµως στην αντιπαραβολή των δύο προτάσεων προκειµένου 

να αντιληφθούµε καλύτερα τη σχέση τους. 
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∆εδοµένα, 39 20 

Εάν καθεµιά των πλευρών ενός τριγώνου είναι δεδοµένη ως προς το µέγεθος έ-

χει δοθεί το τρίγωνο ως προς το είδος. 

Γιατί έστω ότι καθεµιά από τις πλευρές του τριγώνου ΑΒΓ είναι δεδοµένη ως 

προς το µέγεθος· λέγω ότι το τρίγωνο ΑΒΓ έχει δοθεί ως προς το είδος. 

 

∆ Ζ                   Η               ΜΕ

Κ

Λ

Β                    Γ

Α

Θ

∆ Ζ                   Η               ΜΕ

Κ

Λ

Β                    Γ

Α

Θ  
 

Γιατί έστω µια ευθεία δεδοµένη ως προς τη θέση η ∆Μ, η οποία έχει περατωθεί 

µεν προς το ∆, είναι δε απεριόριστη προς το άλλο µέρος [του Μ], και έστω ότι είναι 

η ∆Ε ίση µε την ΑΒ. Όµως η ΑΒ είναι δοθείσα [ως προς το µέγεθος]· άρα είναι δο-

θείσα και η ∆Ε [ως προς το µέγεθος από ∆εδοµ. Ορισµ. 1]· αλλά και ως προς τη θέ-

ση· και το ∆ είναι δοθέν, άρα είναι δοθέν και το Ε [∆εδοµ. 27]. Και [έστω] η ΕΖ ίση 

µε τη ΒΓ· αλλά η ΒΓ είναι δοθείσα· άρα είναι δοθείσα και η ΕΖ [ως προς το µέγεθος 

από ∆εδοµ. ορισµ. 1]. Αλλά και ως προς τη θέση. Και είναι δοθέν το Ε· άρα είναι δο-

θέν και το Ζ [∆εδοµ. 27]. Και [έστω] η ΖΗ ίση µε την ΑΓ. Αλλά η ΑΓ είναι δοθείσα· 

άρα είναι δοθείσα και η ΖΗ [ως προς το µέγεθος από ∆εδοµ. Ορισµ. 1], αλλά και ως 

                                           
20  Ἐὰν τριγώνου ἑκάστη τῶν πλευρῶν δεδοµένη ᾖ τῷ µεγέθει, δέδοται τὸ τρίγωνον τῷ εἴδει. 

τριγώνου γὰρ τοῦ ΑΒΓ ἑκάστη τῶν πλευρῶν δεδοµένη ἔστω τῷ µεγέθει· λέγω, ὅτι τὸ ΑΒΓ τρί-
γωνον δέδοται τῷ εἴδει. ἐκκείσθω γὰρ εὐθεῖα τῇ θέσει δεδοµένη ἡ ∆Μ, πεπερατωµένη µὲν κατὰ 
τὸ ∆, ἄπειρος δὲ κατὰ τὸ λοιπόν, καὶ κείσθω τῇ µὲν ΑΒ ἴση ἡ ∆Ε· δοθεῖσα δὲ ἡ ΑΒ· δοθεῖσα ἄρα 
καὶ ἡ ∆Ε· ἀλλὰ καὶ τῇ θέσει· καί ἐστι δοθὲν τὸ ∆· δοθὲν ἄρα καὶ τὸ Ε· τῇ δὲ ΒΓ ἴση ἡ ΕΖ· δοθεῖσα 
δὲ ἡ ΒΓ· δοθεῖσα ἄρα καὶ ἡ ΕΖ· ἀλλὰ καὶ τῇ θέσει· καί ἐστι δοθὲν τὸ Ε· δοθὲν ἄρα καὶ τὸ Ζ· τῇ 
δὲ ΑΓ ἴση ἡ ΖΗ. δοθεῖσα δὲ ἡ ΑΓ· δοθεῖσα ἄρα καὶ ἡ ΖΗ. ἀλλὰ καὶ τῇ θέσει. καί ἐστι δοθὲν τὸ 
Ζ· δοθὲν ἄρα καὶ τὸ Η. καὶ κέντρῳ µὲν τῷ Ε, διαστήµατι δὲ τῷ Ε∆ κύκλος γεγράφθω ὁ ∆ΚΘ· 
θέσει ἄρα ἐστὶν ὁ ∆ΚΘ. πάλιν κέντρῳ µὲν τῷ Ζ, διαστήµατι δὲ τῷ ΖΗ κύκλος γεγράφθω ὁ 
ΗΚΛ· θέσει ἄρα ἐστὶν ὁ ΗΚΛ· θέσει δὲ καὶ ὁ ∆ΘΚ κύκλος· δοθὲν ἄρα ἐστὶ καὶ τὸ Κ σηµεῖον. 
ἔστι δὲ καὶ ἑκάτερον τῶν Ε, Ζ δοθέν· δοθεῖσα ἄρα ἐστὶν ἑκάστη τῶν ΚΕ, ΕΖ, ΖΚ τῇ θέσει καὶ τῷ 
µεγέθει· δέδοται ἄρα τὸ ΚΕΖ τρίγωνον τῷ εἴδει. καί ἐστιν ἴσον τε καὶ ὅµοιον τῷ ΑΒΓ· δέδοται 
ἄρα τὸ ΑΒΓ τρίγωνον τῷ εἴδει. 
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προς τη θέση. Και το Ζ είναι δοθέν, άρα είναι δοθέν και το Η [∆εδοµ. 27]. Και µε 

κέντρο το Ε και ακτίνα την Ε∆ ας έχει γραφεί κύκλος ο ∆ΚΘ· άρα ο ∆ΚΘ είναι [δο-

θείς] ως προς τη θέση [∆εδοµ. ορισµ. 6]. Πάλι µε κέντρο το Ζ και ακτίνα τη ΖΗ ας 

έχει γραφεί κύκλος ο ΗΚΛ· άρα ο ΗΚΛ είναι [δοθείς] ως προς τη θέση [∆εδοµ. ο-

ρισµ. 6]. Όµως και ο κύκλος ∆ΚΘ είναι [δοθείς] ως προς τη θέση· άρα είναι δοθέν 

και το σηµείο Κ [∆εδοµ. 25]. Είναι δοθέν και καθένα από τα Ε και Ζ· άρα είναι δο-

θείσα καθεµιά των ΚΕ, ΕΖ, ΖΚ ως προς τη θέση και ως προς το µέγεθος [∆εδοµ. 26]. 

Άρα έχει δοθεί το τρίγωνο ΚΕΖ ως προς το είδος [∆εδοµ. ορισµ. 3]. Και είναι ίσο και 

όµοιο µε το ΑΒΓ [Στοιχ. Ι.8, Ι.4, VI. ορισµ. 1]· έχει δοθεί άρα το ΑΒΓ τρίγωνο ως 

προς το είδος [∆εδοµ. ορισµ. 3].  
 

Στοιχεία I 22 21  

Από τρεις ευθείες οι οποίες είναι ίσες προς τρεις δοθείσες [ευθείες] να κατα-

σκευασθεί τρίγωνο· πρέπει δε οι δύο ευθείες µε οποιοδήποτε τρόπο και αν λαµβάνο-

νται να είναι µεγαλύτερες της τρίτης [γιατί οι δύο πλευρές τριγώνου µε οποιονδήπο-

τε τρόπο και αν λαµβάνονται είναι µεγαλύτερες από την τρίτη πλευρά]. 

 

Έστω οι τρεις δοθείσες ευθείες οι Α, Β, Γ από τις οποίες οι δύο [το άθροισµά 

τους] είναι µεγαλύτερες από την τρίτη µε οποιονδήποτε τρόπο και αν ληφθούν, οι 

µεν Α, Β µεγαλύτερες της Γ, οι δε Α, Γ µεγαλύτερες της Β και οι Β, Γ της Α· πρέπει 

να κατασκευαστεί τρίγωνο από ευθείες ίσες µε τις Α, Β, Γ. 

 

                                           
21  Ἐκ τριῶν εὐθειῶν, αἵ εἰσιν ἴσαι τρισὶ ταῖς δοθείσαις [εὐθείαις], τρίγωνον συστήσασθαι· δεῖ δὲ 

τὰς δύο τῆς λοιπῆς µείζονας εἶναι πάντῃ µεταλαµβανοµένας [διὰ τὸ καὶ παντὸς τριγώνου τὰς 
δύο πλευρὰς τῆς λοιπῆς µείζονας εἶναι πάντῃ µεταλαµβανοµένας]. Ἔστωσαν αἱ δοθεῖσαι τρεῖς 
εὐθεῖαι αἱ Α, Β, Γ, ὧν αἱ δύο τῆς λοιπῆς µείζονες ἔστωσαν πάντῃ µεταλαµβανόµεναι, αἱ µὲν Α, 
Β τῆς Γ, αἱ δὲ Α, Γ τῆς Β, καὶ ἔτι αἱ Β, Γ τῆς Α· δεῖ δὴ ἐκ τῶν ἴσων ταῖς Α, Β, Γ τρίγωνον συστή-
σασθαι. Ἐκκείσθω τις εὐθεῖα ἡ ∆Ε πεπερασµένη µὲν κατὰ τὸ ∆ ἄπειρος δὲ κατὰ τὸ Ε, καὶ 
κείσθω τῇ µὲν Α ἴση ἡ ∆Ζ, τῇ δὲ Β ἴση ἡ ΖΗ, τῇ δὲ Γ ἴση ἡ ΗΘ· καὶ κέντρῳ µὲν τῷ Ζ, διαστήµατι 
δὲ τῷ Ζ∆ κύκλος γεγράφθω ὁ ∆ΚΛ· πάλιν κέντρῳ µὲν τῷ Η, διαστήµατι δὲ τῷ ΗΘ κύκλος 
γεγράφθω ὁ ΚΛΘ, καὶ ἐπεζεύχθωσαν αἱ ΚΖ, ΚΗ· λέγω, ὅτι ἐκ τριῶν εὐθειῶν τῶν ἴσων ταῖς Α, 
Β, Γ τρίγωνον συνέσταται τὸ ΚΖΗ.  
Επεὶ γὰρ τὸ Ζ σηµεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ∆ΚΛ κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ Ζ∆ τῇ ΖΚ· ἀλλὰ ἡ Ζ∆ τῇ Α 
ἐστιν ἴση. καὶ ἡ ΚΖ ἄρα τῇ Α ἐστιν ἴση. πάλιν, ἐπεὶ τὸ Η σηµεῖον κέντρον ἐστὶ τοῦ ΛΚΘ 
κύκλου, ἴση ἐστὶν ἡ ΗΘ τῇ ΗΚ· ἀλλὰ ἡ ΗΘ τῇ Γ ἐστιν ἴση· καὶ ἡ ΚΗ ἄρα τῇ Γ ἐστιν ἴση. ἐστὶ δὲ 
καὶ ἡ ΖΗ τῇ Β ἴση· αἱ τρεῖς ἄρα εὐθεῖαι αἱ ΚΖ, ΖΗ, ΗΚ τρισὶ ταῖς Α, Β, Γ ἴσαι εἰσίν. Ἐκ τριῶν 
ἄρα εὐθειῶν τῶν ΚΖ, ΖΗ, ΗΚ, αἵ εἰσιν ἴσαι τρισὶ ταῖς δοθείσαις εὐθείαις ταῖς Α, Β, Γ, 
τρίγωνον συνέσταται τὸ ΚΖΗ· ὅπερ ἔδει ποιῆσαι.  
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Ας έχει ληφθεί η ευθεία ∆Ε, πεπερασµένη µεν κατά το ∆, άπειρη δε κατά το Ε, 

και ας έχει ληφθεί η µεν ∆Ζ ίση µε την Α, η δε ΖΗ ίση µε τη Β, η δε ΗΘ ίση µε τη Γ· 

και ας έχει γραφεί κύκλος µε κέντρο µεν το Ζ, ακτίνα δε τη Ζ∆ ο ∆ΚΛ. Με κέντρο 

πάλι το Η και ακτίνα ΗΘ ας έχει γραφεί κύκλος ο ΚΛΘ και ας έχουν αχθεί οι ΚΖ, 

ΚΗ· λέγω ότι από τις τρεις ευθείες που είναι ίσες µε τις Α, Β, Γ έχει κατασκευαστεί 

το τρίγωνο ΚΖΗ.22 

Γιατί, επειδή το σηµείο Ζ είναι κέντρο του κύκλου ∆ΚΛ, η Ζ∆ είναι ίση µε τη 

ΖΚ. Αλλά η Ζ∆ είναι ίση µε την Α. Άρα και η ΚΖ είναι ίση µε την Α. Πάλι επειδή το 

σηµείο Η είναι κέντρο του κύκλου ΛΚΘ, η ΗΘ είναι ίση µε την ΗΚ. Αλλά η ΗΘ εί-

ναι ίση µε τη Γ· άρα και η ΚΗ είναι ίση µε τη Γ. Είναι δε και η ΖΗ ίση προς τη Β· 

άρα οι τρεις ευθείες οι ΚΖ, ΖΗ, ΗΚ είναι ίσες µε τις τρεις Α, Β, Γ. 

Άρα από τρεις ευθείες τις ΚΖ, ΖΗ, ΗΚ, οι οποίες είναι ίσες µε τις τρεις δοθείσες 

ευθείες τις Α, Β, Γ έχει κατασκευασθεί το τρίγωνο ΚΖΗ· «ὅπερ ἔδει ποιῆσαι».  
  

Συγκρίνοντας τις δύο αυτές προτάσεις, παρατηρούµε πάλι αυτό που αναδείξαµε 

και στην προηγούµενη αντιπαραβολή προτάσεων, δηλαδή το γεγονός ότι ενώ στο τέ-

λος της πρότασης 39 των ∆εδοµένων εξασφαλίστηκε παραγωγικά η «δυνατότητα» 

(δυνητική αναγκαιότητα) της κατασκευής του τριγώνου στο τέλος της πρότασης Ι.22 

έχει γίνει η κατασκευή του συγκεκριµένου τριγώνου ΚΖΗ και έχει αιτιολογηθεί παρα-

γωγικά µε την «απόδειξη». Κάτι που προφανώς σηµαίνει ότι οι δύο προτάσεις δεν έ-

χουν το ίδιο µαθηµατικό περιεχόµενο για τους Έλληνες µαθηµατικούς, ακόµη και αν 

                                           
22  Ο Taisbak (2003, 250) σταµατάει σε αυτό το σηµείο που τελειώνει η «κατασκευή» της σύνθε-
σης την αντιπαραβολή της πρότασης Ι.22 µε την πρόταση 39 των ∆εδοµένων, χωρίς να παρα-
θέτει την απόδειξη, θεωρώντας προφανώς ότι µόνο η «κατασκευή» της Ι.22 αρκεί αν εµπλου-
τισθεί µε το ιδίωµα «δοθέν – δεδοµένον» για να δώσει την πρόταση 39 των ∆εδοµένων.  
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το βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης µοιάζει επιφανειακά µε την «κατασκευή» του συν-

θετικού µέρους, αλλά εξυπηρετούν εντελώς διαφορετικούς στόχους. Αυτό δεν φαίνε-

ται να το αντιλαµβάνεται ο Taisbak, ο οποίος προσπαθώντας να διαβάσει το καθαρό 

µαθηµατικό περιεχόµενο, αγνοεί πάνω από τη µισή πρόταση Ι. 22, βάζοντας απλά την 

έκφραση «‘given’ – idiom». Πράγµατι, όπως µπορεί πολύ εύκολα να παρατηρήσει 

κάποιος στην αντιπαραβολή που κάνει ο Taisbak (2003, 250), αυτό που λείπει στο 

τµήµα αυτό της Ι.22 των Στοιχείων, είναι η δικαιολόγηση από το κάθε βήµα στο επό-

µενο. Κάτι που είναι λογικό γιατί το τµήµα της πρότασης Ι.22 που παραθέτει ο Tais-

bak για αντιπαραβολή µε το σύνολο της πρότασης 39 των ∆εδοµένων, είναι µόνο η 

«κατασκευή» αυτού που θα ήταν το συνθετικό µέρος µιας ολοκληρωµένης ανάλυσης, 

σύµφωνα µε την πρότασή µας.. Τη δικαιολόγηση ο Ευκλείδης την κάνει αµέσως µετά 

στην «απόδειξη». Στην πρόταση όµως των ∆εδοµένων κάνει ταυτόχρονα και τη νοητι-

κή κατασκευή και την παραγωγή µέσω συµπερασµών, της «δυνατότητας» (δυνητικής 

αναγκαιότητας). Έτσι ο Taisbak, στην ουσία αντιπαραβάλλει την «κατασκευή» της 

σύνθεσης από την πρόταση των Στοιχείων, µε το «βεβαιωτικό µέρος της ανάλυσης 

από τα ∆εδοµένα και βρίσκει ότι είναι ίδια ως περιεχόµενο, ενώ διαφέρουν απλά κατά 

το ιδίωµα «δοθέν» – «δεδοµένον». Ίσως το κάνει στην προσπάθειά του να συνταχθεί 

µε τη γραµµή των Hintikka & Remes (1974), σύµφωνα µε την οποία το βεβαιωτικό 

µέρος της ανάλυσης είναι η ανακάλυψη µιας βοηθητικής κατασκευής που βοηθάει τη 

σύνθεση. Το γεγονός όµως ότι κάνει την αντιπαραβολή µε αυτόν τον τρόπο δείχνει ότι 

δεν αντιλαµβάνεται ούτε το περιεχόµενο, ούτε τον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί µια 

αντιπροσωπευτική πρόταση των ∆εδοµένων.  

Μέσα από την παραπάνω αντιπαραβολή και την µεγάλη οµοιότητα ακόµη και 

των εκφράσεων που χρησιµοποιούνται που παραπέµπει σε κοινή καταγωγή, ισχυρο-

ποιείται η θέση µας, ότι οι προτάσεις των ∆εδοµένων, είναι βεβαιωτικά µέρη αναλύ-

σεων που έχουν υπάρξει. Σε αυτά τα βεβαιωτικά µέρη επιτυχηµένων αναλύσεων που 

έχουν υπάρξει, γίνεται εκτός από τη νοητική κατασκευή του ζητουµένου, ταυτόχρο-

να και ο έλεγχος – δικαιολόγηση από τον ερευνητή της εγκυρότητας του παραγωγι-

κού συµπερασµού, που εξασφαλίζει τελικά τη δυνητική αναγκαιότητα του συλλογι-

σµού και τελικά του ζητουµένου. Τα βεβαιωτικά µέρη όσων προβληµάτων πιθανόν 

βρέθηκαν µε τη µέθοδο της γεωµετρικής ανάλυσης, όπως του Ι. 22, δεν είχαν καµία 

θέση στη συνθετική παρουσίαση των λύσεων. Πιθανότατα κάποια από αυτά, που δεν 
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συµπεριλήφθηκαν σε κάποιο αναλυτικό έργο ξεχάστηκαν. Τα υπόλοιπα χάθηκαν µα-

ζί µε τα αναλυτικά έργα που χάθηκαν στην πορεία της ιστορίας. Η µη συµπερίληψή 

του σε κάποιο συνθετικό έργο λόγω της δυσκολίας τους και του περιορισµένου κοι-

νού στο οποίο απευθύνονταν, βοήθησε στο να χαθούν.  

Ο Πάππος, στο 5ο βιβλίο της Συναγωγής (410.23 - 412.7), το αναφέρει ξεκάθαρα 

ότι επιλέγει να παρουσιάσει κάποιες αποδείξεις µε τη συνθετική µέθοδο αντί για τις 

αντίστοιχες αποδείξεις µε τον αναλυτικό τρόπο, τον οποίο ακολουθούσαν κάποιοι 

από τους «παλαιούς», που πιθανότατα όµως από τον τρόπο που αναφέρεται σε αυτόν 

είναι πιο δύσκολος και ασαφής για το συγκεκριµένο ακροατήριο στο οποίο απευθύ-

νεται που περιλαµβάνει πολλούς που θέλουν να µάθουν αλλά δεν είναι ειδικοί:  

ἑξῆς δὲ τούτοις γράψοµεν, ὡς ὑπεσχόµεθα, τὰς συγκρίσεις τῶν ἴσην ἐπιφάνειαν 

ἐχόντων πέντε σχηµάτων, πυραµίδος τε καὶ κύβου καὶ ὀκταέδρου δωδεκαέδρου τε 

καὶ εἰκοσαέδρου [καὶ τὴν ἔφοδον τῶν ἀποδείξεων ἐχούσας], οὐ διὰ τῆς ἀναλυτι-

κῆς λεγοµένης θεωρίας, δι᾽ ἧς ἔνιοι τῶν παλαιῶν ἐποιοῦντο τὰς ἀποδείξεις [τῶν 

προειρηµένων σχηµάτων], ἀλλὰ διὰ τῆς κατὰ σύνθεσιν ἀγωγῆς ἐπὶ τὸ σαφέστε-

ρον καὶ συντοµώτερον ὑπ᾽ ἐµοῦ διεσκευασµένας [ἐπεὶ καὶ τὰ λήµµατα πάντα 

µικρά τε καὶ µεγάλα διὰ τοὺς πολλοὺς τῶν φιλοµαθούντων κατέταξα τὸν ἀριθµὸν 

ἑκκαίδεκα, ὧν ἐστιν ἐνταῦθα χρεία]. προγράφεται δὲ [τῶν συγκρίσεων] τάδε.  

Με άλλα λόγια, ο Πάππος γίνεται ο πολύτιµος διαµεσολαβητής ανάµεσα στη 

µαθηµατική γνώση και το µη ειδικό ακροατήριο των «φιλοµαθούντων»23 και επιλέ-

γει να παρουσιάσει τη σύνθεση των συγκεκριµένων προβληµάτων, ενώ είναι φανερό 

ότι υπάρχει και η ανάλυση τους. Και όταν βέβαια ο Πάππος αναφέρει την απόδειξη 

µε την αναλυτική θεωρία εννοεί την ανάλυση αυτών των προβληµάτων (υποθετικό 

και βεβαιωτικό µέρος) ειδικούς-ερευνητές των Μαθηµατικών. Αυτού όµως του εί-

δους η επιλογή της παρουσίασης του προβλήµατος συνθετικά και η όλο και σπανιό-

τερη παρουσίασή του αναλυτικά, πιθανόν λόγω αντικειµενικών δυσκολιών, όπως 

είναι η έλλειψη ειδικού κοινού και η δυσκολία τους, ήταν που βοήθησε σηµαντικά 

να ξεχαστούν αυτές οι αναλύσεις και τελικά να εξαφανιστούν, µέχρι να φτάσουµε 

σήµερα οι να αναρωτιόµαστε αν πραγµατικά υπήρξαν ποτέ και να χρειάζεται να πι-

θανολογούµε και να επιχειρηµατολογούµε για την ύπαρξή τους.  

                                           
23  Όπως χαρακτηριστικά παρατηρεί και συζητά και η Cuomo (2000, 86-87). 
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Κλείνοντας την αναφορά µας στα ∆εδοµένα του Ευκλείδη, θα επαναλάβουµε ότι 

οι προτάσεις αυτού του έργου είναι έτοιµα τµήµατα ανάλυσης (δηλαδή, νοητικές 

πορείες µε στόχο τη δυνητική αναγκαιότητα του ζητουµένου), που µπορούν να χρη-

σιµεύσουν σε µελλοντικές αναλύσεις και ειδικότερα στο δεύτερο µέρος τους το βε-

βαιωτικό. Με άλλα λόγια είναι βεβαιωτικά µέρη αναλύσεων που έχουν υπάρξει. Για 

το λόγο αυτό ποτέ δεν χρησιµοποιήθηκαν σε κανένα συνθετικό έργο. Η χρησιµότητά 

τους υπήρξε ξεκάθαρη για όσους για όσους ασχολήθηκαν ερευνητικά µε τη γεωµε-

τρική ανάλυση, οι οποίοι ήταν βέβαια λίγοι, γεγονός που εξηγεί, όπως έχουµε ανα-

φέρει και τη µικρή διάδοση του έργου αλλά και γενικότερα των κειµένων που περιέ-

χουν γεωµετρική ανάλυση.  

 

8.3.  Η αξία του Ευκλείδη ως ερευνητή 

 

Μέχρι τώρα, έχει υποστηριχθεί ευρύτατα, ότι ο Ευκλείδης ήταν ένας πολύ καλός δά-

σκαλος και κωδικοποιός και όχι ερευνητής µαθηµατικός. Με άλλα λόγια η συνει-

σφορά του υπήρξε η πολύ καλή οργάνωση και διατύπωση πραγµάτων, που στη συ-

ντριπτική τους πλειοψηφία είχαν ανακαλυφθεί από άλλους µαθηµατικούς πριν από 

αυτόν. Στην ενότητα αυτή µε τη βοήθεια όσων προηγήθηκαν, θα υποστηρίξουµε τη 

θέση ότι ο Ευκλείδης εκτός από καλός δάσκαλος και κωδικοποιός, υπήρξε και ερευ-

νητής.  

Ο τρόπος µε τον οποίο περιγράφει τον Ευκλείδη ο Van Der Waerden, στο κλα-

σικό έργο του Η Αφύπνιση της Επιστήµης, είναι χαρακτηριστικός και ταυτόχρονα 

αντιπροσωπευτικός της άποψης που επικρατεί µέχρι σήµερα για τον Ευκλείδη. Ο 

Van Der Waerden (1954, 230), αναφερόµενος στον υποδειγµατικό τρόπο µε τον ο-

ποίο ο Ευκλείδης συγκέντρωσε στο έργο του όλα τα µαθηµατικά που καλλιεργήθη-

καν στη σχολή του Πλάτωνος και τη τεράστια απήχηση που έχουν τα Στοιχεία ως 

µια από τις µεγαλύτερες επιτυχίες της παγκόσµιας γραµµατείας γράφει: 

Ο Ευκλείδης δικαιούται απόλυτα αυτή τη φήµη για τις αξιοζήλευτες διδακτικές 

αρετές του. Είναι ο µέγιστος δάσκαλος που γνώρισε η ιστορία των µαθηµατικών. 

Ενώ συνεχίζει ο Van Der Waerden (1954, 231-232), διατυπώνοντας µε ρητό 

τρόπο τη θέση του για την αξία του Ευκλείδη ως µαθηµατικού – ερευνητή:  
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Ο Ευκλείδης κατ’ ουδένα τρόπο είναι µέγας µαθηµατικός. Όπως ήδη έχουµε 

δει, τα πιο σηµαντικά και πιο δύσκολα µέρη των Στοιχείων έχουν αντληθεί από 

άλλους συγγραφείς, ιδιαίτερα από τον Θεαίτητο (τα βιβλία Χ και ΧΙΙΙ) και τον 

Εύδοξο (τα βιβλία V και ΧΙΙ). Τα µέρη αυτά, καθώς και τα αριθµητικά βιβλία 

VII και ΙΧ, είναι εξαιρετικά υψηλού µαθηµατικού επιπέδου, ενώ άλλα µέρη, 

ιδίως το µεσαίο από τα αριθµητικά βιβλία (βιβλίο VIII) και η συναφής Κατα-

τοµή κανόνος, υπολείπονται κατά πολύ αυτού του επιπέδου. Περιέχουν λογικά 

σφάλµατα και οι διατυπώσεις φανερώνουν µερικές φορές σύγχυση. Το επίπεδο 

του Ευκλείδη καθορίζεται φανερά από εκείνο των προγενεστέρων του τους 

οποίους ακολουθεί. Όταν καθοδηγείται από έναν συγγραφέα πρώτης γραµµής 

όπως ο Θεαίτητος ή ο Εύδοξος, είναι και ο ίδιος εξαιρετικός. Αλλά όταν αντλεί 

από έναν λιγότερο διαπρεπή συγγραφέα το επίπεδό του πέφτει. Ο Ευκλείδης 

είναι πάνω από όλα ένας παιδαγωγός, όχι ένας µεγαλοφυής δηµιουργός.  

Μέχρι σήµερα, δεν έχει υπάρξει κάποιος αντίλογος σε ότι αφορά την παραπάνω 

θέση του Van Der Waerden, αντίθετα µπορούµε να πούµε ότι αυτή η θέση έχει επι-

κρατήσει. Είναι ίσως µια θέση σε µεγάλο βαθµό αιτιολογηµένη σε ότι αφορά τα 

Στοιχεία («συµπίληµα µαθηµατικών αποσπασµάτων διαφόρων εποχών και άνισης 

αξίας» τα χαρακτηρίζει στον πρόλογο του ο Van Der Waerden), για τα οποία είναι 

γνωστό ότι είχαν προϋπάρξει έργα ανάλογου περιεχοµένου και η πατρότητα των πε-

ρισσοτέρων από τις προτάσεις που περιλαµβάνουν, είναι γνωστό ότι δεν ανήκει στον 

Ευκλείδη. Αυτή η θέση όµως, γενικεύτηκε µάλλον µε ευκολία και χωρίς βάσανο και 

για τα υπόλοιπα έργα του Ευκλείδη, µε τρόπο ώστε να συµπεριλάβει και τα ∆εδοµέ-

να, χωρίς να υπάρχει ανάλογη τεκµηρίωση, όπως θα δείξουµε στη συνέχεια. Είναι 

µία από τις περιπτώσεις που η ιστορία επαναλαµβάνει κάποια θέση χωρίς έλεγχο και 

τεκµηρίωση από τις πηγές και η θέση αυτή φτάνει να θεωρείται γεγονός. Είναι µια 

από τις περιπτώσεις που ο ίδιος ο Van Der Waerden στον πρόλογο του πάλι, αναφέ-

ρει ότι συµβαίνει σε πολλά βιβλία της ιστορίας των Μαθηµατικών, µε τη χαρακτηρι-

στική έκφραση: «Πόσοι µύθοι δεν κυκλοφορούν ως ‘καθολικώς αναγνωρισµένες 

αλήθειες’!» Η αφετηρία αυτού του µύθου µπορεί να βρίσκεται κάπου αλλού και θα 

προσπαθήσουµε να την ανιχνεύσουµε παρακάτω σε αυτήν την ενότητα. Φαίνεται 

όµως ότι είναι καιρός για µια νέα ανάγνωση του συγκεκριµένου θέµατος, µέσω των 

πηγών και µε τη βοήθεια νέων µεθοδολογικών εργαλείων, τα οποία προσφέρει η νέα 

ιστοριογραφία των Μαθηµατικών.  
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Έχουµε υποστηρίξει στη διατριβή µας ως τώρα, επαρκώς τη θέση ότι τόσο η α-

νάλυση όσο και οι προτάσεις των ∆εδοµένων που χρησιµοποιούνται ως εργαλεία σε 

αυτήν, αφορούν τους γεωµέτρες – ερευνητές. Με άλλα λόγια τα κείµενα που περι-

λαµβάνουν αναλύσεις όπως και τα ∆εδοµένα είναι ερευνητικά κείµενα. Εφόσον ό-

µως, µέχρι σήµερα, δεν έχουν ανακαλυφθεί προγενέστερα κείµενα µε ανάλογο πε-

ριεχόµενο µε τα ∆εδοµένα, ούτε αναφέρεται, όπως προκύπτει από την έρευνά µας, 

ότι έχει προϋπάρξει κάποιο έργο ανάλογου περιεχοµένου24 στις πηγές που έχουν 

φτάσει σε εµάς, θα πρέπει κατ’ ανάγκην να αποδώσουµε τη συγγραφή του έργου 

στον ίδιο τον Ευκλείδη.  

Οι Hintikka & Remes (1974, 85), διατυπώνουν την υπόθεση ότι είχαν υπάρξει 

προτάσεις παρόµοιες µε αυτές των ∆εδοµένων του Ευκλείδη, επικαλούµενοι το πα-

ράδειγµα ανάλυσης από τα Μετεωρολογικά του Αριστοτέλη, από το οποίο φαίνεται 

να προκύπτει ότι ο Αριστοτέλης γνώριζε ήδη τις προτάσεις 1, 25 και 26 των ∆εδοµέ-

νων. Επειδή επιπλέον, η αυθεντικότητα των Μετεωρολογικών δεν έχει σοβαρά αµφι-

σβητηθεί, αναφέρουν επίσης τη θέση του Heiberg (1882, 1904), που έχει προηγηθεί, 

σύµφωνα µε την οποία τα ∆εδοµένα ήταν µεν η πρώτη συλλογή προτάσεων αυτού 

του είδους, αλλά το υλικό του βιβλίου δηµιουργήθηκε νωρίτερα.  

Θα µπορούσαµε να προσθέσουµε στην κατεύθυνση της επιχειρηµατολογίας των 

προηγουµένων, ότι αναλύσεις που φανερώνουν γνώση προτάσεων αναλόγου µαθη-

µατικού περιεχοµένου όπως οι 1, 25 και 26 των ∆εδοµένων αλλά και προτάσεων µε 

«δεδοµένα» που αφορούν κωνικές τοµές, µπορεί να βρει κανείς και στις δύο εναλ-

λακτικές λύσεις του προβλήµατος των δύο µέσων αναλόγων (µε τη µέθοδο της ανά-

λυσης) που αποδίδονται στον Μέναιχµο από τον Ευτόκιο. Ο Μέναιχµος έζησε σύµ-

φωνα µε τις πηγές περίπου στα µέσα του 4ου αιώνα π. Χ. και σίγουρα πριν τον Ευ-

κλείδη. Το γεγονός της ύπαρξης όµως, κάποιων τέτοιων παραδειγµάτων που περι-

λαµβάνουν στοιχεία ανάλυσης πριν τον Ευκλείδη –που κανείς άλλωστε δεν αµφι-

σβητεί ούτε και προσπαθεί να αποδώσει την πατρότητα της µεθόδου της ανάλυσης 

στον Ευκλείδη– δεν µπορεί από µόνο του, να τεκµηριώσει την ύπαρξη του συνόλου 

ή έστω µεγάλου µέρους των προτάσεων των ∆εδοµένων πριν από τον Ευκλείδη. Με 

                                           
24  Αντίθετα, φαίνεται πιθανότερο ότι ακολούθησαν έργα µε ανάλογο περιεχόµενο. Ο Σταµάτης 

(1974, τόµ. Γ΄, ΧΧΙΧ) στο Αρχιµήδους Άπαντα, αναφέρει ότι από τον αραβικό κατάλογο έρ-
γων Ελλήνων Μαθηµατικών (Fihrist), αποδίδεται στον Αρχιµήδη, ένα έργο µε τίτλο ∆εδοµέ-
να, ενώ στην ύπαρξη του ίδιου έργου, γίνεται έµµεση αναφορά και από τον Άραβα µαθηµατι-
κό Ibn al-Haitam. 
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άλλα λόγια το γεγονός της ύπαρξης ανάλυσης πριν από την εποχή του Ευκλείδη, της 

οποίας τα ελάχιστα ίχνη είναι λογικό να αντιστοιχούν σε κάποιες πολύ λίγες προτά-

σεις από τα ∆εδοµένα, δεν µπορεί να υποστηρίξει µε αξιώσεις τη θέση ότι τα ∆εδο-

µένα του Ευκλείδη είναι απλά µια κωδικοποίηση προϋπαρχουσών αναλύσεων. Άλ-

λωστε η έρευνά µας αποδεικνύει, ότι δεν έχουµε καθόλου στοιχεία ή αναφορές σε 

έργα ανάλυσης που υπήρξαν έστω πριν την εποχή του Ευκλείδη και χάθηκαν, όπως 

έχουµε αντίστοιχα για την εποχή από τον Ευκλείδη µέχρι τον Απολλώνιο.  

Το ερώτηµα όµως, που παραµένει ανοιχτό και απαιτεί απάντηση –ακόµη και αν 

δεχτούµε για χάρη της συζήτησης ότι η ύλη των ∆εδοµένων είχε ανακαλυφθεί από 

άλλους– είναι το πώς θα µπορούσε ένας καλός κωδικοποιός ή δάσκαλος των µαθη-

µατικών να συγγράψει το βασικό εγχειρίδιο της ανάλυσης, όταν ο ίδιος δεν είναι ε-

ρευνητής; Με σύγχρονους όρους θα ήταν σαν να ισχυριζόµαστε ότι ένας καλός συγ-

γραφέας σχολικών βιβλίων και δάσκαλος των µαθηµατικών, θα µπορούσε να συγ-

γράψει ένα εγχειρίδιο, που αφορά τα αποτελέσµατα της µέχρι σήµερα έρευνας σε 

κάποιο προχωρηµένο πεδίο των µαθηµατικών, το οποίο πρόκειται να χρησιµοποιηθεί 

από τους ερευνητές του χώρου, προκειµένου να διευκολύνει την παραπέρα έρευνά 

τους. Η δική µας απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα, είναι ότι ο ίδιος ο Ευκλείδης 

ήταν ερευνητής, τουλάχιστον στο πεδίο των ερευνών της εποχής του, που περιλαµ-

βάνεται η γεωµετρική ανάλυση.  

Ο Πάππος στην εισαγωγή του 7ου βιβλίου της Συναγωγής που αφορά την γεωµε-

τρική ανάλυση αναφέρει χαρακτηριστικά τον Ευκλείδη πρώτο ανάµεσα στους τρεις 

«παλαιούς» συγγραφείς της ανάλυσης: «γέγραπται δὲ [η ανάλυση] ὑπὸ τριῶν ἀν-

δρῶν, Εὐκλείδου τε τοῦ στοιχειωτοῦ καὶ Ἀπολλωνίου τοῦ Περγαίου καὶ Ἀρισταίου 

τοῦ πρεσβυτέρου…». Το έργο του Ευκλείδη ∆εδοµένα, το κατατάσσει πρώτο ως 

προς την τάξη βιβλίο της ανάλυσης, ενώ αναφέρει άλλα δύο αναλυτικά έργα του: τα 

Πορίσµατα (τρία βιβλία) και το Τόπων προς Επιφάνειες (δύο βιβλία), από τα οποία 

σώζονται µόνο κάποια µικρά αποσπάσµατα. Το 7ο βιβλίο της Συναγωγής του Πάπ-

που, όµως, όπως διαπιστώνει και επιχειρηµατολογεί σε αυτήν την κατεύθυνση η 

Cuomo (2000, 73), απευθύνεται σε κάποιον που το µαθηµατικό του επίπεδο είναι 

πολύ υψηλό, ανώτερο όπως αναφέρει και από ενός δασκάλου των Μαθηµατικών. 

Κάποιον, όπως ο Ερµόδωρος, ο οποίος έχει πρόσβαση στο προχωρηµένο επίπεδο 

των Μαθηµατικών που απαιτεί η ανάλυση. Ενώ δεν συµβαίνει το ίδιο µε τα υπόλοι-



 271

πα κεφάλαια της Συναγωγής. Εποµένως ο Πάππος δεν θα είχε κάποιο λόγο να κατο-

νοµάσει τον Ευκλείδη ως έναν από τους βασικούς δηµιουργούς της ανάλυσης, να 

τον αναβιβάσει δηλαδή σε ερευνητή µαθηµατικό, αν αυτός ήταν ένας απλός κωδικο-

ποιός ή δάσκαλος των Μαθηµατικών. Ακόµη και η προσπάθεια του Πάππου να οι-

κειοποιηθεί την µεγάλη µαθηµατική παράδοση η οποία έχει προϋπάρξει της εποχής 

του, για λόγους πολιτισµικού και κοινωνικού πλαισίου, που αναδεικνύει πολύ εύ-

στοχα η Cuomo (2000), δεν είναι λογικό να τον οδηγήσει στην οικειοποίηση ενός 

έστω και µεγάλου δασκάλου ή κωδικοποιού, γιατί είναι από αυτήν ακριβώς την τά-

ξη, αυτών που απλά γνωρίζουν και ασχολούνται µε τα µαθηµατικά, από την οποία 

θέλει να διακρίνει τον εαυτό του ο Πάππος, προκειµένου να γίνει φανερό ότι ο ανή-

κει στη υψηλή διανόηση (Cuomo 2000, 89) των Μαθηµατικών. Η Cuomo, που διε-

ρευνά τα όρια µε όρους πολιτισµικού και κοινωνικού πλαισίου που ο Πάππος προ-

σπαθεί να χαράξει µέσα από τη Συναγωγή, ανάµεσα σε αυτόν και τους φιλοσόφους, 

αναδεικνύει ένα πρόβληµα, το οποίο ίσως να αποτελεί την αρχαία αρχή του µύθου, 

ότι ο Ευκλείδης δεν ήταν µεγάλος µαθηµατικός αλλά ένας καλός δάσκαλος που α-

πλά διαχειριζόταν καλά τα µαθηµατικά. Το πρόβληµα που αναδεικνύει η Cuomo 

(2000, 81), είναι αυτό του συµβιβασµού ανταγωνιστικών παραδόσεων, όπως είναι η 

Φιλοσοφία και τα Μαθηµατικά, οι οποίες µοιράζονται τα ίδια ζητήµατα προσπαθούν 

να τα οικειοποιηθούν η καθεµιά για τον εαυτό της αλλά τα προσεγγίζουν µε διαφο-

ρετικούς τρόπους. Έτσι η προσπάθεια οικειοποίησης των Μαθηµατικών από τους 

εκπροσώπους της φιλοσοφίας έχει δύο εκφάνσεις. Η πρώτη είναι του Ιάµβλιχου, ο 

οποίος διαλέγει να επιτεθεί στον Ευκλείδη µε διάφορες ευκαιρίες, προκειµένου να 

µειώσει την αξία του ως µαθηµατικού, δείχνοντας έτσι ότι δεν χρειάζεται να είναι 

κανείς µεγάλος µαθηµατικός προκειµένου να διαχειρίζεται θέµατα που αφορούν τα 

Μαθηµατικά. Η δεύτερη, είναι του Πρόκλου, ο οποίο ακολουθεί χρονικά τον Πάππο, 

δεν κατηγορεί µε κανένα τρόπο τον Ευκλείδη αλλά τον παρουσιάζει ως καλό δάσκα-

λο και κωδικοποιό, απλό διαχειριστή δηλαδή των Μαθηµατικών, όπως είναι και ο 

ίδιος, κατά συνέπεια νοµιµοποιείται απόλυτα αυτός και οι άλλοι φιλόσοφοι και σχο-

λιαστές να διαχειρίζονται ως νόµιµοι κληρονόµοι αυτής της παράδοσης τα Μαθηµα-

τικά. Αυτές οι συµπεριφορές προφανώς µειώνουν την αξία του Ευκλείδη ως µαθη-

µατικού στη συνείδηση των συγχρόνων τους αλλά και των κατοπινών αναγνωστών 

των κειµένων τους. Είναι βέβαια σε ευθεία αντίθεση µε τις αναφορές του Πάππου 
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στον Ευκλείδη. Τελικά όµως το στίγµα για την αξία του Ευκλείδη ως µαθηµατικού 

δηµιουργού, φαίνεται να υπάρχει από τότε και ίσως µόνο τα έργα του και ειδικότερα 

τα ∆εδοµένα, µπορούν να µας βοηθήσουν να αντιληφθούµε ποιος πραγµατικά έχει 

δίκιο.  

Παρόµοια θέση µε τη δική µας, στην κατεύθυνση της ορθής αποτίµησης της ε-

ρευνητικής αξίας του Ευκλείδη, διατυπώνει και ο Knorr (1986, 102), ο οποίος αφού 

αναφέρεται στη γνωστή θέση, ότι το περιεχόµενο των άλλων έργων του Ευκλείδη 

είχε προϋπάρξει, διακρίνοντας τα ∆εδοµένα από τα υπόλοιπα έργα καταλήγει:  

Για αυτό το λόγο, το κατάλληλο µέτρο για τις γεωµετρικές έρευνες που διεξήχθη-

σαν από τον Ευκλείδη και τους σύγχρονούς του δεν θα πρέπει να αναζητηθεί στα 

Στοιχεία, αλλά στα ∆εδοµένα και στα χαµένα Πορίσµατα και στα Κωνικά, που τα 

συνέλαβαν για να βοηθήσουν στην επίλυση των γεωµετρικών προβληµάτων.  

Ενώ παρακάτω, µετά από τη µελέτη ενός παραδείγµατος που περιλαµβάνει την 

ορολογία «δοθέντων – δεδοµένων» και έναν ολόκληρο συλλογισµό για την αναγκαιό-

τητα των «δεδοµένων» στην ανάλυση ο Knorr (1986, 110) επανέρχεται και δηλώνει: 

Για αυτό το λόγο, το έργο του Ευκλείδη ∆εδοµένα, κάθε άλλο παρά περιττό, πα-

ρέχει τυπική αναγνώριση στο προχωρηµένο επίπεδο των αναλυτικών ερευνών της 

εποχής του.  

Αναγνωρίζει δηλαδή, ο Knorr, τόσο την αναγκαιότητα της ύπαρξης των ∆εδοµέ-

νων, όσο και την πρωτοτυπία του έργου, το οποίο κατατάσσει στην πρωτοπορία των 

ερευνητικών έργων της συγκεκριµένης εποχής. Μια θέση η οποία αν και δεν είναι 

ιδιαίτερα τεκµηριωµένη µε κάποια άλλα συγκεκριµένα επιχειρήµατα στο έργο του 

Knorr, ωστόσο είναι φανερό ότι αµφισβητεί την µέχρι τώρα επικρατούσα άποψη για 

ανύπαρκτη ερευνητική αξία του Ευκλείδη. 

  

Κλείνοντας την ενότητα αυτή, θεωρούµε ότι µε την πληρέστερη ερµηνεία του 

περιεχοµένου και του τρόπου που τα ∆εδοµένα λειτουργούν στην ανάλυση, µία από 

τις κατεξοχήν ερευνητικές µεθόδους των ελληνικών Μαθηµατικών, αναδεικνύεται 

έστω και µε έµµεσο τρόπο, η αξία του Ευκλείδη ως ερευνητή µαθηµατικού. Μια α-

ξία που στην πάροδο του χρόνου είχε µάλλον ξεχασθεί και υποτιµηθεί. 
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Συµπέρασµα  

 

Έχοντας κατανοήσει πλέον σε σηµαντικό βαθµό, τον τρόπο µε τον οποίο εµφανίζε-

ται και λειτουργεί η ορολογία «δοθέν» – «δεδοµένον» στη γεωµετρική ανάλυση και 

στα ∆εδοµένα, καταφέραµε να την διακρίνουµε µε σαφήνεια και συγκεκριµένα επι-

χειρήµατα από τον όρο «γνωστό» µε τον οποίο είχε σχεδόν ταυτιστεί στην πορεία 

του χρόνου, να αναλύσουµε και να καταστήσουµε κατανοητούς και λειτουργικούς 

τους ορισµούς του Ευκλείδη για τα είδη του «δεδοµένου», καθώς και να συνοψίσου-

µε τους διαφορετικούς τρόπους µε τους οποίους εµφανίζονται και λειτουργούν το 

«δοθέν» και το «δεδοµένον» στα διάφορα µαθηµατικά κείµενα. Αυτή η συνολική 

αποτίµηση της ορολογίας «δοθέν» – «δεδοµένον», µας επέτρεψε µια καλύτερη θεώ-

ρηση των ∆εδοµένων και πιο συγκεκριµένα του «αναλυτικού» τρόπου µε τον οποίο 

είναι γραµµένα, του τρόπου που λειτουργούν οι προτάσεις τους αλλά και της ανα-

γκαιότητας και της ερευνητικής φύσης τους. Τέλος η ερευνητική φύση του έργου 

µάς οδήγησε σε µια καλύτερη εκτίµηση της αξίας του Ευκλείδη ως ερευνητή, που 

στην πορεία του χρόνου είχε υποτιµηθεί.  

 

 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

ΤΟ ΥΠΟΜΝΗΜΑ ΤΟΥ ΜΑΡΙΝΟΥ ΣΤΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΑ ΤΟΥ ΕΥΚΛΕΙ∆Η 

 

[234] Πρῶτον δεῖ θέσθαι, τί τὸ δεδοµένον· ἔπειτα, τί τὸ χρήσιµον τῆς περὶ τούτου 

πραγµατείας, εἰπεῖν· καὶ τρίτον, ὑπὸ τίνα ἐπιστήµην ἀνάγεται. Ὁρίζονται δὴ τὸ 

δεδοµένον πολλαχῶς, καὶ ἄλλως µὲν οἱ παλαιότεροι, ἄλλως δὲ οἱ νεώτεροι· διὸ καὶ 

συνέβη χαλεπὴν εἶναι τὴν ἀληθῆ περὶ αὐτοῦ ἀπόδοσιν. καὶ ἔνιοι µὲν οὐδὲ ὁρισµόν 

τινα αὐτοῦ ἀποδεδώκασιν, ἴδιον δέ τι τοῦ δεδοµένου εὑρίσκειν ἐπειράθησαν· ἕτεροι 

δὲ συµπλέξαντες ἤδη τὰ παρ᾽ ἐκείνων ὁρίζεσθαι αὐτὸ ἐπεχείρησαν καὶ οὐδὲ οὗτοι 

συµφώνως ἑαυτοῖς. ἐοίκασι δὲ πάντες ἐκ µιᾶς καὶ τῆς αὐτῆς ἐννοίας καὶ ὑπολήψεως 

ὁρµηθέντες λέγειν τι περὶ αὐτοῦ· καταληπτὸν γάρ τι τὸ δεδοµένον εἶναι ὑπέλαβον. 

διὸ τῶν ἁπλούστερον καὶ µιᾷ τινι διαφορᾷ περιγράφειν τὸ δεδοµένον προθεµένων οἱ 

µὲν τεταγµένον, ὡς Ἀπολλώνιος ἐν τῷ περὶ νεύσεων καὶ ἐν τῇ καθόλου πραγµατείᾳ, 

οἱ δὲ γνώριµον, ὡς ∆ιόδωρος· οὕτω γὰρ τὰς ἀκτῖνας καὶ τὰς γωνίας δεδόσθαι λέγει 

καὶ πᾶν τὸ εἰς γνῶσίν τινα ἐλθόν, καὶ εἰ µὴ ῥητὸν εἴη. ἔνιοι δὲ ῥητὸν αὐτὸ εἶναι 

ἀπεφήναντο, ὥσπερ δοκεῖ ὁ Πτολεµαῖος, δεδοµένα ἐκεῖνα προσαγορεύων, ὧν τὸ 

µέτρον ἐστὶ γνώριµον [236] ἤτοι πρὸς ἀκρίβειαν ἢ τὸ σύνεγγυς. καὶ τὸ ἐν ὑποθέσει 

δὲ παρὰ τοῦ προβάλλοντος ἐκτιθέµενον δεδοµένον εἶναί τινες ὑπειλήφασιν. λέγουσι 

δὲ καὶ ἄλλον τρόπον ἐν ταῖς πρώταις στοιχειώσεσι τὸ δοθὲν καὶ τὴν δοθεῖσαν, 

τουτέστιν ἡλίκην ἄν τις ἀφορίσῃ καὶ δῷ εὐθεῖαν. ταῦτα δὲ πάντα κατάληψίν τινα 

βούλεται σηµαίνειν. ὅθεν καὶ µάλιστα τῶν ὅρων ἐκεῖνοι εὐδοκιµοῦσιν, ὅσοι γε 

µάλιστα τὸ καταληπτὸν ἐµφανίζουσιν, ὡς προϊοῦσιν ἡµῖν ἔσται καταφανές. νυνὶ δὲ 

καὶ τῶν µὴ µόνον ψιλῶς καὶ ἑνί τινι χαρακτηριζόντων τὴν τοῦ δεδοµένου φύσιν, οἷον 

δὲ ὁρισµὸν αὐτοῦ ποιούντων, τὰς διαφορὰς ἐκθώµεθα. συγκεφαλαιούµενοι δὲ καὶ 

τούτων οἱ τρόποι εὐαρίθµητοι γίνονται. οἱ µὲν γὰρ τεταγµένον ἅµα καὶ πόρι µον τὸ 

δεδοµένον εἶναι ἀφωρίσαντο, ἕτεροι δὲ τὸ τεταγµένον ἅµα καὶ γνώριµον, τινὲς δὲ τὸ 

γνώριµον ἅµα καὶ πόριµον. φαίνονται δὲ καὶ οὗτοι πάντες πρὸς τὴν κατάληψιν ἤτοι 

λῆψιν καὶ εὕρεσιν τοῦ δεδοµένου ἀφεωρακότες τὸν εἰρηµένον τρόπον ὁρίζεσθαι. ἵνα 

δὲ ταύτην τε αὐτῶν τὴν ἔννοιαν καταδησώµεθα, ἔτι γε µὴν καὶ τὸν ἀληθῆ τοῦ 

προκειµένου ὅρον ἐκ πολλῶν τῶν παραδεδοµένων ἕλωµεν, ἐπισκεπτέον πρότερον 

ἑκάστου τῶν ἁπλῶν τὸ σηµαινόµενον καὶ τῶν τούτοις ἀντικειµένων, τοῦ τε ἀτάκτου 
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λέγω καὶ ἀγνώστου καὶ ἀπόρου καὶ ἀλόγου, ὡς πρὸς τὴν ἐνεστῶσαν γεωµετρικὴν 

ὕλην. ἐπιτείνεται γὰρ τὰ τοιαῦτα καὶ ἐπὶ τὰ φυσικὰ πράγµατα καὶ τὰς ἄλλας δὲ 

µαθηµατικὰς ἐπιστήµας. [238] ὑπογράφουσι τοίνυν τὸ τεταγµένον τὸ ἀεὶ ταὐτὸν 

σωζόµενον, καθ᾽ ὃ τετάχθαι λέγεται, ἤτοι κατὰ µέγεθος ἢ εἶδος ἢ ἄλλο τι τῶν 

τοιούτων· ἢ καὶ ἑτέρως· ὅπερ µὴ ἐνδέχεται ἄλλοτε ἄλλως γίνεσθαι, ἀλλὰ µοναχῶς ἐν 

ἀφωρισµένῳ τινὶ τόπῳ. οἷον, ὡς τύπῳ εἰπεῖν, ἡ διὰ δύο σηµείων ἑστηκότων 

γραφοµένη εὐθεῖα τετάχθαι λέγεται τῷ µὴ ἄλλως καὶ ἀστάτως ἄγεσθαι. ἄτακτος δέ 

ἐστιν ἡ διὰ δυεῖν περιφέρεια· πολλαχῶς γὰρ καὶ ἀστάτως γράφεται, καὶ µείζονος 

καὶ ἐλάττονος κύκλου ἐπ᾽ ἄπειρον γραφοµένων διὰ τῶν δύο σηµείων. πάλιν δὲ 

τεταγµένη ἐστὶν ἡ διὰ τριῶν σηµείων περιφέρεια. ἔστι δὲ καὶ τὰ τοιαῦτα τῶν 

τεταγµένων, ὡς τὸ ἐπὶ τῆς δοθείσης εὐθείας ἰσόπλευρον τρίγωνον συστήσασθαι· εἰ 

γὰρ καὶ διχῶς γίγνεται, ἀλλὰ καθ᾽ ἑκάτερον µέρος τῆς εὐθείας µοναχῶς καὶ 

ἀµεταπτώτως· καὶ τὴν δοθεῖσαν εὐθεῖαν εἰς τὸν δοθέντα λόγον τεµεῖν· µοναχῶς γὰρ 

ἂν καὶ τοῦτο γένοιτο ἐπὶ θάτερα τῆς διχοτοµίας. ἄτακτα δέ ἐστι τὰ τούτοις 

ἀντικειµένως ἔχοντα, ὡς τὸ σκαληνὸν συστήσασθαι καὶ τὴν εὐθεῖαν ἀορίστως τεµεῖν. 

πρόσκειται δὲ τῷ ὅρῳ τὸ καθ᾽ ὃ τέτακται, ἐπεὶ δύναταί τι ἓν καὶ ταὐτὸν ὂν πῇ µὲν 

τεταγµένον, ἄλλως δὲ ἄτακτον εἶναι, οἷον τὸ ἰσόπλευρον τρίγωνον, ᾗ µὲν 

ἰσόπλευρόν ἐστιν, τέτακται, µεγέθει δὲ οὐχ ὥρισται πᾶν. γνώριµον δέ ἐστι τὸ 

γιγνωσκόµενον ὡς τὸ δῆλον ἡµῖν καὶ καταλαµβανόµενον, ἄγνωστον δὲ τὸ µὴ 

γιγνωσκόµενον µηδὲ καταλαµβανόµενον ὑφ᾽ ἡµῶν· οἷον τὸ µῆκος τῆς ὁδοῦ 

γνώριµον εἶναι λέγεται, καθ᾽ ὅ, πόσων [240] ἐστὶ σταδίων, κατέλαβον, καὶ τοῦ 

τριγώνου ὅτι αἱ ἐν τὸς δυσὶν ὀρθαῖς ἴσαι, καὶ ὅτι ἡ ἐκ δύο ὀνοµάτων ἄλογός ἐστιν. 

ἔτι µὴν καὶ τὰ τοιάδε γνώριµα λέγεται, ὡς τὸ µίαν εἶναι τὴν ἐφαπτοµένην τῆς ἕλικος 

ἀπὸ τοῦ ἔξω δοθέντος σηµείου ἐπὶ θάτερα µέρη. εἰ γὰρ καὶ ἄλλη εἴη, δύο εὐθεῖαι 

χωρίον περιέξουσιν, ὅπερ ἀδύνατον. ἄγνωστα δὲ οὐ τὰ ἄλογά ἐστιν, ἀλλὰ τὰ µὴ 

γιγνωσκόµενα µηδὲ καταλαµβανόµενα ὑφ᾽ ἡµῶν. πόριµον δέ ἐστιν, ὃ δυνατοί ἐσµεν 

ἤδη ποιῆσαι καὶ κατασκευάσαι, τουτέστιν εἰς ἐπίνοιαν ἀγαγεῖν. ἄλλως δὲ πάλιν 

ὁρίζονται τὸ πόριµον ἤτοι τὸ δι᾽ ἀποδείξεως ποριζόµενον, ἢ ὅταν τι φαινόµενον ᾖ 

καὶ χωρὶς ἀποδείξεως· οἷόν ἐστι τὸ κέντρῳ καὶ διαστήµατι κύκλον γράψαι καὶ τὸ 

τρίγωνον συστήσασθαι οὐ µόνον ἰσόπλευρον, ἀλλὰ καὶ σκαληνόν, καὶ τὴν ἐκ δύο 

ὀνοµάτων εὑρεῖν καὶ τρεῖς εὐθείας ῥητὰς δυνάµει µόνον συµµέτρους· καὶ τὰ 

ἀπειραχῶς δὲ γινόµενα πόριµά ἐστιν, ὥσπερ τὸ διὰ δύο σηµείων κύκλον γράψαι. 
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ἄπορον δέ ἐστι τὸ ἀντικειµένως ἔχον, ὡς ὁ τοῦ κύκλου τετραγωνισµός· οὔπω γάρ 

ἐστιν ἐν πόρῳ, εἰ καὶ οἷόν τε αὐτὸ πορισθῆναι καί ἐστιν ἐπιστητόν· ἐπιστήµη γὰρ 

αὐτοῦ οὔπω κατείληπται. νῦν δὲ περὶ τοῦ ἤδη ὄντος ἐν πόρῳ ὁ λόγος ἀποδίδοται, 

ὅπερ καὶ κυρίως πόριµον ἐπονοµάζουσιν. τὸ γὰρ µήπω ὂν ἐν πόρῳ, ἐνδεχόµενον δὲ 

πορισθῆναι ποριστὸν ἰδίως προσαγορεύουσιν. ἄπορον δέ ἐστιν, ὡς εἴρηται, τὸ τῷ 

πορίµῳ ἀντικείµενον, τουτέστιν οὗ ἡ ζήτησις ἀδιάκριτός ἐστιν. ῥητὸν δέ ἐστιν, οὗπερ 

ἔχοµεν εἰπεῖν µέγεθος ἢ εἶδος [242] ἢ θέσιν· ἀλλ᾽ οὗτος µὲν ὁ ὅρος κοινότερός ἐστιν, 

ἰδίως δὲ καὶ καθ᾽ αὑτὸ ῥητόν ἐστιν, ὃ κατά τινα γιγνώσκοµεν ἀριθµὸν πρὸς τὸ τῇ 

θέσει µέτρον, παλαιστήν, εἰ τύχοι, ἢ δάκτυλον. οὕτω δὴ προδιωρισµένων ῥᾷον ἔσται 

λοιπὸν ἐπι σκοπεῖν τήν τε κοινωνίαν τῶν εἰρηµένων καὶ τὴν δια φοράν, καὶ πρῶτον, 

ὅπως ἔχει τὸ τεταγµένον πρὸς τὸ γνώριµον καὶ τὰ τούτοις ἀντικείµενα πρὸς ἄλληλα. 

οὐκ ἔστι δὴ τῶν ἀντιστρεφόντων τὰ τοιαῦτα οὐδὲ µὴν ἐκείνων, ἐν οἷς τὸ ἕτερον τοῦ 

ἑτέρου ἐπὶ πλέον ἐστίν. εἰ γὰρ καὶ κοινὰ αὐτοῖς πολλὰ ὑπάρχει, ὡς τὸ διὰ δύο 

σηµείων εὐθεῖαν γράψαι καὶ διὰ τριῶν κύκλον καὶ ἰσόπλευρον συστήσασθαι, ἀλλὰ 

τὸ τετραγωνίζειν τὸν κύκλον τεταγµένον µέν, ἄγνωστον δέ· καὶ ὅτι µία τῆς ἕλικος 

ἀφ᾽ ἑνὸς σηµείου ἐφάπτεται, τῶν τεταγµένων καὶ µὴ ἐνδεχοµένων ἄλλως ἔχειν ἐστίν· 

οὐ µὴν καὶ ἔγνωσται αὐτοῦ ἡ ἀπόδειξις ἤτοι κατασκευή. πάλιν δ᾽ αὖ ἡ ἐπ᾽ ἄπειρον 

τοµὴ καὶ ἡ τοῦ σκαληνοῦ σύστασις ἔγνωσται µέν, οὐκέτι δὲ καὶ τέτακται, ὥστε 

φανερόν, ὅτι ἔσται τοῦ τεταγµένου τὸ µὲν γνώριµον, τὸ δὲ ἄγνωστον, καὶ ἀνάπαλιν 

δὲ τοῦ γνωρίµου τὸ µὲν τεταγµένον, τὸ δὲ ἄτακτον. καὶ οὕτως ἔχει ταῦτα πρὸς 

ἄλληλα, ὡς τὸ λογικὸν πρὸς τὸ πεζόν· οὔτε γὰρ ἐξισάζει τὰ τοιαῦτα οὔτε µὴν τὸ 

ἕτερον τοῦ ἑτέρου ἐπὶ πλέον ἐστίν. ὁµοίως δὲ ἔχει· καὶ τὸ τεταγµένον καὶ τὸ ἄτακτον 

πρὸς τὸ πόριµον καὶ τὸ ἄπορον· κοινωνία τε γὰρ αὐτοῖς ἔνεστι πλείστη καὶ διαφέρει 

ἀλλήλων τὸν εἰρηµένον [244] τρόπον. ἡ γὰρ ἕλιξ τέτακται µέν, ἀλλ᾽ οὐκ ἦν τοῖς πρὸ 

Ἀρχιµήδους πορίµη. καὶ τὰ ἀπειραχῶς δὲ γιγνόµενα καὶ ἀτάκτως πόριµα µέν ἐστιν, 

ἐὰν τὴν κατα σκευὴν ἐπινοῇ τις αὐτῶν καὶ τὴν σύστασιν, οὐκέτι δὲ καὶ τεταγµένα. 

οἷον σκαληνὸν τρίγωνον ἐπινοῆσαι καὶ εἰς τὴν κατασκευὴν αὐτοῦ ἀναγαγεῖν τὴν 

διάνοιαν ἀπὸ τοῦ ἰσοπλεύρου οὐ χαλεπὸν ἀλλ᾽ εὐπόριστόν ἐστιν, καί τοι τῶν 

ἀτάκτων ὂν καὶ ἀπείρων. οὕτω δὲ ἔχει καὶ πρὸς τὸ ῥητὸν καὶ ἄλογον τὸ τεταγµένον 

τε καὶ τὸ ἄτακτον· κοινωνοῦντα γὰρ ἀλλήλοις πολλαχῇ καὶ διενήνοχε τὸν εἰρηµένον 

τρόπον. οὐδὲ γὰρ ταῦτα ἐξισάζει ἀλλήλοις οὐδὲ τὸ ἕτερον τοῦ ἑτέρου ἐστὶ 

περιληπτικόν· ἡ γὰρ ἐκ δύο ὀνοµάτων καὶ αἱ οὕτως κατειληµµέναι ἄλογοι 
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τεταγµέναι µέν εἰσιν, οὐκέτι δὲ καὶ ῥηταί, καὶ ὁ τῆς διαµέτρου λόγος πρὸς τὴν 

πλευράν. πολλὰ δὲ καὶ τῶν ῥητῶν ἄτακτά ἐστιν, ὡς τὰ πολλαχῶς καὶ ἀορίστως 

γινόµενα· δύναται γὰρ καὶ σκαληνὸν τρίγωνον µετρεῖσθαι ὑπὸ τοῦ προτεθέντος καὶ 

ὁρισθέντος ῥητοῦ µέτρου, καίτοι ἄτακτον ὑπάρχον. τοῦ δὲ γνωρίµου πρὸς τὸ 

πόριµον τὴν µὲν ὁµοιότητα παντί γε διϊδεῖν ῥᾴδιον, τὴν δὲ διαφορὰν χαλεπὸν ἑλεῖν· 

σύνεγγυς γάρ ἐστι τὴν φύσιν ἀλλήλων, ὥστε καὶ ἐξισάζειν δοκεῖν. οὐ µὴν ἀλλὰ κἀν 

τούτοις ἀκριβῶς ἐπιβλέψαντι ὀφθήσεταί τις ἐνοῦσα διαφορά· ὅτι µὲν γὰρ µία ἐστὶν ἡ 

τῆς ἕλικος ἀφ᾽ ἑνὸς σηµείου ἐφαπτοµένη, συµφανές ἐστι καὶ γνώριµον· ἀλλ᾽ οὐ διὰ 

τοῦτο ἤδη καὶ πόριµόν ἐστι τὸ πρόβληµα µήπω κατειληµµένον [246]. ὥστε τὸ 

γνώριµον πᾶν οὐκέτι πόριµον· τὸ µέντοι πόριµον πᾶν καὶ γνώριµον· ἐπὶ πλέον ἄρα 

τὸ γνώριµον τοῦ πορίµου. πάλιν δ᾽ αὖ τὸ γνώριµον καὶ τὸ ῥητὸν πῇ µὲν κοινωνεῖ, 

πῇ δὲ καὶ διαφέρετον ἀλλήλων τὸν προειρηµένον τρόπον. αἱ γὰρ εἰρηµέναι ἄλογοι 

γνώριµοι µέν εἰσιν, οὐκέτι δὲ καὶ ῥηταί· ὁ δὲ ἀριθµὸς πᾶς ῥητὸς µέν ἐστιν, οὐκέτι δὲ 

καὶ γνώριµος πᾶς. καὶ τὸ µὲν ῥητὸν τοῖς κατὰ ταὐτὸν ἔθος ὁµοίως ῥητόν ἐστιν, καὶ 

οὐ τῷ µὲν ῥητὸν ἔσται τι µῆκος, τῷ δὲ οὔ· ἐπὶ γὰρ ταὐτὸν ἀνοίσουσι µέτρον. 

γνώριµον δὲ τῷ µὲν γίγνεται ταὐτὸν µῆκος, τῷ δὲ οὔ, κἂν ἐν τῇ αὐτῇ συνηθείᾳ ὦσιν. 

ἴσως δὲ κἀνταῦθα χαλεπόν τί ἐστιν εὑρεῖν ῥητὸν µέν, ἄγνωστον δέ· δοκεῖ γὰρ καὶ 

τοῦ ῥητοῦ ἐπὶ πλέον εἶναι τὸ γνώριµον. ὅτι δὲ καὶ τὸ πόριµον καὶ τὸ ἄπορον 

διαφέρει τοῦ τε ῥητοῦ καὶ ἀλόγου, φανερὸν ἐκ τούτων· πόριµα γὰρ εἶναι δυνατὸν καὶ 

τῶν ἀλόγων τινά, οὐδὲν δὲ τῶν ῥητῶν ἄλογον. ἡ δὲ συγγένεια τούτων αὐτῶν 

καθάπερ καὶ τῶν ἄλλων παντὶ καταφανής· οὕτω µέντοι καὶ ταῦτα ἔχει πρὸς ἄλληλα, 

ὥστε τὸ πόριµον ἐπὶ πλέον εἶναι δοκεῖν τοῦ ῥητοῦ. ἔξεστι δὲ τῶν προειρηµένων τὴν 

διαφορὰν ἐπισκοπεῖν καὶ τῇδε. ῥητὸν µὲν γὰρ καὶ ἄλογον κατὰ τὴν ἐπὶ τὸ µέτρον 

ἀναφορὰν λέγεται, οὐ πρὸς τὴν ἡµετέραν γνῶσιν ἀναπεµπόµενον. δύναται γάρ τι 

ῥητὸν ὂν µὴ εἶναι ἡµῖν γνώριµον, ὅπως ῥητόν ἐστιν, µηδὲ κατειλῆφθαί πω, ὅτι ῥητόν 

ἐστιν. τὸ δὲ τεταγµένον καὶ [248] ἄτακτον τῶν καθ᾽ αὑτὸ καὶ κατ᾽ ἰδίαν φύσιν 

θεωρουµένων ἐστίν, κἂν ὑφ᾽ ἡµῶν µήπω καταλαµβάνηται. πολλὰ γοῦν τεταγµένα 

φύσει ὕστερον Ἀρχιµήδης ἔδειξε τοῖς πρὶν οὐ θεωρηθέντα, ὅτι τέτακται. γνώριµον δὲ 

καὶ ἄγνωστον κατὰ τὴν πρὸς ἡµᾶς ἀναφορὰν λέγεται. ὥστε διαφέροι ἂν τὰ εἰρηµένα 

ἀλλήλων, εἴπερ τὸ µὲν πρὸς ἡµᾶς ἔχει τὴν ἀναφοράν, τὸ δὲ πρὸς τὴν φύσιν, τὸ δὲ 

πρὸς τὸ µέτρον. διωρισµένης δὲ καὶ τῆς κοινωνίας καὶ διαφορᾶς τῶν προτεθέντων 

ἑπόµενον ἂν εἴη λοιπόν, τί ποτέ ἐστι τὸ δεδοµένον ἐπισκέψασθαι. ὅσοι τοίνυν τὸ 
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καθ᾽ ὑπόθεσιν διδόµενον ὑπὸ τοῦ προβάλλοντος οἴονται εἶναι τὸ δεδοµένον, 

διαµαρτάνουσι τοῦ ζητουµένου. τὰ γὰρ στοιχεῖα πάντα τῶν δεδοµένων συντέτακται 

οὐ περὶ τοῦ καθ᾽ ὑπόθεσιν τοιούτου, ὡς ἔξεστιν ἰδεῖν ἐπιοῦσι ταῖς περὶ τούτου 

πραγµατείαις. διὸ δεῖ καὶ ἡµᾶς ἀφέντας τὴν τοιαύτην ὑπόληψιν τοὺς παρὰ τῶν 

ἄλλως ὁριζοµένων λόγους ἐξετάσαι· ἔσται δὲ τὸ καθ᾽ ὑπόθεσιν διδόµενον τὸ 

ἀκολούθως ταῖς ἀρχαῖς θεωρούµενον. ὁρίζονται δὴ οἱ µὲν ὀνοµαστικοῖς ὅροις 

χρώµενοι ἑνί τινι τῶν εἰρηµένων αὐτὸ χαρακτηρίζοντες, ὡς ἐν ἀρχῇ εἴρηται. πάντες 

δὲ σχεδὸν ὥσπερ κοινὴν ἔννοιαν περὶ τοῦ δεδοµένου δοκοῦσιν ἐσχηκέναι· 

καταληπτὸν γάρ τι αὐτὸ εἶναι ὑπέλαβον, ὡς αὐτὸ ἐµφαίνει τὸ τοῦ δεδοµένου ὄνοµα, 

καὶ µάλιστα οἱ τὸ καθ᾽ ὑπόθεσιν δεδοµένον ὑπογράφοντες. ἔνιοι δὲ πρὸς τὸ 

συγχωρούµενον ἀπέβλεψαν. χρώµενοι δὴ καὶ ἡµεῖς τῷ εἰρηµένῳ ὥσπερ κανόνι καὶ 

κριτηρίῳ δυνησόµεθα [250] εὑρίσκειν τὸν τέλειον τοῦ δεδοµένου ὁρισµόν. δῆλον δέ, 

ὅτι καὶ ἐξισάζειν ἤτοι ἀντιστρέφειν αὐτὸν δεήσει πρὸς τὸ ὁριστόν· καὶ γὰρ τοῦτο 

ὑπάρχειν δεῖ τοῖς ὀρθῶς ἀποδιδοµένοις ὁρισµοῖς. ἔστι δὲ τοῦ προκειµένου τοιοῦτος 

ἐν µὲν τοῖς ἁπλούστερον εἰρηµένοις ὁρισµοῖς ὁ τὸ πόριµον ὁρισάµενος, ἐν δὲ τοῖς 

συµπεπλεγµένοις ὁ τὸ γνώριµον ἅµα καὶ πόριµον· ἀτελεῖς δὲ οἱ λοιποὶ πάντες. οὔτε 

γὰρ ὁ τὸ τεταγµένον ὁριζόµενος αὐτάρκης πρὸς τὴν τοῦ δεδοµένου περιοχὴν διὰ τὸ 

µήτε πᾶν µήτε µόνον τὸ τεταγµένον εἶναι καταληπτόν, ἀλλὰ καὶ τῶν ἀτάκτων τινά, 

ὡς ἐπιδέδεικται· οὔτε ἐκεῖνος ἱκανὸς ὁ γνώριµον αὐτὸ ἀφοριζόµενος· οὐδὲ γὰρ τοῦτο 

πᾶν ἐστι καταληπτόν, εἰ καὶ µόνον· τὸ γὰρ ἄγνωστον οὐκ ἂν εἴη καταληπτόν. οὐδὲ 

µὴν ὁ ῥητὸν αὐτὸ ἀποφαινόµενος ὅρος τέλειος ἔσται· οὐδὲ γὰρ τοῦτο µόνον 

καταληπτόν, ἐπεὶ καὶ τῶν ἀλόγων τινά· ἴσως δὲ οὐδὲ πᾶν τὸ ῥητὸν καταληπτόν, ὡς 

καὶ τοῦτο διώρισται πρότερον. λείπεται δὴ ἐν τοῖς ὀνοµαστικῶς ἀποδεδοµένοις τὸ 

πόριµον, ὅπερ δοκεῖ µάλιστα τὴν κατάληψιν ἐµφαίνειν· καὶ γὰρ πᾶν τὸ πόριµον 

καταληπτὸν καὶ µόνον. τῷ δὲ τοιούτῳ καὶ ὁ Εὐκλείδης ἐχρήσατο ὅρῳ τὰ εἴδη τοῦ 

δεδοµένου πάντα ὑπογράφων. τῶν δὲ συνθέτων ὁρισµῶν µόνος τέλειός ἐστιν ὁ 

γνώριµον ἅµα καὶ πόριµον τὸ δεδοµένον ἀφοριζόµενος, γένει µὲν ἀνάλογον ἔχων τὸ 

γνώριµον, διαφορᾷ δὲ τὸ πόριµον. ὁ δὲ τεταγµένον ἅµα καὶ πόριµον λέγων ἀτελής· 

οὐ µόνα γὰρ τὰ τοιαῦτά ἐστι δεδοµένα. καὶ ὁ τεταγµένον καὶ ῥητὸν ὁµοίως ἐλλειπῶς 

περιέχει τὸ [252] δεδοµένον. ὁ δὲ τὸ γνώριµον ἅµα καὶ τεταγµένον διὰ τὸ 

ὑπερβάλλειν τὸ προκείµενον οὐχ ὑγιὴς ἔσται· οὐδὲ γὰρ πᾶν τὸ τοιοῦτο δεδοµένον 

ἐστίν. µόνοι δὴ λοιπὸν δοκοῦσι καθικνεῖσθαι τῆς ἐννοίας τοῦ δεδοµένου οἱ γνώριµον 
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ἅµα καὶ πόριµον αὐτὸ εἶναι ἀποφηνάµενοι· τὸ γὰρ τοιοῦτο πᾶν καταληπτὸν καὶ 

µόνον· ταῦτα δὲ ἀµφότερα δεῖ ὑπάρχειν τοῖς ἐπιστηµονικῶς ἀποδεδοµένοις ὁρισµοῖς. 

ἐγγὺς δὲ τούτων εἰσὶν οἱ συντιθέντες καὶ οὕτως· δεδοµένον ἐστίν, ὃ πορίσασθαι 

δυνάµεθα διὰ τῶν κειµένων ἡµῖν ἐν ταῖς πρώταις ὑποθέσεσί τε καὶ ἀρχαῖς. τῶν δὲ 

προειρηµένων εἴη ἂν καὶ ὁ Εὐκλείδης πανταχοῦ τῷ πορίσασθαι χρώµενος, εἰ καὶ 

παραλιµπάνει τὸ γνώριµον ὡς παρεπόµενον τῷ πορίµῳ· αἰτιάσαιτο δ᾽ ἄν τις αὐτὸν 

εὐλόγως ὡς οὐ πρότερον κοινῶς τὸ δεδοµένον ὁρισάµενον, ἀλλ᾽ ἀµέσως τῶν εἰδῶν 

αὐτοῦ ἕκαστον, καίτοι ἐν τῇ γεωµετρικῇ στοιχειώσει φαίνεται πρὸ τῶν εἰδῶν τῆς 

γραµµῆς τὴν ἁπλῶς γραµµὴν ὁρισάµενος καὶ τὰ ἄλλα ὁµοίως. διακριθέντος τοίνυν 

κοινότερον καὶ ὡς πρὸς τὴν παροῦσαν χρείαν τοῦ δεδοµένου ἐφεξῆς ἂν εἴη τὸ 

χρήσιµον τῆς περὶ αὐτοῦ πραγµατείας ἀποδοῦναι. ἔστι δὴ καὶ τοῦτο τῶν πρὸς ἄλλο 

ἐχόντων τὴν ἀναφοράν· πρὸς γὰρ τὸν ἀναλυόµενον λεγόµενον τόπον ἀναγκαιοτάτη 

ἐστὶν ἡ τούτου γνῶσις. ὅσην δὲ ἔχει δύναµιν ἐν ταῖς µαθηµατικαῖς ἐπιστήµαις καὶ 

ταῖς συγγενῶς ἐχούσαις ὀπτικῆς τε καὶ κανονικῆς ὁ ἀναλυόµενος τόπος, ἐν ἄλλοις 

διώρισται, καὶ ὅτι ἀποδείξεώς ἐστιν [254] εὕρεσις ἡ ἀνάλυσις καὶ ὅπως πρὸς 

εὕρεσιν τῆς τῶν ὁµοίων ἀποδείξεως ἡµῖν συµβάλλεται καὶ ὅτι µεῖζόν ἐστι τὸ δύναµιν 

ἀναλυτικὴν κτήσασθαι τοῦ πολλὰς ἀποδείξεις τῶν ἐπὶ µέρους ἔχειν. εἰς πάσας 

τοίνυν τὰς τοιαύτας ἐπιστήµας χρησίµη οὖσα ἡ περὶ τοῦ δεδοµένου θεωρία, ἐπείπερ 

καὶ εἰς ἀνάλυσιν µέγα συµβάλλεται, εἰκότως ἂν ῥηθείη ἀνάγεσθαι οὐχ ὑπὸ µίαν τινὰ 

ἐπιστήµην, ἀλλ᾽ εἰς τὴν καθόλου λεγοµένην µαθηµατικήν. αὕτη δέ ἐστιν ἡ περί τε 

πλήθη καὶ µεγέθη καὶ χρόνους καὶ τάχη ἔχουσα καὶ τὰ τοιαῦτα πάντα, καθάπερ δὴ 

καὶ ἡ περὶ λόγους καὶ ἀναλογίας καὶ τὰς πανταχοῦ µεσότητας πραγµατευοµένη. 

πρὸς ταύτην τοίνυν τὴν τῶν δεδοµένων ἐπιστηµονικὴν κατάληψιν χρησιµωτάτην 

οὖσαν τὸ τῶν δεδοµένων βιβλίον ὁ Εὐκλείδης ἐξεπόνησεν, ὃν καὶ στοιχειωτὴν 

κυρίως ἐπωνόµασαν. πάσης γὰρ σχεδὸν µαθηµατικῆς ἐπιστήµης στοιχεῖα καὶ οἷον 

εἰσαγωγὰς προέταξεν, ὡς γεωµετρίας µὲν ὅλης ἐν τοῖς ιγ βιβλίοις καὶ τῆς 

ἀστρονοµίας ἐν τοῖς Φαινοµένοις, καὶ µουσικῆς δὲ καὶ ὀπτικῆς ὁµοίως στοιχεῖα 

παραδέδωκεν· καὶ δὴ καὶ τῆς περὶ τοῦ δεδοµένου πάσης πραγµατείας ἐν τῷ 

προκειµένῳ βιβλίῳ στοιχείωσιν ἀναλυτικὴν ἐποιήσατο. γεωµετρικὸς δὲ ὢν ὁ ἀνὴρ 

διαφερόντως τοὺς κοινοὺς περὶ τοῦ δεδοµένου λόγους τοῖς µεγέθεσιν ἰδίως 

ἐφήρµοσεν, ὃν τρόπον ἐποίησε καὶ ἐπὶ τῶν καθόλου λόγων ὡς ἐπὶ µεγεθῶν ἰδίως 

αὐτοὺς πραγµατευσάµενος ἐν τῷ πέµπτῳ βιβλίῳ τῆς ἐπιπέδου. κοινῶς µὲν οὖν 
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εἴρηται, τί τὸ δεδοµένον καὶ ὑπὸ [256] ποίαν ἐπιστήµην ἀνάγεται καὶ ὅτι 

χρησιµωτάτη ἐστὶν ἡ περὶ αὐτοῦ θεωρία. προσκείσθω δὲ τοῖς εἰρηµένοις καὶ ἡ 

περιγραφὴ τῆς περὶ αὐτοῦ ἐπιστήµης. ἔσται δὴ αὕτη, ὡς ἐκ τῶν εἰρηµένων φανερόν, 

κατάληψις τῶν δεδοµένων κατὰ πάντα τρόπον καὶ τῶν περὶ αὐτὰ συµβαινόντων. 

ἰδίως δὲ καὶ ὡς πρὸς τὸ προκείµενον βιβλίον λεγέσθω εἶναι µέθοδος στοιχείωσιν 

περιέχουσα τῆς ὅλης περὶ τῶν δεδοµένων ἐπιστήµης· ἕξει δὲ καὶ αὐτὴ τὸ χρήσιµον 

ἀκολούθως καὶ τὰ ἄλλα κατὰ τὴν ἀναφορὰν τὴν πρὸς τὸ δεδοµένον. διῄρηται δὲ τὸ 

βιβλίον πρὸς τὰ τοῦ δεδοµένου εἴδη, καὶ τὸ µὲν πρῶτον αὐτοῦ τµῆµα περιέχει τὰ 

κατὰ λόγον δεδοµένα, τὸ δὲ δεύτερον τὰ τῇ θέσει· ἐπὶ δὲ τούτοις τὰ τῷ εἴδει· ἁπλοῦν 

γὰρ ἦν τὸ περὶ τῶν µεγέθει δεδοµένων, κατέσπαρται δὲ καὶ ταῦτα µερικῶς ἐν τοῖς 

ἄλλοις καὶ µάλιστα ἐν τοῖς κατὰ τὸ εἶδος δεδοµένοις. ἤρξατο δὲ ἀπὸ τῶν λόγῳ καὶ 

θέσει δεδοµένων, ἐπεὶ καὶ ἐκ τούτων συνίσταται τὰ τῷ εἴδει δεδοµένα. καὶ ἄλλως δὲ 

ἡ διαίρεσις αὐτῷ τοῦ βιβλίου γεγένηται, εἴς τε τὰ καθ᾽ ὅλου µεγέθη καὶ εἰς γραµµὰς 

καὶ ἐπίπεδα καὶ κυκλικὰ θεωρήµατα. τῇ δὲ ὁµοίᾳ τάξει ἐχρήσατο καὶ ἐπὶ τῶν ὅρων 

ἤτοι ὑποθέσεων τοῦ βιβλίου. τρόπῳ δὲ τῆς διδασκαλίας οὐ τῷ κατὰ σύνθεσιν 

ἐνταῦθα ἠκολούθησεν, ἀλλὰ τῷ κατὰ ἀνάλυσιν, ὡς ὁ Πάππος ἱκανῶς ἀπέδειξεν ἐν 

τοῖς εἰς τὸ βιβλίον ὑποµνήµασιν.  
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