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ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ 

Φτάνοντας στο τέλος αυτής της εργασίας, νιώθω την ανάγκη να εκφρά‐

σω τις ευχαριστίες μου σε όσους με στήριξαν σε όλη τη διάρκεια της 

πραγματοποίησής της. Έτσι, ευχαριστώ θερμά: 

Την επιβλέπουσα καθηγήτριά μου Στέλλα Βοσνιάδου, για τον σημαντικό, 

από τον πολύτιμο, χρόνο της που διέθεσε για να με στηρίξει επιστημονι‐

κά. Επίσης, για την εμπιστοσύνη, με την οποία με τιμά τα τελευταία πέ‐

ντε χρόνια.  

Τον καθηγητή Δ. Αναπολιτάνο, οποίος υπήρξε μέλος της τριμελούς επι‐

τροπής και στη διπλωματική μου εργασία, στο Μαθηματικό Τμήμα. 

Το μέλος της τριμελούς επιτροπής, επ. καθηγητή Ι. Χριστιανίδη. 

 Τους φίλους και συναδέλφους Βασίλη Κόλλια,  Ειρήνη Σκοπελίτη, Ειρήνη 

Μπιζά, Χριστίνα Σταθοπούλου και, ιδιαίτερα, τον Νεκτάριο Μαμαλούγκο  

και τον Κωνσταντίνο Χρήστου, για τη βοήθεια που μου προσέφεραν τη 

στιγμή που πραγματικά τη χρειαζόμουν. 

Το συνεργάτη και φίλο μαθηματικό Γιώργο Καργιωτάκη, που με στήριξε 

σε όλες τις φάσεις της εργασίας. Για την πρόσβαση στο σχολείο τους που 

μου εξασφάλισαν, ευχαριστώ την Ελισάβετ Καμπάνη, το Θανάση Μωλ 

και, ιδιαίτερα, την Πότα Κοταρίνου. 

Τον φίλο μου Δημήτρη Μπουλαμάτση, ειδικό στη Στατιστική, που μπήκε 

στον κόπο να με καθοδηγήσει βήμα‐βήμα στην επιλογή των κατάλλη‐

λων στατιστικών αναλύσεων.  

Τη διευθύντρια του σχολείου «Σταυράκη», κ. Αννίτα Σταυράκη, και την 

εκπαιδευτικό κ. Στέλλα Τσάτσαρη, για την κατανόηση και τη συμπαρά‐

στασή τους.  

Στους κοντινούς και αγαπημένους μου ανθρώπους Άγγελο και Ιωάννα, 

Πέτρο και Νεκτάριο, για την αγάπη, την υπομονή και την αδιάλειπτη 

συμπαράστασή τους που ποτέ δεν παύει να με εκπλήσσει. 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Η παρούσα διατριβή κινήθηκε στα πλαίσια του χώρου της γνωσιακής ε‐

πιστήμης. Ευρύτερος στόχος μας ήταν να ελέγξουμε κατά πόσο μια γό‐

νιμη θεωρητική προσέγγιση στη μάθηση, η προσέγγιση της εννοιολογι‐

κής αλλαγής, μπορεί αξιοποιηθεί στην περίπτωση των μαθηματικών. 

Υιοθετήσαμε ένα συγκεκριμένο θεωρητικό πλαίσιο και αναλύσαμε  τις 

προϋποθέσεις του. Βάσει της ανάλυσής μας, μπορέσαμε να εντοπίσουμε 

την περίπτωση της ανάπτυξης μιας μαθηματικής έννοιας, για την οποία 

υποθέσαμε ότι απαιτεί εννοιολογική αλλαγή. Ελέγξαμε εμπειρικά την 

υπόθεσή μας, προβλέποντας και εξηγώντας τις παρανοήσεις που προ‐

κύπτουν. 

Πιο συγκεκριμένα, κεντρική υπόθεση της εμπειρικής μελέτης είναι ότι τα 

παιδιά ξεκινούν με μια αρχική «θεωρία» για τον αριθμό, θεμελιώδης 

προϋπόθεση της οποίας είναι η ιδέα της διακριτότητας των αριθμών. Θε‐

ωρήσαμε ότι η ιδέα της διακριτότητας, μαζί με το γνωσιακό περιορισμό 

που δημιουργεί η τάση των παιδιών να ομαδοποιούν τους αριθμούς στη 

βάση επιφανειακών κριτηρίων, περιορίζει τον τρόπο με τον οποίο γίνεται 

κατανοητή η δομή των ρητών. Προβλέψαμε ότι η κατανόηση θα είναι δύ‐

σκολη, σταδιακή και θα συνοδεύεται από παρανοήσεις, οι οποίες αντα‐

νακλούν τους δύο περιορισμούς που αναφέρθηκαν και την προσπάθεια 

των μαθητών να ενσωματώσουν καινούργιες γνώσεις για τους ρητούς 

αριθμούς στις προϋπάρχουσες γνωσιακές δομές για τους φυσικούς. 

Η υπόθεση ελέγχθηκε με δύο εμπειρικές μελέτες. 

Στην πρώτη έρευνα, με δείγμα 16 παιδιά της Γ΄ Γυμνασίου, διερευνήσαμε 

την υπόθεση, συλλέγοντας δεδομένα με ατομικές συνεντεύξεις. 

Υπό το φως των ευρημάτων της πρώτης, σχεδιάστηκε η δεύτερη έρευνα, 

με δείγμα 301 παιδιά, από δύο διαφορετικές τάξεις, την Γ΄ Γυμνασίου και 

την Β΄ Λυκείου. Στην έρευνα αυτή χρησιμοποιήθηκαν ερωτηματολόγια.  

Τα αποτελέσματα των δύο ερευνών είναι σύμφωνα προς τις προβλέψεις 

μας. 
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0. Εισαγωγή 

0.1. Εννοιολογική αλλαγή: Απαρχές , αρχές και σύνδεση με 
τη μάθηση στο χώρο των Μαθηματικών 

0.1.1. Εννοιολογική αλλαγή: Απαρχές και βασικές αρχές 

Στα τέλη της δεκαετίας του 70, η θεωρία του Piaget για την ανάπτυξη της 

νόησης λειτουργούσε περίπου ως παράδειγμα για την αναπτυξιακή ψυ‐

χολογία, αλλά και την ψυχολογία της μάθησης. Ο Piaget (1952) περιέ‐

γραψε τη γνωσιακή ανάπτυξη ως αποτέλεσμα ωρίμανσης ‐διαμέσου της 

δυναμικής αλληλεπίδρασης του ατόμου με το περιβάλλον του‐ και συνα‐

κόλουθης αλλαγής στην ικανότητα λογικής σκέψης. Οι μηχανισμοί μά‐

θησης  που υποστηρίζουν τη λογική ικανότητα, η αφομοίωση και η συμ‐

μόρφωση, περιγράφονταν ως γενικοί μηχανισμοί, ανεξάρτητοι από το 

περιεχόμενο της γνώσης. Κατά συνέπεια, η ικανότητα των παιδιών να 

δομήσουν γνώσεις σε οποιοδήποτε γνωστικό πεδίο χαρακτηρίζονταν από 

ολικές αναδιοργανώσεις,  γνωστές ως στάδια ανάπτυξης. 

Ωστόσο, είχαν ήδη αρχίσει να εμφανίζονται ερευνητικά δεδομένα, τα  

οποία η θεωρία του Piaget δεν μπορούσε να εξηγήσει (Vosniadou, 1999). 

Τα δεδομένα αυτά προέρχονταν από δύο διαφορετικούς χώρους, τη γνω‐

σιακή‐αναπτυξιακή ψυχολογία και την εκπαιδευτική έρευνα για τη μά‐

θηση στο πεδίο της Φυσικής. Από τη μια μεριά, η εκπαιδευτική έρευνα 

αναδείκνυε περιπτώσεις στις οποίες  οι μαθητές παρουσίαζαν παρανοή‐

σεις για έννοιες της Φυσικής, οι οποίες ήταν αντίθετες με την αρχή της 

ολικής αναδιοργάνωσης (Driver and Easley,1978). Παράλληλα, από την 

ψυχολογική έρευνα προέκυπτε ότι τα παιδιά αναπτύσσουν ικανότητες 

λογικής σκέψης σε συγκεκριμένα πεδία γνώσης πολύ νωρίτερα από ό,τι  

προέβλεπε η θεωρία του Piaget (Gelman and Gallistel,1978). Έτσι, τόσο 

από τη μεριά της αναπτυξιακής ψυχολογίας, όσο και από την πλευρά της 

εκπαιδευτικής έρευνας, άρχισε η προσπάθεια ανάπτυξης εναλλακτικών 

θεωρητικών πλαισίων, τα οποία να διατηρούν τον κονστρουκτιβιστικό 

χαρακτήρα της θεωρίας του Piaget, εγκαταλείποντας την αρχή της ολι‐

κής αναδιοργάνωσης.  

  Από τη μεριά της εκπαιδευτικής έρευνας, οι ερευνητές αναζήτησαν ένα 

θεωρητικό πλαίσιο, το οποίο, αφενός  να εξηγεί την ανθεκτικότητα των 

παρανοήσεων των μαθητών για κάποιες έννοιες της Φυσικής, αφετέρου 

να επιτρέπει τη χάραξη συγκεκριμένων διδακτικών πρακτικών. Στην 

προσπάθειά τους αυτή, στράφηκαν στην Ιστορία και τη Φιλοσοφία της 

επιστήμης της Φυσικής (Posner, Strike, Hewson, & Gertzog, 1982) και ανά‐
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δειξαν μια αναλογία ανάμεσα στην  «αφομοίωση» και «συμμόρφωση» 

της πιαζετιανής θεωρίας και τους όρους  «φυσιολογική επιστήμη» και  

«επιστημονικής επανάσταση» της θεωρίας του Kuhn (1970). Πιο συγκε‐

κριμένα, απέδωσαν σε βασικές αρχικές αντιλήψεις  των μαθητών για τις 

έννοιες της Φυσικής χαρακτηριστικά μιας επιστημονικής θεωρίας, όπως 

η συνέπεια και η συνεκτικότητα και περιέγραψαν τους μαθητές που λει‐

τουργούν στα πλαίσια αυτού του «θεωρητικού πλαισίου» ως επιστήμονες 

που εργάζονται στα πλαίσια ενός παραδείγματος, εν καιρώ φυσιολογι‐

κής επιστήμης. Θεωρώντας ότι η αναλογία αυτή δίνει μια ικανοποιητική 

περιγραφή της αιτίας των παρανοήσεων, οι  Posner, Strike, Hewson & 

Gertzog (1982) εδραίωσαν στη βάση της μια διδακτική πρακτική για την 

Φυσική. Σύμφωνα με την πρότασή τους, η αλλαγή των αρχικών αντιλή‐

ψεων μπορεί να συμβεί, αν δημιουργηθεί μια διδακτική κατάσταση, στην 

οποία το παιδί θα έρθει αντιμέτωπο με ένα πρόβλημα που η αρχική του 

«θεωρία» δεν μπορεί να αντιμετωπίσει, ή μια περίπτωση η οποία διαψεύ‐

δει την αρχική  «θεωρία» ‐ το αντίστοιχο της κουνιανής «ανωμαλίας».Με 

την πρόταση αυτή, που ανήγαγε τη γνωσιακή σύγκρουση σε διδακτική 

πρακτική, το θεωρητικό πλαίσιο του  Posner και των συνεργατών του έγι‐

νε αφορμή για το ξεκίνημα μιας πλούσιας ερευνητικής και εκπαιδευτικής 

παράδοσης στο χώρο της Φυσικής. 

Οι αναπτυξιακοί ψυχολόγοι, ξεκινώντας από την Carey (1985), η οποία 

εμπνεύστηκε από τις ιδέες του Kuhn για την αλλαγή θεωρίας στην επι‐

στήμη της Φυσικής,  προέταξαν την ιδέα ότι η γνωσιακή ανάπτυξη μπο‐

ρεί να περιγραφεί ως αναδιοργάνωση γνωσιακών δομών κατά γνωστικό 

πεδίο. Η Carey διατύπωσε την υπόθεση ότι τα παιδιά ξεκινούν με ένα πε‐

ριορισμένο πλήθος γνωσιακών δομών, για συγκεκριμένα πεδία, όπως  η 

ψυχολογία – ως θεωρία για τα έμβια όντα‐και η φυσική. Οι αρχικές αυτές 

γνωσιακές δομές οργανώνονται γύρω από θεμελιώδεις αρχές ‐ για παρά‐

δειγμα, ότι τα έμψυχα αντικείμενα έχουν την ικανότητα να κινούνται, 

για την περίπτωση της ψυχολογίας‐ οι οποίες έχουν, ενδεχομένως, νευρο‐

βιολογικές βάσεις και έχουν προκύψει ως αποτέλεσμα της εξέλιξης του 

ανθρώπινου είδους (Carey & Spelke, 1996). Έτσι, μπορούσε να εξηγηθεί η 

ικανότητα που εμφανίζουν τα παιδιά μικρής ηλικίας να εξηγούν και να 

ερμηνεύουν, κατά συνεκτικό τρόπο, φαινόμενα του φυσικού και κοινωνι‐

κού τους περιβάλλοντος. Η Carey υπέθεσε ότι οι αρχικές γνωσιακές δο‐

μές έχουν χαρακτηριστικά «θεωρίας». Σε αναλογία με τις ιδέες τουKuhn, 

περιέγραψε τη γνωσιακή ανάπτυξη ως αναδιοργάνωση των αρχικών 

γνωσιακών δομών, η οποία κάποτε πρέπει να είναι ριζική. 

Δεδομένου ότι οι θεωρίες για την εννοιολογική αλλαγή συνδέθηκαν ε‐

ξαρχής με έννοιες που άπτονται των φυσικών επιστημών, υπάρχει πλή‐
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θος ερευνών για τον τρόπο με τον οποίο τα παιδιά αναπτύσσουν τέτοιου 

είδους έννοιες, τόσο στο χώρο της αναπτυξιακής ψυχολογίας, όσο και στο 

χώρο της εκπαιδευτικής έρευνας (ενδεικτικά, Mason, 2001; Spelke, 1999; 

Vosniadou, 1994a). Ωστόσο, η προσέγγιση της εννοιολογικής αλλαγής έ‐

χει υιοθετηθεί για να εξηγήσει τις δυσκολίες στη μάθηση και σε πεδία με 

εντελώς διαφορετικά χαρακτηριστικά, όπως, για παράδειγμα, η Ιστορία 

(Limon, 2002). Θα υποστηριχθεί ότι η προσέγγιση της εννοιολογικής αλ‐

λαγής μπορεί να εφαρμοσθεί και στην περίπτωση των Μαθηματικών.  

Στο γενικότερο θεωρητικό πλαίσιο της εννοιολογικής αλλαγής έχουν 

αναπτυχθεί διάφορες απόψεις για το τι σημαίνει εννοιολογική αλλαγή 

και ποιοι μηχανισμοί την υποστηρίζουν (Vosniadou, 1999). Ωστόσο, μπο‐

ρούν να σκιαγραφηθούν  κάποια στοιχεία, τα οποία συγκεντρώνουν ευ‐

ρεία αποδοχή. 

Καταρχήν, θεωρείται δεδομένο ότι η  μάθηση εξαρτάται από την προϋ‐

πάρχουσα γνώση: Κάθε νέα πληροφορία ερμηνεύεται στη βάση των ό‐

σων ήδη γνωρίζουμε και στις περισσότερες περιπτώσεις αφομοιώνεται 

ομαλά στο προϋπάρχον γνωσιακό πλαίσιο (Bransford, Brown, & Cocking, 

1999, Vosniadou, 2001a).  Ωστόσο, υπάρχουν περιπτώσεις κατά τις οποίες 

η προϋπάρχουσα γνώση έρχεται σε αντίθεση με τις καινούργιες, επιστη‐

μονικά αποδεκτές εξηγήσεις και θεωρίες.  Η μάθηση στις περιπτώσεις 

αυτές απαιτεί αναδιοργάνωση της προηγούμενης γνώσης. Σύμφωνα με 

το θεωρητικό πλαίσιο της εννοιολογικής αλλαγής (Carey, 1985; Chi, 1992; 

Vosniadou, 1994, 2000; Vosniadou & Brewer, 1992; 1994), η προϋπάρχουσα 

γνώση οργανώνεται στη βάση κάποιων διαισθητικών «θεωριών» του κοι‐

νού νου. Ο όρος «θεωρία» δεν πρέπει να εκλαμβάνεται ως το γνωσιακό 

ανάλογο της «επιστημονικής θεωρίας». Βασικό χαρακτηριστικό των «θε‐

ωριών» είναι ότι οι αρχές τους δεν βρίσκονται συνήθως υπό το συνειδητό 

έλεγχο του παιδιού (Vosniadou, 2002). Ωστόσο, χρησιμοποιούνται σε με‐

γάλο βαθμό με συνέπεια, όταν το παιδί προσπαθεί να εξηγήσει κάποιο 

σχετικό φαινόμενο. Το γεγονός αυτό εξηγεί γιατί υπάρχει συνήθως μικρό 

πλήθος διαφορετικών παρανοήσεων, για συγκεκριμένες έννοιες (Vosni‐

adou, 1994b; Vosniadou and Brewer, 1994, 1992). 

Τα τελευταία χρόνια, εμφανίζεται και μια ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα θεώ‐

ρηση, η οποία συνδέει την εννοιολογική αλλαγή, από τη μεριά της γνω‐

σιακής‐αναπτυξιακής ψυχολογίας με την εννοιολογική αλλαγή, υπό το 

πρίσμα της εκπαιδευτικής έρευνας. Σύμφωνα με αυτή τη θεώρηση, οι πι‐

θανά έμφυτες ικανότητες, με τις οποίες είναι εφοδιασμένα τα παιδιά από 

πολύ μικρές ηλικίες, λόγω της εξέλιξης του είδους, επηρεάζουν τις διαδι‐

κασίες μάθησης και πολύ μεταγενέστερα. Πιο συγκεκριμένα, υποστηρί‐

ζεται ότι οι άνθρωποι γεννιούνται προδιατεθειμένοι να αναπτύξουν 
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γνώσεις που σχετίζονται με τα αρχικά γνωσιακά τους υποσυστήματα. 

Επομένως,  μαθαίνουν ευκολότερα ό,τι σχετίζεται με αυτά, τόσο πριν, 

όσο και κατά τη διάρκεια της τυπικής εκπαίδευσης (Stern , 2003; Gelman, 

2002).Στα επόμενα θα γίνει ιδιαίτερη αναφορά στην άποψη αυτή, ειδικά 

για την περίπτωση των Μαθηματικών.  

Στη συνέχεια της ενότητας αυτής θα υποστηριχτεί ότι, το θεωρητικό 

πλαίσιο της εννοιολογικής αλλαγής μπορεί να μεταφερθεί στο χώρο της 

μάθησης των μαθηματικών, για να περιγράψει και να εξηγήσει δυσκολί‐

ες που αντιμετωπίζουν οι μαθητές στην εκμάθηση ορισμένων μαθηματι‐

κών εννοιών. 

0.1.2. Η φύση της  μαθηματικής γνώσης: Προκύπτει πάντα η 
μαθηματική γνώση ως προϊόν επαύξησης της προηγού‐

μενης γνώσης; 

Η επιστήμη των Μαθηματικών παραδοσιακά θεωρείται ως ένας χώρος 

με ιδιαίτερα χαρακτηριστικά, τα οποία τον διαφοροποιούν σε σχέση με 

τις άλλες επιστήμες, ακόμα και από τις πιο κοντινές του, τις φυσικές επι‐

στήμες. Το ερώτημα που τίθεται είναι αν, στη βάση της διαφοράς του 

γνωστικού αντικειμένου, μπορεί να διατυπωθεί κάποια επιφύλαξη για τη  

μεταφορά του θεωρητικού πλαισίου της εννοιολογικής αλλαγής στο χώ‐

ρο της μάθησης των μαθηματικών εννοιών Αν ο χαρακτήρας της μαθη‐

ματικής γνώσης είναι πολύ διαφορετικός από αυτόν που υποτίθεται για 

τη γνώση που άπτεται των φυσικών επιστημών, γιατί να είναι σκόπιμη η 

μεταφορά ενός θεωρητικού πλαισίου για τη μάθηση από τον ένα χώρο 

μάθησης στον άλλο; Να επισημανθεί ότι, σε παραδοσιακά εκπαιδευτικά 

πλαίσια, ο ιδιαίτερος χαρακτήρας των Μαθηματικών  καθορίζει τις πα‐

ραδοχές των εκπαιδευτικών για τον τρόπο που μαθαίνουν οι μαθητές. Η 

εικόνα των Μαθηματικών ως ιεραρχημένης δομής,  στα πλαίσια της ο‐

ποίας κάθε έννοια προκύπτει λογικά από προηγούμενή της,  θεωρείται 

ότι επιτρέπει στους μαθητές να μαθαίνουν, εμπλουτίζοντας σταδιακά τις 

γνώσεις τους (Danzig, 1954, όπως αναφέρεται στη Σταφυλίδου, 2001). 

Ανάμεσα σε άλλους, υπάρχει ένας ισχυρισμός για τα Μαθηματικά που 

είναι ιδιαίτερα σχετικός με την παρούσα συζήτηση. Πρόκειται για τον ι‐

σχυρισμό ότι η μαθηματική γνώση έχει αθροιστικό χαρακτήρα (Crowe, 

1992; Kitcher, 1992). Αυτή η άποψη για τη μαθηματική γνώση βασίζεται εν 

μέρει στην πεποίθηση ότι, όταν μια μαθηματική πρόταση αποδειχτεί, 

μπορεί να προστεθεί με ασφάλεια και για πάντα  στο σώμα της μαθημα‐

τικής γνώσης. Αλλά ο αθροιστικός χαρακτήρας της μαθηματικής γνώσης 

μπορεί να αποδοθεί στην πεποίθηση ότι, μια μαθηματική θεωρία, εφό‐

σον θεμελιωθεί, δεν αντικαθίσταται από μια άλλη θεωρία (Crowe, 1975). 
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Το επιχείρημα αυτό ήταν ένα από τα κεντρικά κατά της πιθανότητας  να 

συμβαίνουν, κατ’ αναλογία με τις φυσικές επιστήμες, επαναστάσεις στα 

Μαθηματικά. Σύμφωνα με τον Mahoney (1997) μια μαθηματική θεωρία, 

ακόμα και όταν παύει να φαίνεται γόνιμη, «δεν παύει να θεωρείται μέρος 

των Μαθηματικών, όπως έπαψε να θεωρείται μηχανική η μηχανική του 

Αριστοτέλη» (Mahoney, 1997, σελ.2). Η συνύπαρξη της Ευκλείδειας και 

των μη Ευκλείδειων γεωμετριών επίσης  αναφέρεται ως παράδειγμα: Μια 

μαθηματική θεωρία , όπως η Ευκλείδια γεωμετρία, παραμένει σε ισχύ, 

ακόμα και μετά από μια τόσο μεγάλη αλλαγή, όπως η εισαγωγή των μη 

Ευκλείδειων γεωμετριών, χωρίς να εμφανίζονται φαινόμενα ασυμμετρί‐

ας. Ας σημειωθεί ότι ο Kuhn δεν προσπάθησε να εξηγήσει τις αλλαγές 

στα Μαθηματικά με τους όρους της θεωρίας του, καθώς διατηρούσε την 

πεποίθηση ότι αυτό δεν είναι εφικτό (Mahoney, 1992). Παρά το γεγονός 

ότι, σύμφωνα με ορισμένες αναλύσεις, τα Μαθηματικά και οι φυσικές ε‐

πιστήμες έχουν περισσότερες ομοιότητες, από όσο προέβλεπαν οι παρα‐

δοσιακές απόψεις(Kitcher, 1992, και παρά το γεγονός ότι η άποψη ότι η 

προσέγγιση του Kuhn θεωρείται αξιοποιήσιμη στο χώρο των Μαθηματι‐

κών από πολλούς μελετητές  (Corry, 1993; Dauben, 1984), ας υποτεθεί ότι 

πράγματι οι αλλαγές στα Μαθηματικά δεν είναι  περιγράψιμες με τους 

όρους της θεωρίας του Kuhn. Η χρησιμότητα του ερωτήματος, αν γίνο‐

νται ή όχι επαναστάσεις, ανάλογες με αυτές που ο Kuhn περιγράφει για 

τις φυσικές επιστήμες, έγκειται στον αντίκτυπο που είχε στον τρόπο με 

τον οποίο μελετάται η ιστορία των Μαθηματικών. 

Στα  πλαίσια  της  γενικότερης  συζήτησης  που,  εν  μέρει,  οφείλεται 

στη διατύπωση των επαναστατικών απόψεων του Kuhn (1970), νέες θεω‐

ρήσεις της ιστορίας των Μαθηματικών έπληξαν τον ισχυρισμό ότι «η δο‐

μή  των μαθηματικών αντανακλά  επακριβώς  την  ιστορία  τους»  (Crowe, 

1992) και αποκάλυψαν ότι οι μαθηματικές έννοιες υφίστανται αλλαγές, οι 

οποίες  δεν  προκύπτουν  αθροιστικά.  Για  παράδειγμα,  όσον  αφορά  στην 

έννοια του αριθμού,  το πέρασμα από τον πυθαγόρειους αριθμούς, στους 

πραγματικούς  αριθμούς  του  Dedekind  ενέχει  πολλά  περισσότερα  από 

την επέκταση της αρχικής έννοιας. Και μόνο το πέρασμα από τις άρρητες 

ποσότητες στους άρρητους αριθμούς ενείχε μια αλλαγή της έννοιας του 

αριθμού, η οποία «ήταν κάτι παραπάνω από την επέκταση της πρότερης 

έννοιας του αριθμού, με την προσθήκη των αρρήτων –η έννοια του αριθμού 

άλλαξε,  σχεδόν μεταλλάχτηκε,  από μία θεώρηση κατά την  οποία μόνο  οι 

ακέραιοι ήταν αριθμοί, σε μια θεώρηση κατά την οποία η έννοια του αριθ‐

μού συνδέθηκε με την πληρότητα του συστήματος των πραγματικών αριθ‐

μών»  (Dauben,  1984,  σελ.57).  Συνδέοντας  την  ιστορική  διαδρομή  της  έν‐

νοιας του αριθμού με την ανάπτυξη της έννοιας του αριθμού στα παιδιά, 

η  Sfard  εστιάζει  στο  κοινό  σημείο  (1991)  της  οντολογικής  αλλαγής  από 
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την κατηγορία των διαδικασιών, στην κατηγορία των  (μαθηματικών) α‐

ντικειμένων.  

Αν οι μαθηματικές έννοιες, οι οποίες αποτελούν το μαθησιακό στό‐

χο για τα παιδιά, δεν προκύπτουν αθροιστικά , τότε δεν υπάρχει βάση για 

την  επιφύλαξη που  διατυπώθηκε στην αρχή  της παραγράφου. Ωστόσο, 

τα επιχειρήματα που στηρίζουν κατ’ ουσία τη σκοπιμότητα της μεταφο‐

ράς του θεωρητικού πλαισίου της εννοιολογικής αλλαγής στο χώρο της 

μάθησης των μαθηματικών, προέρχονται από το χώρο της αναπτυξιακής 

ψυχολογίας και της εκπαιδευτικής έρευνας.  

 

0.1.3. Υπάρχει νευρο‐βιολογική βάση της μαθηματικής γνώσης; 

Αναφέρθηκε στην παράγραφο 1.2 ότι η βασική υπόθεση της domain‐

specific προσέγγισης στη γνωσιακή ανάπτυξη είναι ότι η ανθρώπινη νό‐

ηση χτίζεται στη βάση ειδικευμένων γνωσιακών συστημάτων, τα οποία 

υποτίθεται ότι έχουν νευρο‐βιολογική βάση και έχουν αναπτυχθεί  με 

την εξέλιξη του ανθρώπινου είδους (Carey and Spelke, 1996).  Υπάρχει 

αυξανόμενο πλήθος ερευνών με ζώα και βρέφη, καθώς και διαπολιτισμι‐

κές μελέτες, τα ευρήματα των οποίων υποδεικνύουν ότι υπάρχει ένα ε‐

ξειδικευμένο γνωσιακό σύστημα που αφορά στον αριθμό (Butterworth, 

1999; Dehaene, 1998; Gelman, 2000; Lipton and Spelke, 2003). Σύμφωνα με 

τα ευρήματα, τα βρέφη αναγνωρίζουν την πληθικότητα ως ιδιότητα συ‐

νόλων διακριτών αντικειμένων (Dehaene, 1998; Wynn, 1990). Η διακριτό‐

τητα θεωρείται ως βασική αρχή του αρχικού γνωσιακού συστήματος που 

αφορά στον αριθμό και από ερευνητές που ασχολούνται με παιδιά μι‐

κρής ηλικίας (Carey and Spelke, 1994; Galistel and Gelman, 1992). Η Gelman 

διατυπώνει την άποψη ότι «δεδομένων των ευρημάτων από μελέτες σε 

διαφορετικούς ερευνητικούς χώρους, τα οποία αυξάνουν συνεχώς, συ‐

γκλίνοντας σε ένα σημείο, είναι δύσκολο να αποφύγει κανείς το συμπέ‐

ρασμα ότι υπάρχει μια καθολική, εξειδικευμένη ικανότητα να μαθαίνου‐

με για τους φυσικούς αριθμούς και να πραγματοποιούμε συλλογισμούς 

με αυτούς» (Gelman, 2002, σελ. 27).  Στην ίδια εργασία, η Gelman διατυ‐

πώνει τον ισχυρισμό ότι τα παιδιά, ήδη από την προσχολική ηλικία, έ‐

χουν διαμορφώσει μια κατανόηση για τους φυσικούς αριθμούς, βασισμέ‐

νη σε συγκεκριμένες αρχές. Θα μπορούσε να θεωρηθεί μια αρχική «θεω‐

ρία» για τον αριθμό, με την έννοια που αναφέρθηκε στην παράγραφο 1.2. 

Ισχυρή προϋπόθεση της «θεωρίας» αυτής είναι ότι οι αριθμοί είναι με‐

τρητές διακριτών ποσοτήτων και οι αρχές της «θεωρίας» αφορούν στην 

απαρίθμηση. Συγκεκριμένα, η Gelman προσδιορίζει  πέντε αρχές, οι ο‐

ποίες κατακτούνται από τα παιδιά ήδη από την προσχολική ηλικία: (α) 

Την αρχή της αντιστοίχησης ένα προς ένα που επιβάλλει ότι, σε κάθε α‐
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ντικείμενο που απαριθμείται αντιστοιχεί ένα μόνο όνομα αριθμού και 

κάθε όνομα αριθμού χρησιμοποιείται μόνο μια φορά. (β) Την αρχή της 

σταθερής διάταξης που επιβάλλει τα ονόματα των αριθμών να διατάσ‐

σονται με τον ίδιο πάντα τρόπο. (γ) Την αρχή της πληθικότητας, που επι‐

βάλλει  ότι το τελευταίο όνομα αριθμού που χρησιμοποιείται κατά την 

απαρίθμηση αντιπροσωπεύει την πληθικότητα του συνόλου που απα‐

ριθμήθηκε. (δ) Την αφαιρετική αρχή που επιβάλλει ότι, όταν ακολουθού‐

νται οι προηγούμενες αρχές για την απαρίθμηση, δεν έχει σημασία το εί‐

δος των αντικειμένων που απαριθμούνται. (ε) Η αρχή που επιβάλλει ότι 

η σειρά, με την οποία απαριθμούνται τα αντικείμενα δεν έχει σημασία. 

(Gelman and Galistell, 1978; Gelman, 2000). 

Το επακόλουθο της ύπαρξης μιας αρχικής «θεωρίας» για τον αριθμό, ει‐

δικά αν υποτεθούν η ύπαρξη νευρο‐βιολογικών βάσεων,  είναι ότι η μά‐

θηση, όσον αφορά στους αριθμούς ευνοείται, όταν η καινούργια γνώση 

είναι συμβατή με την αρχική «θεωρία» του αριθμού, ενώ συναντά δυσκο‐

λίες στην περίπτωση που η καινούργια γνώση έρχεται σε αντίθεση με 

την αρχική «θεωρία» (Gelman, 2000; Stern, 2003). Αυτό ισχύει τόσο πριν, 

όσο και μετά την παρέμβαση της τυπικής εκπαίδευσης. Υπάρχει πληθώ‐

ρα στοιχείων που επαληθεύουν την πρόβλεψη αυτή. Για παράδειγμα, η 

αρχική κατανόηση των παιδιών προσχολικής ηλικίας για τον αριθμό τα 

υποστηρίζει στο να συμπεράνουν την αρχή της ύπαρξης του επόμενου 

αριθμού στους φυσικούς, επιδεικνύοντας κατανόηση και για την έννοια 

του εν δυνάμει απείρου, με μικρή εξωτερική υποστήριξη  (Hartnett and 

Gelman, 1998). Αντίθετα, η μάθηση για τους ρητούς αριθμούς, τις αναπα‐

ραστάσεις τους και τις ιδιότητές τους είναι δύσκολη και συνοδεύεται από 

πληθώρα παρανοήσεων από την πρωτοβάθμια, μέχρι το τέλος της δευτε‐

ροβάθμιας εκπαίδευσης (Carpenter, Fennema, & Romperg, 1993; Hartnett 

and Gelman, 1998). 

0.1.4. Η προϋπάρχουσα μαθηματική γνώση στηρίζει πάντα την 
απόκτηση της καινούργιας γνώσης; Η περίπτωση των 

ρητών αριθμών.  

Οι ρητοί αριθμοί είναι μια από τις πιο θεμελιώδεις μαθηματικές έννοιες, 

με τις οποίες έρχονται σε επαφή τα παιδιά κατά τη σχολική τους ζωή. 

Φαίνεται ότι είναι και μια από τις μαθηματικές έννοιες που δημιουργούν 

σημαντικές δυσκολίες, αλλά και αισθήματα άγχους στα παιδιά (NCR, 

1989). Η εκπαιδευτική έρευνα έχει καταγράψει πλήθος παρανοήσεων που 

αφορούν στους ρητούς αριθμούς, η οποίες εμφανίζονται σε ένα ευρύ φά‐

σμα ηλικιών, από την πρωτοβάθμια ως τη δευτεροβάθμια . Θα επικε‐

ντρωθούμε σε αυτές που εξηγούνται ως συνέπεια της μεταφοράς της 
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προϋπάρχουσας γνώσης των φυσικών αριθμών, στο πεδίο των ρητών α‐

ριθμών. Οι παρανοήσεις αυτές μπορούν να διακριθούν, ανάλογα με το 

αν αφορούν : 

 Την οντολογία του αριθμού, ή διαφορετικά, τι θεωρείται αριθμός 

Σύμφωνα με τη σημαντική εργασία της Sfard (1989), οι φυσικοί αριθμοί 

γίνονται αντιληπτοί από νωρίς ως μαθηματικά αντικείμενα, σε αντίθεση 

με τα κλάσματα, τα οποία θεωρούνται διαδικασίες. Η θεώρηση αυτή είναι 

συμβατή με την ιστορική εξέλιξη της έννοιας του αριθμού (Sfard, 1989; 

Σταφυλίδου, 2001). Πραγματικά, για τα παιδιά από νωρίς τα κλάσματα 

έχουν τα χαρακτηριστικά μιας διαδικασίας, από το «χωρίζω τη  μονάδα 

σε ίσα μέρη και παίρνω κάποια από αυτά» στο επίπεδο της πρωτοβάθμι‐

ας εκπαίδευσης, μέχρι το «διαιρώ τον αριθμητή με τον παρονομαστή και 

βρίσκω το αποτέλεσμα» της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης. Τα παιδιά ξε‐

κινούν ταυτίζοντας  την έννοια του αριθμού με την έννοια του φυσικού 

αριθμού (Σταφυλίδου, 2001, Stafylidou & Vosniadou, in press) και δυσκο‐

λεύονται να αποδώσουν την ίδια θέση στα κλάσματα ( Chi, 1992; Gelman, 

Cohen & Hartnett,1989). 

 Τον αριθμό ως αντικείμενο, πιο συγκεκριμένα τη μορφή και τις σχετι‐
κές ιδιότητές του.  

Φαινομενικές ομοιότητες των ρητών αριθμών με τους φυσικούς έχει δει‐

χθεί ότι επηρεάζουν τον τρόπο με τον οποίο τα παιδιά ερμηνεύουν τη 

μορφή των ρητών αριθμών και τους αποδίδουν ιδιότητες. Συγκεκριμένα, 

τα παιδιά ερμηνεύουν επιφανειακά το κλάσμα ως δύο φυσικούς αριθ‐

μούς, που χωρίζονται με μια γραμμή (Σταφυλίδου, 2001). Ως αποτέλεσμα, 

ανάγουν τις πράξεις των κλασμάτων σε πράξεις μεταξύ των αριθμητών 

και των παρονομαστών, θεωρώντας, για παράδειγμα ότι 
53
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 . Στην 

περίπτωση των δεκαδικών αριθμών, οι παρανοήσεις είναι περισσότερες, 

δεδομένου ότι, πέρα από τη φαινομενική, υπάρχουν και ουσιαστικές ο‐

μοιότητες στη μορφή των δεκαδικών και των φυσικών αριθμών. Συγκε‐

κριμένα, τόσο οι φυσικοί, όσο και οι δεκαδικοί αριθμοί αναπαριστώνται 

βάσει του δεκαδικού συστήματος αρίθμησης. Τα παιδιά χρησιμοποιούν 

τις γνώσεις τους για τη μορφή των φυσικών αριθμών στους δεκαδικούς, 

γεγονός που προκαλεί πλήθος παρανοήσεων (Moskal and Magone, 2000). 

Για παράδειγμα, πολλά παιδιά θεωρούν ότι, όσα περισσότερα ψηφία έχει 

ένας αριθμός, τόσο μεγαλύτερος είναι (Hiebert and Wearne, 1986)  ή ότι με 

την  προσθήκη ενός μηδενικού στο τέλος του δεκαδικού μέρους ενός α‐

ριθμού, προκύπτει ένας αριθμός δέκα φορές μεγαλύτερος (Resnick, 

Nesher, Leonard, Magone, Omanson, & Peled,1989). 

 Τις πράξεις των αριθμών 
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Με μια σημαντική εργασία, οι Fischbein, Deri, Nello, και  Marino (1985) 

αναφέρθηκαν στις παρανοήσεις που αφορούν τις πράξεις ρητών αριθ‐

μών και ανέδειξαν τη σχέση ανάμεσα στις συγκεκριμένες παρανοήσεις  

και την προϋπάρχουσα γνώση για τις πράξεις των φυσικών. Συγκεκριμέ‐

να, εντόπισαν τη δυσκολία των παιδιών να κατανοήσουν τον πολλαπλα‐

σιασμό και τη διαίρεση των ρητών αριθμών και να αναγνωρίσουν πότε 

είναι κατάλληλη η χρήση τους στην πεποίθησή τους ότι το γινόμενο δύο 

αριθμών οφείλει να είναι μεγαλύτερο από τους αριθμούς και το πηλίκο 

οφείλει να είναι μικρότερο από το διαιρετέο («ο πολλαπλασιασμός μεγα‐

λώνει (τους αριθμούς)», ενώ «η διαίρεση μικραίνει (τον διαιρετέο)» ). Οι 

παρανοήσεις αυτές προκύπτουν από τον περιορισμό της έννοιας των δύο 

πράξεων στον πολλαπλασιασμό και τη διαίρεση φυσικών αριθμών ξεκι‐

νούν από τις ηλικίες που αντιστοιχούν στην πρωτοβάθμια εκπαίδευση, 

υφίστανται στη δευτεροβάθμια εκπαίδευση και επιμένουν να εμφανίζο‐

νται σε ενήλικες (Graeber and Tirosh,1988, 1990; Tirosh and Graeber, 1989). 

 Τους αριθμούς ως στοιχεία διαφορετικών συνόλων.  

 Στην περίπτωση αυτή, γίνεται αναφορά στην εννοιολογική κατανόηση 

της σχέσης μεταξύ των διαφορετικών συμβολικών αναπαραστάσεων ε‐

νός ρητού αριθμού, για παράδειγμα ότι οι συμβολικές αναπαραστάσεις 

0,5 και 
2

1  αναφέρονται στον ίδιο αριθμό. Η έμφαση στην εννοιολογική κα‐

τανόηση γίνεται σε αντιδιαστολή με την ικανότητα εκτέλεσης αλγοριθ‐

μικών διαδικασιών, δεδομένου ότι, ενώ πολλά παιδιά είναι σε θέση να 

εκτελέσουν αλγοριθμικές διαδικασίες που αφορούν στους ρητούς αριθ‐

μούς, δεν επιδεικνύουν κατανόηση της ουσίας της διαδικασίας (Lamon, 

2001; Streefland,1991). Έτσι, ακόμα και παιδιά που είναι σε θέση να μετα‐

τρέψουν τη συμβολική αναπαράσταση ενός ρητού σε μια άλλη, για πα‐

ράδειγμα, να μετατρέψουν ένα κλάσμα σε δεκαδικό αριθμό, δεν κατα‐

νοούν απαραίτητα ότι οι διαφορετικές συμβολικές αναπαραστάσεις α‐

ναφέρονται στον ίδιο αριθμό. Η συνειδητοποίηση της σημασίας της συ‐

γκεκριμένης εννοιολογικής γνώσης, από την μεριά της εκπαιδευτικής έ‐

ρευνας, αντανακλάται στη στοχοθεσία καινούργιων αναλυτικών προ‐

γραμμάτων σπουδών (NCTM,2000), τα οποία δίνουν ιδιαίτερη έμφαση 

στη συγκεκριμένη γνώση.  

 Την δομή του συνόλου των ρητών αριθμών. 

Η κατανόηση της δομής των ρητών αποτελεί το αντικείμενο της παρού‐

σας εργασίας. Θα ακολουθήσει μια πιο εκτενής ανάλυση, η οποία είναι 

απαραίτητη, προκειμένου να διατυπωθούν οι υποθέσεις της έρευνας 
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1. Θεωρητική προσέγγιση 

1.1. Θεωρητικό πλαίσιο και υποθέσεις 

1.1.1. Η κατανόηση της δομής του συνόλου των ρητών: Δυσκο‐
λίες και γνωσιακοί περιορισμοί. 

Μπορούν να διακριθούν δύο συνιστώσες που αφορούν  στην κατανόηση  

της δομής του συνόλου των ρητών αριθμών. 

Η πρώτη συνιστώσα αφορά στη σχέση που συνδέει τα υποσύνολα των 

ρητών αριθμών και συγκεκριμένα, το γεγονός ότι το σύνολο των φυσι‐

κών αριθμών είναι υποσύνολο των ρητών, ενώ το σύνολο των δεκαδικών 

(ρητών) αριθμών και το σύνολο των κλασμάτων ταυτίζονται. Προκειμέ‐

νου να γίνουν κατανοητές αυτές οι σχέσεις, προϋποτίθεται η κατάκτηση 

της εννοιολογικής γνώσης που προαναφέρθηκε, ότι οι διαφορετικές συμ‐

βολικές αναπαραστάσεις ενός ρητού αναφέρονται στον ίδιο αριθμό. Επι‐

πλέον, προϋποτίθεται ότι τα παιδιά θα ξεπεράσουν ένα ισχυρό γνωσιακό 

περιορισμό, συγκεκριμένα την τάση να ομαδοποιούν αντικείμενα βάσει 

των επιφανειακών χαρακτηριστικών τους (Markman, 1989; Vosniadou and 

Ortony, 1989). Λαμβάνοντας υπόψη τον περιορισμό αυτό, είναι αναμενό‐

μενο τα παιδιά να ομαδοποιούν τους φυσικούς με τους φυσικούς, τους 

δεκαδικούς με τους δεκαδικούς και τα κλάσματα με τα κλάσματα, θεω‐

ρώντας ότι σχηματίζουν ξένα μεταξύ τους υποσύνολα των ρητών αριθ‐

μών. 

Η δεύτερη συνιστώσα αφορά ιδιότητα της πυκνότητας που χαρακτηρίζει 

το σύνολο των ρητών αριθμών. Σε αντίθεση με το σύνολο των φυσικών 

αριθμών, το σύνολο των ρητών αριθμών έχει πυκνή δομή. Συγκεκριμένα, 

ανάμεσα σε δύο διαφορετικούς φυσικούς αριθμούς  δεν υπάρχει άλλος 

φυσικός αριθμός. Αντίθετα, ανάμεσα σε δύο διαφορετικούς ρητούς αριθ‐

μούς υπάρχει άπειρο πλήθος ρητών αριθμών. Ως συνέπεια, στο σύνολο 

των ρητών αριθμών καταργείται η αρχή της διαδοχής, η οποία χαρακτη‐

ρίζει το σύνολο των φυσικών αριθμών, για κάθε στοιχείο του οποίου ορί‐

ζεται μοναδικός επόμενος αριθμός. Η προϋπάρχουσα γνώση για τη δια‐

κριτή δομή των φυσικών αριθμών έρχεται σε αντίθεση με τα καινούργια 

δεδομένα που αφορούν στο σύνολο των ρητών, προκαλώντας δυσκολίες 

στην κατανόηση της πυκνής δομής των ρητών σε μαθητές από ένα ευρύ 

φάσμα ηλικιών, μέχρι το τέλος της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης1 

                                                 
1 Ενίοτε, και στους ίδιους τους ερευνητές, δεδομένου ότι, σε μία από τις προαναφερθεί‐
σες μελέτες, οι ερευνητές έχουν βαθμολογήσει ως σωστή την απάντηση των συμμετε‐
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(Malara, 2001; Merenluoto and Lehtinen, in press, 2002, 1997; Hannula, Mai‐

jala, Pehkonen & Soro, 2001; Vamvakoussi and Vosniadou, in press, 2003, 

2002).  

Η κατανόηση της πυκνής δομής του συνόλου των ρητών δεν είναι ανε‐

ξάρτητη από την κατανόηση του τρόπου με τον οποίο οι φυσικοί, οι δεκα‐

δικοί και τα κλάσματα σχετίζονται, συνθέτοντας τους ρητούς. Πραγματι‐

κά, προκειμένου να κατανοήσουν τα παιδιά ότι σε ένα διάστημα των ρη‐

τών υπάρχουν άπειροι ρητοί αριθμοί, ανεξάρτητα από την αναπαράστα‐

σή τους, πρέπει να είναι σε θέση να αντιληφθούν το σύνολο των ρητών 

ως ένα «ομοιογενές» σύνολο, σε αντίθεση με την αναμενόμενη εικόνα 

του συνόλου που συντίθεται από τα «ομοιογενή», ξένα μεταξύ τους σύ‐

νολα των φυσικών, των κλασμάτων και των ρητών.  

Επιπλέον, στην κατανόηση της πυκνότητας, εμπλέκεται και μια έκφαν‐

σης της έννοιας του απείρου, η οποία είναι συγγενής με την έννοια του 

πραγματικού απείρου. Οι δυσκολίες που συνοδεύουν την έννοια του 

πραγματικού απείρου και μάλιστα σε διάφορες ηλικίες και διάφορα επί‐

πεδα μαθηματικής παιδείας έχουν εντοπιστεί και έχουν συζητηθεί ευρέ‐

ως (Fischbein, 1987; Lakoff and Nunez, 2000; Tirosh, 1991; Tall and Tirosh, 

2001), συχνά με αναφορές στην μακρά και επίπονη ιστορία της έννοιας 

του απείρου  

1.1.2. Υποθέσεις 

Η κεντρική υπόθεση της έρευνας είναι ότι η κατανόηση της πυκνής δο‐

μής του συνόλου των ρητών προϋποθέτει εννοιολογική αλλαγή. Υιοθε‐

τείται το θεωρητικό πλαίσιο που έχει αναπτύξει η Vosniadou (1994b, 

2001a, 2002) για να περιγράψει και να εξηγήσει την εννοιολογική αλλαγή 

σε στο χώρο της αστρονομίας και της φυσικής. Τα βασικά συστατικά 

στοιχεία του συγκεκριμένου θεωρητικού πλαισίου μπορούν να συνοψι‐

στούν ως εξής: 

(α) Η μάθηση εξαρτάται από τις προϋπάρχουσες γνωσιακές δομές: Η 

πρόσληψη και ερμηνεία των πληροφοριών γίνεται στη βάση κάποιων 

γνωσιακών περιορισμών, οι οποίοι διαμορφώνουν την κατανόηση της 

καινούργιας γνώσης. 

(β) Η διαδικασία απόκτησης γνώσης δεν είναι πάντα μια  διαδικασία ε‐

μπλουτισμού της προηγούμενης γνώσης. Σε κάποιες περιπτώσεις, α‐

παιτείται ριζική αναδιοργάνωση των γνωσιακών δομών που προϋ‐

                                                                                                                                          
χόντων που υποστηρίζουν ότι ο αριθμός που βρίσκεται πιο κοντά, από αριστερά, στον 

αριθμό 1 είναι ο αριθμός 0,99999... 
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πάρχουν. Οι περιπτώσεις αυτές προκύπτουν, όταν η καινούργια, επι‐

στημονικά ορθή γνώση έρχεται σε αντίθεση με όσα είναι ήδη γνωστά. 

Χαρακτηρίζοντας ως αρχικές θεωρίες των παιδιών τις γνωσιακές δο‐

μές που υποστηρίζονται από κάποιες βασικές αρχές, η Vosniadou ονο‐

μάζει τις αρχές αυτές θεμελιώδεις προϋποθέσεις των αρχικών θεω‐

ριών. 

(γ) Όταν η μάθηση απαιτεί αναδιοργάνωση των γνωσιακών δομών που 

προϋπάρχουν συναντά μεγαλύτερες δυσκολίες και χρειάζεται περισ‐

σότερο χρόνο, σε σύγκριση με τη μάθηση που επιτυγχάνεται μέσω ε‐

μπλουτισμού της προηγούμενης γνώσης. Επιπλέον, η διαδικασία της 

αναδιοργάνωσης συχνά συνοδεύεται από παρανοήσεις. 

(δ) Πολλές παρανοήσεις μπορούν να εξηγηθούν ως συνθετικά μοντέλα, 

που αντανακλούν την προσπάθεια των παιδιών να ενσωματώσουν 

καινούργιες πληροφορίες στην προϋπάρχουσα γνωσιακή τους βάση. 

Περιγράφοντας την κεντρική υπόθεση της εργασίας με τους όρους του 

θεωρητικού πλαισίου της Vosniadou,  και βάσει της συζήτησης που έχει 

προηγηθεί, στηρίζεται η υπόθεση ότι η κατανόηση της πυκνής δομής των 

ρητών αριθμών προϋποθέτει εννοιολογική αλλαγή, ως εξής: 

 Τα παιδιά ερμηνεύουν τις πληροφορίες για τις διάφορες αναπαρα‐

στάσεις των αριθμών στη βάση της τάσης τους να ομαδοποιούν α‐

ντικείμενα με επιφανειακά κριτήρια. 

 Τα παιδιά διαθέτουν μια καλά εμπεδωμένη αρχική θεωρία για τους 

αριθμούς, η οποία διέπεται από τη θεμελιώδη αρχή της διακριτότη‐

τας των αριθμών. Επιπλέον, 

 Η δομή του συνόλου των ρητών αριθμών είναι ριζικά διαφορετική 

από αυτήν του συνόλου των φυσικών. Στον πίνακα 1‐1 παρουσιάζο‐

νται οι διαφορές του συνόλου των ρητών, σε σχέση με το σύνολο των 

φυσικών. Οι όροι «ομοιογενής», «ανομοιογενής» δομή αφορούν την 

διαφορά που υποτίθεται ότι υφίσταται για τα παιδιά, στη βάση της 

υπόθεσης ότι τα παιδιά ομαδοποιούν τους αριθμούς. 
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Πίνακας 1‐1 

Σύνολο  Χαρακτηριστικά

Στοιχεία Δομή

Φυσικοί 

αριθμοί 

  Κάθε στοιχείο έχει μονα‐
δική συμβολική αναπα‐

ράσταση 

  Για κάθε στοιχείο ορίζε‐
ται ένας επόμενος 

Διακριτή: Ανάμεσα σε δύο διαφορετικούς 

φυσικούς, υπάρχει πεπερασμένο πλήθος 

φυσικών αριθμών 

«Ομοιογενής»: Όλα τα στοιχεία έχουν 

παρόμοια συμβολική αναπαράσταση 

Ρητοί 

αριθμοί 

  Κάθε στοιχείο έχει παρα‐
πάνω από μία συμβολι‐

κές αναπαραστάσεις 

 Για κανένα στοιχείο δεν 
ορίζεται επόμενος   

Πυκνή: Ανάμεσα σε δύο διαφορετικούς 

ρητούς υπάρχει άπειρο πλήθος ρητών 

«Ανομοιογενής» : Τα στοιχεία του μπο‐

ρούν να ομαδοποιηθούν, ανάλογα με την 

αναπαράστασή τους  

 

 

Βάσει του συγκεκριμένου θεωρητικού πλαισίου , προβλέπεται ότι: 

 Η κατανόηση της έννοιας της πυκνότητας είναι μια δύσκολη και αρ‐

γή διαδικασία. Το πέρασμα από την αρχική στην πιο εκλεπτυσμένη 

μορφή κατανόησης γίνεται σταδιακά και χαρακτηρίζεται από ενδιά‐

μεσα στάδια κατανόησης. 

 Τα ενδιάμεσα στάδια κατανόησης συνοδεύονται από παρανοήσεις. Οι 

παρανοήσεις αυτές αντανακλούν τη θεμελιώδη προϋπόθεση της δι‐

ακριτότητας, καθώς και την τάση ομαδοποίησης των αριθμών και 

μπορούν να εξηγηθούν ως συνθετικά μοντέλα. Επιπλέον, οι παρα‐

νοήσεις είναι ανθεκτικές, τόσο στην επίδραση της ηλικίας, όσο και 

στην επίδραση της τυπικής εκπαίδευσης. 

Οι ισχυρισμοί αυτοί ελέγχθηκαν πειραματικά με δύο εμπειρικές μελέτες, 

την Έρευνα Ι και την Έρευνα ΙΙ. Σε κάθε μία από τις έρευνες, εκτός από 

την κεντρική υπόθεση, ελέγχθηκαν και κάποιες επιπλέον υποθέσεις. Συ‐

γκεκριμένα: 

 Στην Έρευνα Ι, ελέγχθηκε η υπόθεση ότι  οι ιδιότητες των ρητών α‐

ριθμών που υποστηρίζονται από την προηγούμενη γνώση και εμπει‐

ρία των παιδιών για τους φυσικούς είναι πιο εύκολα κατανοητές, ό‐

πως προβλέπεται από το θεωρητικό πλαίσιο της εννοιολογικής αλ‐

λαγής. Πιο συγκεκριμένα, υποτέθηκε ότι η γνώση ότι όλοι οι φυσικοί 

αριθμοί, εκτός από το μηδέν, έχουν αντίθετο και αντίστροφο αριθμό, 

υποστηρίζει τα παιδιά στο να αποδώσουν τις ίδιες ιδιότητες σε μη φυ‐

σικούς αριθμούς, ακόμα και σε περιπτώσεις στις οποίες δεν είναι ε‐

ξοικειωμένα με τη μορφή των εμπλεκόμενων αριθμών. 

 Στην Έρευνα II,  
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 διερευνήθηκε η επίδραση της ηλικίας, στην κατανόηση της έννοιας της 

πυκνής δομής του συνόλου των ρητών. Βάσει του θεωρητικού πλαισίου 

για την εννοιολογική αλλαγή που έχει υιοθετηθεί (Vosniadou 1994a, 

2001a, 2002), υποτέθηκε ότι η κατανόηση βελτιώνεται υπό την επίδρα‐

ση της ηλικίας και την παράλληλη επίδραση της εκπαίδευσης, ωστόσο 

οι δυσκολίες παραμένουν σε σημαντικό βαθμό. 

 διερευνήθηκε η επίδραση μιας εξωτερικής αναπαράστασης των πραγ‐

ματικών αριθμών, της ευθείας των πραγματικών, στον τρόπο με τον 

οποίο τα παιδιά αναφέρονται στη δομή των ρητών.  Με βάση την συ‐

ζήτηση που διεξάγεται στο χώρο της έρευνας για την εννοιολογική 

αλλαγή, σχετικά με το ρόλο των εξωτερικών αναπαραστάσεων (Vos‐

niadou, Skopeliti, & Ikospentaki, in press) υποτέθηκε ότι: Η παρουσία 

της ευθείας των πραγματικών αριθμών  εκμαιεύει καλύτερες απαντή‐

σεις για τη δομή των ρητών από τα παιδιά. Ωστόσο, η επίδραση της 

ευθείας είναι προσωρινή και παύει να υφίσταται, όταν αποσύρεται το 

αναπαραστασιακό μέσο . Η υπόθεση αυτή είναι συμβατή με ευρήματα 

από το χώρο της εκπαιδευτικής έρευνας (Bright, Behr, Post & 

Wachsmuth, 1988). 

 διερευνήθηκε η επίδραση του τύπου του ερευνητικού εργαλείου στην 

επίδοση των παιδιών σε έργα που αφορούν την πυκνότητα. Με βάση 

την συζήτηση που διεξάγεται στο χώρο της έρευνας για την εννοιολο‐

γική αλλαγή, σχετικά με  την επίδραση του τύπου (ανοικτού/κλειστού) 

του ερωτηματολογίου στην επίδοση των παιδιών (Vosniadou, Skopeliti, 

& Ikospentaki, in press), υποτέθηκε ότι τα παιδιά θα παρουσιάσου κα‐

λύτερη επίδοση στην περίπτωση που καλούνται να απαντήσουν σε 

ερωτήσεις πολλαπλών επιλογών, δηλαδή σε ερωτηματολόγια κλει‐

στού τύπου.   

 διερευνήθηκε η συσχέτιση του επιπέδου κατανόησης των παιδιών για 

την  πυκνότητα, με τη βεβαιότητα που τα ίδια τα παιδιά αισθάνονται 

για τις απαντήσεις τους.  Με βάση προηγούμενες έρευνες για την συ‐

σχέτιση κατανόησης‐βεβαιότητας στο χώρο της ανάπτυξης της έννοι‐

ας του αριθμού (Merenluoto and Lehtinen, 2003; Merenluoto and 

Lehtinen, in press) υποτέθηκε ότι η επίδοση και η βεβαιότητα των παι‐

διών δεν είναι απαραίτητα θετικά συσχετισμένες. Πιο συγκεκριμένα, 

προβλέπεται ότι τα παιδιά που απαντούν σύμφωνα με την αρχική 

«θεωρία» για τον αριθμό εμφανίζουν συχνά μεγαλύτερη βεβαιότητα 

για τις απαντήσεις τους, σε σύγκριση με παιδιά που βρίσκονται σε εν‐

διάμεσα στάδια κατανόησης.  

 διερευνήθηκαν οι διαφορές λόγω φύλου στην επίδοση σε έργα για την 

πυκνότητα. Με βάση έρευνες για τις διαφορές λόγω φύλου στη μαθη‐

ματική επίδοση γενικά (Pisa 2000; Fennema and Hart, 1994), αλλά από 
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ευρήματα στο χώρο της έρευνας για την κατανόηση της έννοιας του 

αριθμού (Hannula, Maijala,  Pehkonen,  Soro, 2001) υποτέθηκε ότι τα 

αγόρια θα έχουν καλύτερη επίδοση από τα κορίτσια, υπό τις συνθήκες 

που παρουσιάζουν μεγαλύτερη δυσκολία. Συγκεκριμένα, υποτέθηκε 

ότι τα αγόρια θα έχουν καλύτερη επίδοση στα ερωτηματολόγια ανοι‐

κτού τύπου. 

1.2. Τι προβλέπει το τρέχον ελληνικό Αναλυτικό Πρόγραμ‐
μα Σπουδών για την κατανόηση της πυκνότητας. 

Η έννοια της πυκνότητας δεν είναι δηλωμένος στόχος του Αναλυτικού  

Προγράμματος2.  Ωστόσο, η διδακτέα ύλη του Γυμνασίου και του Λυκείου 

περιλαμβάνει γνώσεις και δεξιότητες που σχετίζονται με την έννοια της 

πυκνότητας.  

Οι δεκαδικοί αριθμοί και κλάσματα εισάγονται στο Δημοτικό, αλλά στο 

Γυμνάσιο επαναεισάγονται και μελετώνται από την αρχή. Ήδη από την 

Α΄ Γυμνασίου, παρουσιάζονται οι δεκαδικοί, η σύγκριση δεκαδικών και οι 

πράξεις με δεκαδικούς, τα κλάσματα, η σύγκριση και διάταξη κλασμά‐

των, η έννοια του ισοδύναμου κλάσματος και οι πράξεις κλασμάτων. 

Στην παράγραφο για  τη σύγκριση των κλασμάτων, συγκεκριμένη εφαρ‐

μογή αφορά στην εύρεση ενός κλάσματος μεγαλύτερου από το 
5

1 και μι‐

κρότερου από το 
5

2  και ακολουθούν παρόμοιες ασκήσεις. Η συγκεκριμένη 

εφαρμογή ξεκινά με τη δήλωση: «Παρατηρούμε ότι δεν φαίνεται να υ‐

πάρχει κλάσμα με παρονομαστή 5 που να είναι μεγαλύτερο από το το 
5

1 

και μικρότερο από το 
5

2 . Όμως υπάρχουν “πάρα πολλά”» Τέλος, στην ίδια 

τάξη παρουσιάζεται η μετατροπή κλάσματος σε δεκαδικό. 

Στη Β΄ Γυμνασίου εισάγεται αρχικά η έννοια του ρητού αριθμού και οι 

πράξεις των ρητών. Στη συνέχεια, εισάγεται η έννοια του πραγματικού 

αριθμού. Κατά την παρουσίαση των αρρήτων,  μέρος της διδακτέας ύλης 

αποτελεί η προσέγγιση ενός αρρήτου, από δύο ρητούς αριθμούς. Συγκε‐

κριμένα, στο σχολικό βιβλίο παρουσιάζεται σταδιακά η προσέγγιση του  

2  , αρχικά από τους 1,4 και 1,5 και τελικά από τους 1,41421 και 1,41422. 

                                                 
2  Το 2003, χρονιά κατά την οποία διεξήχθη η παρούσα έρευνα, τα σχολικά βιβλία  ήταν 
τα εγχειρίδια   που εκδόθηκαν  από τον ΟΑΕΔ για πρώτη φορά το 1981(;). Δεν υπάρχει 

Αναλυτικό Πρόγραμμα, στο οποίο να βασίστηκε η συγγραφή των βιβλίων αυτών.    
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Στη Γ΄ Γυμνασίου, στο πρώτο κεφάλαιο του βιβλίου, γίνεται επανάληψη 

και επέκταση των ιδιοτήτων των πραγματικών αριθμών. Βασική κατηγο‐

ρία ασκήσεων στο κεφάλαιο αυτό είναι ασκήσεις του τύπου «Αν ισχύει 

ότι 2<x<5, βρες που κυμαίνεται η τιμή της παράστασης 3x+2». Ως παρό‐

μοια με τις ασκήσεις αυτές, προτείνεται για λύση η εξής άσκηση: «Γνωρί‐

ζουμε ότι 3,14<π<3,15. Να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών βρίσκεται το εμ‐

βαδόν του κύκλου που έχει ακτίνα ρ=10cm».  

Στην Α΄ Λυκείου, τα παιδιά διδάσκονται την ονομασία, το συμβολισμό 

και τη σχέση μεταξύ των διάφορων υποσυνόλων των πραγματικών α‐

ριθμών, με τη βοήθεια των διαγραμμάτων του Venn. 

Στο Γυμνάσιο και στο Λύκειο, το βασικό μέσο αναπαράστασης των αριθ‐

μών είναι η ευθεία των πραγματικών. Στο Δημοτικό, οι μαθητές έρχονται 

σε επαφή με την αριθμογραμμή, με τη μορφή μιας ευθείας στην οποία 

«τοποθετούνται» οι φυσικοί αριθμοί. Η αριθμογραμμή χρησιμοποιείται 

κυρίως ως εργαλείο για την κατανόηση της έννοιας της πρόσθεσης και 

της αφαίρεσης. Στον πίνακα 1‐2  παρουσιάζεται συνοπτικά ο τρόπος με 

τον οποίο χρησιμοποιείται η ευθεία για την αναπαράσταση των αριθμών 

στα σχολικά εγχειρίδια. Αναφέρεται ότι για την «τοποθέτηση» κλασμά‐

των στην ευθεία των πραγματικών προτείνεται η μετατροπή τους σε δε‐

καδική μορφή. 

Πίνακας 1‐2. Τυπικές αναπαραστάσεις των αριθμών σε πρωτοβάθμια και δευτεροβάθ‐

μια εκπαίδευση 

  Δημοτικό Γυμνάσιο  Λύκειο 

    Α Β  Γ  Α  Β

Αναπαράσταση (μόνο) των φυσικών αριθ‐

μών σε αριθμογραμμή 

          

Παρεμβολή δεκαδικών ανάμεσα σε φυσι‐

κούς πάνω σε ευθεία  

          

Εμφάνιση κλασμάτων στην ευθεία             

Παράσταση των ρητών με σημεία μιας ευ‐

θείας  

          

Τοποθέτηση άρρητων αριθμών πάνω σε 

ευθεία   

           

Η ευθεία των πραγματικών αριθμών            

Χρήσης της ευθείας ως εργαλείο για την 

επίλυση ανισώσεων 

           

Διαγράμματα Venn για την αναπαράσταση 

του συνόλου των πραγματικών αριθμών 
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2. Έρευνα Ι 

2.1. Υποθέσεις 

Στόχος της έρευνας αυτής είναι να διερευνήσει αν και κατά πόσο η προ‐

ηγούμενη γνώση για τους φυσικούς αριθμούς επηρεάζει την κατανόηση 

των μαθητών Γ΄ Γυμνασίου για τους πραγματικούς αριθμούς, όσον αφο‐

ρά τους εξής δύο άξονες: 

 Τις αλγεβρικές ιδιότητες των πραγματικών αριθμών 

 Την έννοια της πυκνότητας του συνόλου των  ρητών αριθμών 

Υπενθυμίζεται ότι οι υποθέσεις της έρευνας είναι οι εξής: 

 Η γνώση ότι όλοι οι φυσικοί αριθμοί, εκτός από το μηδέν, έχουν αντίθε‐

το και αντίστροφο αριθμό, υποστηρίζει τα παιδιά στο να αποδώσουν τις 

ίδιες ιδιότητες σε μη φυσικούς αριθμούς 

  Η γνώση της χαρακτηριστικής ιδιότητας του συνόλου των φυσικών α‐

ριθμών εμποδίζει την κατανόηση της πυκνότητας του συνόλου των ρη‐

τών αριθμών.   

Βάσει των υποθέσεων αυτών αναμένεται ότι: 

 τα παιδιά είναι σε θέση να αποδώσουν τις ιδιότητες της ύπαρξης αντί‐

θετου και αντίστροφου αριθμού, ακόμα και σε περιπτώσεις στις οποίες 

δεν είναι εξοικειωμένα με τη μορφή των εμπλεκόμενων αριθμών. 

  τα παιδιά θα δυσκολευτούν με τα έργα που αφορούν στην πυκνή δομή 

των ρητών. Πιο συγκεκριμένα, αναμένεται ότι θα κάνουν λάθη, τα ο‐

ποία τα οποία αντανακλούν την ιδέα της διακριτότητας, ως θεμελιώ‐

δους προϋπόθεσης, καθώς και την τάση τους να ομαδοποιούν τους α‐

ριθμούς με βάση επιφανειακά χαρακτηριστικά τους (δεκαδικούς με δε‐

καδικούς, κλάσματα με κλάσματα). 

2.2. Συμμετέχοντες 

Oι συμμετέχοντες στην έρευνα ήταν 16 μαθητές της Γ΄ Γυμνασίου, από το 

ίδιο τμήμα ενός σχολείου στην περιοχή του Κορυδαλλού, στην Αττική. 

Ζητήθηκε η συμβουλή του καθηγητή των μαθηματικών του τμήματος, 

καθώς και του φιλολόγου, προκειμένου να επιλεγούν παιδιά διαφορετι‐

κών επιπέδων επίδοσης. Τη χρονική στιγμή που πραγματοποιήθηκαν οι 

συνεντεύξεις (μέσα Δεκεμβρίου), τα παιδιά είχαν ήδη ολοκληρώσει τα 

πρώτο κεφάλαιο στο σχολικό τους εγχειρίδιο. Το κεφάλαιο αυτό αναφέ‐
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ρεται στους πραγματικούς αριθμούς. Σύμφωνα  με τους συγγραφείς του 

βιβλίου, στο κεφάλαιο αυτό γίνεται επανάληψη και εμβάθυνση στις πρά‐

ξεις και τη διάταξη των πραγματικών αριθμών, καθώς και η απόδειξη ι‐

διοτήτων, οι οποίες έχουν διαπιστωθεί εμπειρικά σε προηγούμενες τάξεις 

(Βιβλίο Μαθηματικών Γ΄ Γυμνασίου, έκδοση ΙΕ΄, 2003, πρόλογος (σελ.10)). 

Όταν ζητήθηκε η εκτίμηση του καθηγητή των μαθηματικών των παιδιών 

που συμμετείχαν στην έρευνα, ο οποίος δίδασκε στο τμήμα τους από τη 

Β΄ Γυμνασίου, για τη δυσκολία που θα παρουσίαζαν οι ερωτήσεις για 

τους μαθητές του, ο καθηγητής προέβλεψε ότι οι μαθητές θα συναντού‐

σαν αρκετές δυσκολίες. Ωστόσο, απέδωσε τις δυσκολίες αυτές στο γεγο‐

νός ότι τα ζητούμενα «είναι ύλη της Β΄ Γυμνασίου και οι μαθητές μπορεί 

να τα έχουν ξεχάσει».  

2.3. Υλικά 

Στο παράρτημα Ι, Τμήμα Α, παρουσιάζεται το ερωτηματολόγιο που επι‐

δόθηκε στους συμμετέχοντες. Οι ερωτήσεις παρουσιάζονται ομαδοποιη‐

μένες. 

Όσον αφορά τις ερωτήσεις Α1, Α2 για την ύπαρξη αντίθετου και αντί‐

στροφου αριθμού,  επιλέχθηκαν οι αριθμοί  3  και 0,02506 με το εξής 

σκεπτικό: 

 Στην τάξη, επαναλαμβάνεται συχνά ότι «οι ρίζες είναι θετικοί αριθ‐

μοί», όπως επίσης και ότι «απαγορεύεται να εμφανίζεται “‐“ κάτω από 

τη ρίζα». Θεωρήθηκε ότι το γεγονός αυτό ενδεχομένως δημιουργεί μια 

επιπρόσθετη δυσκολία για τα παιδιά, τα οποία συχνά παρανοούν και 

υπεργενικεύουν τέτοιου είδους «κανόνες», στο να δεχτούν ως «νόμιμο» 

τον αριθμό ‐  3 . 

 Τα παιδιά δεν είναι εξοικειωμένα με κλάσματα με όρους δεκαδικούς 

αριθμούς, ιδιαίτερα με δεκαδικούς αριθμούς που έχουν περισσότερα 

από 3 δεκαδικά ψηφία, όπως ο 0,02506. Το γεγονός αυτό, ενδεχομένως, 

τα δυσκολεύει να αποδεχτούν ως «νόμιμο» τον αριθμό 
02506,0

1 . 

Όσον αφορά τις ερωτήσεις για την πυκνότητα, όλοι οι συμμετέχοντες 

κλήθηκαν να απαντήσουν τις ερωτήσεις Π1,Π2, Π3 , καθώς και την Πε. 

Σύμφωνα με το σχεδιασμό, οι ερωτήσεις Π4 και Π5 προορίζονταν μόνο για 

όσους  θα απαντούσαν ότι υπάρχει άπειρο πλήθος αριθμών ανάμεσα 

στους δεδομένους αριθμούς, σε κάθε μία από τις ερωτήσεις Π1,Π2, Π3. 

Στόχος των ερωτήσεων Π4 και Π5 ήταν να εξετάσουν κατά πόσο ένα παι‐

δί έχει επιτύχει βαθιά κατανόηση της έννοιας της πυκνότητας –
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συγκεκριμένα, αν είναι σε θέση να απαντήσει ότι υπάρχουν άπειροι α‐

ριθμοί ανάμεσα σε δύο οποιουσδήποτε ρητούς αριθμούς, ανεξάρτητα 

από τη συμβολική τους αναπαράσταση. Σε αυτή την περίπτωση, θεωρή‐

θηκε ότι πρέπει να μπορεί να απαντήσει τις Π4 ,Π5 ,χωρίς να μετατρέψει 

τα δύο κλάσματα σε ομώνυμα και χωρίς να μετατρέψει το κλάσμα σε δε‐

καδικό ή αντίστροφα. Ας σημειωθεί ότι οι ερωτήσεις Π4 ,Π5  συνοδεύονταν 

από την πληροφορία ότι οι εμπλεκόμενοι αριθμοί δεν είναι ίσοι. 

2.4. Διαδικασία 

Κάθε παιδί  έδωσε μια ατομική συνέντευξη, η οποία πραγματοποιήθηκε 

στο  περιβάλλον  του  σχολείου,  κατά  τη  διάρκεια  σχολικών ωρών.  Κάθε 

συνέντευξη  διάρκεσε  περίπου  μία  σχολική ώρα  και  μαγνητοφωνήθηκε.  

Κάθε συνέντευξη ξεκίνησε με γενικές ερωτήσεις σχετικά με τη στάση του 

παιδιού απέναντι στα Μαθηματικά. Στη συνέχεια,  η  ερευνήτρια ζήτησε 

από  κάθε  παιδί  να  περιγράψει  το  σύνολο  των  πραγματικών  αριθμών 

(«Ας  πούμε  ότι  θες  να  δώσεις  σε  κάποιο  φίλο  σου  να  καταλάβει  τι  εν‐

νοούμε όταν λέμε ‘το σύνολο των πραγματικών αριθμών’. Τι θα του έλε‐

γες;»). Στην περίπτωση που δεν αναφερόταν από το παιδί, η ερευνήτρια 

έδινε την εξής πληροφορία: «όλοι οι αριθμοί που γνωρίζεις, ανήκουν στο 

σύνολο των πραγματικών αριθμών». Η διευκρίνιση αυτή γινόταν για να 

αποφευχθούν παρεξηγήσεις, οφειλόμενες σε λάθος χρήση της ορολογίας 

‐συγκεκριμένα,  η απόδοση του ονόματος «πραγματικός» σε συγκεκριμέ‐

νης μορφής αριθμούς, όπως για παράδειγμα στους φυσικούς.   Στη συνέ‐

χεια, η ερευνήτρια έδινε στο παιδί το ερωτηματολόγιο και του ζητούσε να 

το  συμπληρώσει.  Με  την  ερώτηση  (α),  η  ερευνήτρια  διασφάλιζε  ότι  το 

παιδί  θεωρεί  τα  κλάσματα,  τους  δεκαδικούς  και  τους  ακέραιους  ως 

«πραγματικούς  αριθμούς».  Οι  ερωτήσεις  (β)  και  (γ)  χρησιμοποιήθηκαν 

για να διαπιστωθεί αν τα παιδιά γνώριζαν τη σημασία των όρων «αντί‐

θετος» και «αντίστροφος». Όλοι οι συμμετέχοντες ήταν εξοικειωμένοι με 

τους  όρους  αυτούς.  Ωστόσο,  κάποια  παιδιά  αντιστοίχισαν  λανθασμένα 

τους όρους, λέγοντας, για παράδειγμα, ότι ο αντίστροφος του 2 είναι ο ‐2, 

ή αντίστροφα. Στις περιπτώσεις αυτές, η ερευνήτρια υπενθύμιζε τη σω‐

στή χρήση των όρων.   

Κατά τη διάρκεια της συνέντευξης, η ερευνήτρια προέτρεπε τα παιδιά να 

σκέφτονται «φωναχτά» και να σχολιάζουν τις απαντήσεις τους. Οι συνε‐

ντεύξεις απομαγνητοφωνήθηκαν από την ερευνήτρια 
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2.5. Βαθμολόγηση  

2.5.1. Ερωτήσεις για τις αλγεβρικές ιδιότητες των πραγματικών 
αριθμών 

Ο τρόπος με τον οποίο βαθμολογήθηκαν οι απαντήσεις στις ερωτήσεις 

Α1,Α2 παρουσιάζονται στον πίνακα2‐2. Aς σημειωθεί ότι οι απαντήσεις 

«υπάρχει ο αντίστροφος/ ο αντίθετος» βαθμολογήθηκαν με 1 βαθμό, α‐

νεξάρτητα με τη σωστή ή όχι αναφορά του συγκεκριμένου αριθμού. 

2.5.2. Ερωτήσεις για την πυκνότητα των ρητών αριθμών 

 Ο τρόπος με τον οποίο βαθμολογήθηκαν οι απαντήσεις στις ερωτήσεις 

Π1‐Π5 και Πε παρουσιάζεται στον πίνακα 2‐1.  

Πίνακας 2‐1. Βαθμολόγηση των ερωτήσεων Π1‐Π5 και Πε 

Κατηγορίες απαντήσεων στις Π1, Π2, Π3 Βαθμός

Μη κατατάξιμη απάντηση  0 

Δεν υπάρχει κανένας αριθμός  1 

Υπάρχει πεπερασμένο πλήθος αριθμών (>0) 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί   2 

Κατηγορίες απαντήσεων στις Π4, Π5 Βαθμός

Δεν μπορώ να απαντήσω «άπειροι», χωρίς πρώτα να μετατρέψω 

τους αριθμούς έτσι, ώστε να έχουν κοινή μορφή 

0 

Μπορώ να απαντήσω «άπειροι», χωρίς πρώτα να μετατρέψω 

τους αριθμούς έτσι, ώστε να έχουν κοινή μορφή 

1 

Κατηγορίες απαντήσεων στην Πε Βαθμός

Mη κατατάξιμη απάντηση  0 

Ο επόμενος φυσικός  1 

Κάποιος δεκαδικός αριθμός  2 

Δεν μπορεί να προσδιοριστεί  3 
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2.6. Αποτελέσματα 

2.6.1. Ερωτήσεις για τις αλγεβρικές ιδιότητες 

Στον πίνακα ..... παρουσιάζεται η συχνότητα κάθε κατηγορίας απάντη‐

σης, για κάθε μία από τις ερωτήσεις Α1, Α2 .  

Πίνακας 2‐2 : Βαθμολόγηση των ερωτήσεων Α1, Α2 και αποτελέσματα. 

Ερώτηση Κατηγορίες 

απαντήσεων  

Βαθμός Συχνότητα της 

απάντησης 

Α1  Mη κατατάξιμη απά‐

ντηση 

0 0 

  Δεν υπάρχει ο αντί‐

στροφος του  3  

1 0 

  Υπάρχει ο αντίθετος 

του  3  

2 16 

Α2  Mη κατατάξιμη απά‐

ντηση 

0 0 

  Δεν υπάρχει ο αντίθε‐

τος του 0,025506 

1 2 

  Υπάρχει ο αντίθετος 

του 0,025506 

2 14 

Οι συμμετέχοντες εμφάνισαν μια ισχυρή τάση να ξεκινούν με την προϋ‐

πόθεση ότι ο αντίθετος/αντίστροφος των συγκεκριμένων αριθμών υπάρ‐

χουν και στη συνέχεια να προσπαθούν να τους βρουν. Αυτή η τάση α‐

ντανακλάται στις απαντήσεις τους. Στα παρακάτω παραδείγματα εμφα‐

νίζονται τυπικοί τρόποι προσέγγισης του συγκεκριμένου προβλήματος: 

Παράδειγμα 1  

 «Πιστεύω ότι υπάρχει...Δεν ξέρω αν μπορώ να τον γράψω σωστά». 

Παράδειγμα 2  

«Ο αντίθετος; Πρέπει να υπάρχει... Είναι η τετραγωνική ρίζα του ‐3. Έτσι 

νομίζω, δηλαδή.» . 

Μια λιγότερο τυπική απάντηση είναι η ακόλουθη: 

Παράδειγμα 3 
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«Αν υπάρχει ο αντίθετος του  3 ....(....)Δεδομένου ότι οι ρίζες πρέπει να 

υπάγονται στους πραγματικούς αριθμούς, ε, ο μείον ρίζα τρία θα γράφεται 

απλά. Θα υπάρχει, αλλά δεν έχει χρηστικότητα, για να πω την αλήθεια» 

Η τάση αυτή εμφανίστηκε πιο έντονα στην περίπτωση της ερώτησης Α2:  

Παράδειγμα 4 

 «Υπάρχει. Το ξέρω ότι υπάρχει.. Αλλά δεν ξέρω ποιος είναι ,εγώ». 

Παράδειγμα 5 

 «Υπάρχει ο αντίστροφος...Πρώτα πρέπει να κάνουμε αυτόν τον αριθμό 

κλάσμα...Ναι...Σίγουρα υπάρχει... Δεν θυμάμαι, όμως ,πώς να κάνω το 

κλάσμα δεκαδικό.»  

Παράδειγμα 6 

‐ Μ: Ο αντίστροφός του! Ναι, υπάρχει. Να τον γράψουμε εδώ...Βέβαια, δεν 

έχω δει ποτέ τέτοιον αριθμό. Έτσι; Δεν έχουμε δει ποτέ τέτοιον αριθμό. 

- Ε:  Σε προβληματίζει αυτό; 

- Το ότι δεν έχω δει τέτοιου τύπου αριθμό; Βέβαια, είναι ένα πρόβλημα., 
Αλλά, θεωρητικά, πάλι κι αυτό γίνεται. (...) Αυτού του τύπου το κλάσμα 

δεν χρησιμεύει ποτέ. Δηλαδή, μέχρι τώρα δεν μας έχει χρησιμεύσει ποτέ. 

Τα δύο παιδιά που απάντησαν ότι δεν υπάρχει ο αντίστροφος  του 0,02506 

ακολούθησαν διαφορετικό τρόπο σκέψης. Συγκεκριμένα, προσπάθησαν 

να βρουν το συγκεκριμένο αριθμό, πριν αποφασίσουν αν υπάρχει ή όχι. 

Στην περίπτωσή τους, η μορφή των δεδομένων αριθμών καθόρισε την 

απάντησή τους. Αυτό αντανακλάται στις απαντήσεις τους: 

Παράδειγμα 7 

«Ο αντίστροφος αυτού του αριθμού...Μπορεί να υπάρχει αυτό το πράγμα 

που σκέφτομαι; Δεν νομίζω ότι υπάρχει.... Είναι παράξενο να έχεις δεκαδι‐

κό στον παρονομαστή. Δεν έχω δει ποτέ τέτοιο πράγμα. Μάλλον δεν επι‐

τρέπεται.»   

Παράδειγμα 8 

- Μ: Θυμάμαι τι είναι ο αντίστροφος. Στο 2 είναι το ένα δεύτερο. Εδώ, ό‐

μως, έχουμε δεκαδικό. Άρα, είναι ένα προς...Αυτό δεν γίνεται, όμως.... 

- Ε: Γιατί δεν γίνεται; Τι το εμποδίζει; 

- Μ: Ο δεκαδικός. 

- Ε: Δηλ. δεν μπορείς να τον βάλεις στο παρονομαστή ή...; 
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- Μ: Γενικώς, στο κλάσμα. Δεν έχω δει ποτέ κλάσμα με δεκαδικούς. Υπάρ‐

χουν;  

- Ε:Δεν μπορώ να πω ούτε «ναι», ούτε «όχι»..  

- Μ: Μάλλον δεν υπάρχουν. 

2.6.2. Ερωτήσεις για την πυκνότητα των ρητών αριθμών 

2.6.2.1. Ερωτήσεις Π1‐Π5 

Στον πίνακα 2‐3 παρουσιάζονται οι απαντήσεις των συμμετεχόντων σε 

κάθε μία από τις ερωτήσεις Π1, Π2, Π3, Π4, Π5 , καθώς και για τη ερώτηση 

Πε. Εμφανίζεται ο βαθμός που αποδόθηκε σε κάθε απάντηση, ο οποίος 

αντανακλά και την κατηγοριοποίηση των απαντήσεων, σύμφωνα με τις 

κατηγορίες του πίνακα 2‐3. Τέλος, παρουσιάζεται η συχνότητα με την 

οποία εμφανίστηκε κάθε απάντηση. 

Πίνακας 2‐3:Συχνότητα των απαντήσεων στις ερωτήσεις Π1‐Π5 και Πε 

Ερωτήσεις  Απαντήσεις Βαθμός Συχνότητα 

της απάντη‐

σης 

Π1 

(0,001,0,01) 

δεν υπάρχει κανένας άλλος 

αριθμός 

1 3 

...υπάρχει πεπερασμένο 

πλήθος αριθμών   

1 10 

...υπάρχουν άπειροι αριθμοί  2  3 

  .... δεν υπάρχει κανένας α‐

ριθμός 

1  1 

Π2 

(
8

3  , 
8

5 ) 

...υπάρχει ένας μόνο αριθμός  1 8 

 ...υπάρχουν «άπειροι» αριθ‐

μοί, όλοι ίσοι με το   8
4

 

1 2 

...υπάρχει πεπερασμένο 

πλήθος αριθμών (>1) 

2 3 

...υπάρχουν άπειροι αριθμοί  2 2 

Π3 

(0,005,0,006) 

... δεν υπάρχει κανείς αριθ‐

μός 

1  9 

...υπάρχει πεπερασμένο 

πλήθος αριθμών   

1  4 

...υπάρχουν άπειροι αριθμοί  2  3 
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Π4 

(
6

5 , 8.5)    

Δεν μπορώ να απαντήσω 

«άπειροι», χωρίς πρώτα να 

μετατρέψω το κλάσμα σε δε‐

καδικό (ή αντίστροφα).  

0 1 

Μπορώ να απαντήσω «άπει‐

ροι», χωρίς πρώτα να μετα‐

τρέψω το κλάσμα σε δεκαδι‐

κό (ή αντίστροφα). 

1  

Π5 

(
5

2 , 
7

4 )      

Δεν μπορώ να απαντήσω 

«άπειροι», χωρίς πρώτα να 

μετατρέψω τα κλάσμα τα σε 

ισοδύναμα. 

0 ‐‐ 

  Μπορώ να απαντήσω «ά‐

πειροι», χωρίς πρώτα να με‐

τατρέψω τα κλάσματα σε ι‐

σοδύναμα. 

1 ‐‐ 

Μετρώντας την επίδοση στις ερωτήσεις Π1‐Π3 ως άθροισμα των βαθμο‐

λογιών σε κάθε μία από τις ερωτήσεις, οι συμμετέχοντες τοποθετήθηκαν 

σε τρεις κατηγορίες.  Δεδομένου ότι ο βαθμός 0 δεν εμφανίστηκε σε κα‐

μία από τις ερωτήσεις, η επίδοση των υποκειμένων κυμαίνεται από 3 έως 

7. Στον πίνακα 2‐4 παρουσιάζονται ο τρόπος με τον οποίο συντάχθηκαν 

οι κατηγορίες και η συχνότητα της κάθε κατηγορίας.  Στην κατηγορία 

«πάντα Π» τοποθετήθηκαν τα παιδιά που απάντησαν ότι  υπάρχει πεπε‐

ρασμένο πλήθος αριθμών ανάμεσα στους δεδομένους αριθμούς, σε όλες 

τις ερωτήσεις  Π1‐Π3. Αντίστοιχα, στην κατηγορία «πάντα Α» τοποθετή‐

θηκαν τα παιδιά που απάντησαν ότι υπάρχει άπειρο πλήθος αριθμών 

ανάμεσα στους δεδομένους αριθμούς, σε όλες τις ερωτήσεις  Π1‐Π3. Στην 

κατηγορία «Π και Α» συμπεριελήφθησαν τα παιδιά που απάντησαν ότι 

υπάρχει άπειρο πλήθος αριθμών στα δεδομένα διαστήματα σε κάποιες, 

αλλά όχι σε όλες τις ερωτήσεις. 

Πίνακας 2‐4: Κατηγορίες βάσει συνολικής επίδοσης στις Π1‐Π5 και συχνότητα κάθε κα‐

τηγορίας 

Συνολική 

Βαθμολογία 

(β) 

Κατηγορία

 

Συχνότητα  

της κατηγορίας 

β=3  1η : Πάντα «Π»  11 

β∈{4,5}  2η: Π και Α  4 

β=6    3η : Πάντα «Α»  1 
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Ακολουθούν παραδείγματα από τις απαντήσεις παιδιών, τυπικά της κα‐

τηγορίας «πάντα Π».    

Παράδειγμα 1 (κατηγορία «Πάντα Π») 

 Π1: «Το 0,001 είναι το ίδιο με το 0,010. Άρα, ξεκινάει από το 0,002, 0,003, 

μέχρι το 0,009». 

 Π2: «Είναι μόνο ένας, ο 
8

4
. Και γι’ αυτό, είμαι σίγουρη!». 

 Π3: «Δεν υπάρχει άλλος αριθμός, γιατί μετά το 0,005 είναι το 0,006». 

 

Παράδειγμα 2 (κατηγορία «Πάντα Π») 

 Π2: «Έχει όσους αριθμούς χρειάζεται για να καλύψεις το διάστημα ανά‐

μεσα στο 3 και στο 5: 3,1, 3,2, 3,3, μέχρι το 9.» 

 Π3: «Σ’ αυτούς τους δύο, μπορείς να βρεις  (γράφει) 0,0051, 0,0052, 

...,0,0059». 

 

Μόνο ένα παιδί  συγκέντρωσε  6 βαθμούς από τις ερωτήσεις Π1‐Π3, φτά‐

νοντας έτσι στην κατηγορία «Πάντα Α». Πρέπει να αναφερθεί ότι το παι‐

δί αυτό άλλαξε την αρχική του απάντηση στην Π1 , μετά την ερώτηση Π3, 

χωρίς να παρέμβει η ερευνήτρια με άλλον τρόπο. Να σημειωθεί επίσης 

ότι η ερώτηση Π3 δεν τέθηκε αμέσως μετά την Π1. Στα επόμενα, εμφανί‐

ζεται ένα παράδειγμα παιδιού, το οποίο αναθεωρεί  την άποψή τους μετά 

από παρέμβαση της ερευνήτριας, η οποία επισημαίνει τη αντίφαση στις 

απαντήσεις του. Παρέμβαση τέτοιου τύπου έγινε μετά τη συμπλήρωση 

του ερωτηματολογίου, προκειμένου να εξηγήσουν τα παιδιά την άποψή 

τους. Σε αυτή την περίπτωση,  το παιδί βαθμολογείται με βάση την αρχι‐

κή του απάντηση. 

Παράδειγμα 3 («Πάντα Α») 

 Π1(αρχική απάντηση): 

‐ Μ:  Ασφαλώς και δεν υπάρχει μόνο ένας αριθμός…μισό λεπτάκι...Δεν 

υπάρχει μόνο ένας  αριθμός‐ καλά, σίγουρα απορρίπτω το «δεν υπάρχει 

κανένας αριθμός»…αλλά, δεν είναι μόνο ένας αριθμός στο, μπορεί να είναι 

το 0,002, 3, 4, 5, 6, 7, 8 και 9….για να φτάσουμε στο 0,010 και  μετά 0, 0 1 . 

Άρα, θα προτιμήσω το άλλο. (ξαναδιαβάζει την εκφώνηση)  

‐ Ερευνητής: Τι σε προβληματίζει εδώ; 

‐ Μ:  Τίποτα, να σιγουρευτώ ήθελα. Από το 0,002 μπορεί να υπάρχει, ως 

και το 0,009…. γιατί μετά πάει το 0, 01. 
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‐ Ερευνητής: Μάλιστα…Κι έτσι τους πετυχαίνουμε όλους; 

‐ Μ:  Ναι. 

 

 Π3, Π1:  

‐ Μ :Μπορώ να βρω άλλους αριθμούς: Μπορεί να είναι το 0,051,  μηδέν 

κόμμα μηδέν μηδέν πέντε χιλιάδες τετρακόσια τόσο, ώσπου να φτάσουμε 

στο 6. Μπορεί να είναι πάρα πολλοί αριθμοί.. Κι εδώ πέρα (αναφέρεται 

στην Π1), τελικά, η απάντησή μου δεν είναι και τόσο σωστή. θα μπορούσε 

να είναι απ’ το 0,001111, μέχρι το 0,012345678, μέχρι να φτάσουμε στο 0,01. 

Δηλαδή, πάρα πολλοί αριθμοί. () 

‐ Ερευνητής: Θα μπορούσαμε να τους βάλουμε σε μια σειρά; 

‐ Μ :  Δεν λέω ....Λέω ότι δεν θα μπορούσε να είναι μόνο το 0,21, θα μπο‐

ρούσε να ήταν το μηδέν μηδέν δύο εκατομμύρια ένα, μέχρι να φτάσουμε στα 

δέκα εκατομμύρια, που είναι το 0,01. 

‐ Ερευνητής: Ναι.. Οπότε; 

‐ Μ : Μάλλον αλλάζω τότε το άλλο, και δεν είναι το 0,002 μέχρι το 0,009 

– απλά, ότι υπάρχουν άπειροι αριθμοί, τους οποίους δεν θα μπορούσαμε να 

τους προσδιορίσουμε …Όχι δεν υπάρχει κανένας, ούτε ότι υπάρχει μόνο 

ένας, υπάρχουν άπειροι. Μπορώ να την αλλάξω; 

 Π2: 

‐ Μ: Το ότι δεν υπάρχει μόνο ένας αριθμός, είναι πάλι σίγουρο. Το ότι δεν 

βρίσκεται κανένας αριθμός, το αποκλείω και πάλι.(3) Οπότε, πάλι στο άλ‐

λο θα πάω (3). Αλλά, τώρα, δεν ξέρω, δεν τό’χω συναντήσεις ποτέ, να σας 

πω την αλήθεια, αν μπορούμε να κάνουμε, ο αριθμητής του κλάσματος να 

είναι δεκαδικός. 

‐ Ε: Αν υποθέσουμε ότι μπορείς; 

‐ Μ: Υπάρχουν πάλι άπειροι αριθμοί – αν μπορούσαμε ο αριθμητής να 

είναι 3,5. 

‐ Ε: Αν δεν μπορούσες; Αν δεν μπορείς να τον κάνεις; 

‐ Μ: Αν δεν μπορώ να το κάνω…και χωρίς να το κάνω δεκαδικό, είπαμε, 

ε;  

‐ Ε: Αν το κάνεις δεκαδικό, τι απαντάς; 

‐ Μ: Αν το κάνουμε δεκαδικό, νομίζω ότι πάλι υπάρχουν άπειροι. Σκέ‐

φτομαι τώρα ... Και με κλάσματα, πάλι πρέπει να υπάρχουν άπειροι ανά‐

μεσά τους, διότι…(3)…δεν θυμάμαι τώρα ακριβώς… 
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‐ Ε: Τι δεν θυμάσαι; 

‐ Μ: ‘Όχι δεν θυμάμαι,…προσπαθώ να…Τρία όγδοα με πέντε όγδοα‐ Θα 

μπορούσε να είναι ένα άλλο κλάσμα, με διαφορετικό παρονομαστή. Σωστά! 

Πάλι υπάρχουν άπειροι! 

 

 Π4: 

‐ Ε:Αν έχω αυτούς του δύο (γράφει το  
6

5  και το 8.2) και σου λέω ότι αυτοί 

δεν είναι ίσοι... 

‐ Μ: Δεν είναι, γιατί το 5 είναι μικρότερο από το 6. 

‐ Ε: Οπότε; 

‐ Μ: Οπότε...Αφού το 8,2 είναι μεγαλύτερο από το 1! 

‐ Ε: Σωστά. Υπάρχουν αριθμοί ανάμεσα σε αυτούς τους δύο;  

‐ Μ: Αν υπάρχει άλλος αριθμός ανάμεσά τους;  

‐ Ε: Ναι. 

‐ Μ: Ναι, αλλά θα έπρεπε, για  να  το δούμε καλύτερα, μάλλον να κάνου‐

με και το πέντε έκτα δεκαδικό. 

 

Το εκτεταμένο αυτό παράδειγμα παρατέθηκε για να γίνουν δύο επιση‐

μάνσεις: 

α) Η μορφή των εμπλεκόμενων αριθμών παίζει σημαντικό ρόλο στον 

τρόπο με τον οποίο οι συμμετέχοντες αντιμετωπίζουν τις πανομοιότυπες, 

κατά τα άλλα, ερωτήσεις Π1‐Π3. Το φαινόμενο διαφορετικής αντιμετώπι‐

σης κλασμάτων και δεκαδικών όσον αφορά την πυκνότητα, παρά τη δυ‐

νατότητα μετατροπής από τη μια μορφή στην άλλη, είναι χαρακτηριστι‐

κό της κατηγορίας «Π και Α», όπως  φαίνεται από τα παραδείγματα   3 

και 4 στη συνέχεια. Στο παράδειγμα 2 φαίνεται επίσης η διαφορετική α‐

ντιμετώπιση και των δεκαδικών με ίδιο πλήθος δεκαδικών ψηφίων, σε 

σχέση με την αντιμετώπιση των δεκαδικών με διαφορετικό πλήθος δεκα‐

δικών ψηφίων. Με το συγκεκριμένο παράδειγμα των δεκαδικών 0,001, 

0,01, 3 από τους συμμετέχοντες απάντησαν ότι δεν υπάρχει άλλος αριθ‐

μός ενδιάμεσα, δίνοντας διαφορετικές εξηγήσεις. Συγκεκριμένα, ένα από 

αυτά τα παιδιά δικαιολόγησε την απάντησή του, λέγοντας  ότι πρόκειται 

για τον ίδιο αριθμό. Τα δύο άλλα παιδιά, όμως, φάνηκαν διστακτικά ως 

προς τη συγκεκριμένη ερώτηση, εκφράζοντας τη σκέψη ότι η ερώτηση 
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δεν έχει νόημα. Δεν ήταν σε θέση να εξηγήσουν γιατί απαντούν ότι δεν 

υπάρχουν αριθμοί ανάμεσα στους δύο συγκεκριμένους αριθμούς. 

Παρόμοια παραδείγματα θα συναντήσουμε και στην κατηγορία «Π και 

Α». 

β) Το παιδί που αναφέρεται στο παράδειγμα 3 δεν έχει επιτύχει βαθιά 

κατανόηση της έννοιας της πυκνότητας,  παρά το γεγονός ότι καταλήγει 

στο συμπέρασμα ότι τόσο ανάμεσα στους δεκαδικούς, όσο και ανάμεσα 

στα κλάσματα υπάρχουν άπειροι αριθμοί. Πράγματι, δεν ικανοποιείται 

από το συμπέρασμά του ότι υπάρχουν άπειροι δεκαδικοί αριθμοί ανάμε‐

σα στα δύο κλάσματα της ερώτησης Π2  και αναζητά αριθμούς σε μορφή 

κλάσματος. Επιπλέον, δεν είναι σε θέση να απαντήσει ότι ανάμεσα 

στους δυο διαφορετικής μορφής αριθμούς της ερώτησης Π4 υπάρχουν 

άπειροι αριθμοί, αλλά θεωρεί αναγκαίο να τους μετατρέψει και τους δύο 

σε μορφή δεκαδικού. Η περίπτωση η μετατροπή να αποσκοπεί στη σύ‐

γκριση των δύο αριθμών προφανώς δεν ισχύει. 

Στη συνέχεια παρατίθενται δύο παραδείγματα από την κατηγορία «Π 

και Α». Το παιδί που αναφέρεται στο παράδειγμα 3 ήταν, σύμφωνα με 

τους καθηγητές του, ο καλύτερος μαθητής της χρονιά του στο σχολείο.  

Παράδειγμα 4 

 Π1:  

«Ε, ανάμεσα σε αυτά τα δύο, υπάρχουν όλοι οι αριθμοί μικρότεροι από 0,01 

και μεγαλύτεροι από 0,001.  Τώρα, οι αριθμοί αυτοί είναι…πόσοι είναι; Ε‐

κατό, νομίζω. Η΄ ενενήντα εννιά; Είναι…εκατό πρέπει να είναι. Λάθος! Ού‐

τε ενενήντα εννιά, εννιά υπάρχουν. Αφού είναι ένας δεκαδικός πιο κά‐

τω…Εννιά! Ναι! Αριθμοί υπάρχουν εννιά.»  

 

 Π2:  

«Βρίσκονται άπειροι αριθμοί. Να γράψω ‘άπειροι’’»; 

 

Ούτε όταν, μετά  τη συμπλήρωση του ερωτηματολογίου, του ζητήθηκε να 

επανεξετάσει τις γραπτές απαντήσεις του στις Π1, Π2 αντιλήφθηκε την 

αντίφαση. Εξήγησε την άποψή του ως εξής: 

«Ναι, με δεκαδική μορφή υπάρχουν μόνο εννιά ενδιάμεσα σε αυτούς τους 

αριθμούς. Εννιά ή δέκα, τώρα, εντάξει…Είναι λίγο…Αλλά…αν αλλάξεις 

τον τύπο και πας σε αυτή την αξία, με άλλο τέτοιο…με άλλη μορφή αριθ‐

μού, και, συγκεκριμένα, κλάσματος, μπορείς να βρεις, πιστεύω, περισσότε‐

ρους αριθμούς ενδιάμεσα από αυτούς. 

Περισσότερους απ’ ό,τι βρίσκεις μέσω των δεκαδικών». 
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Μόνο όταν του δόθηκε ως  άμεσο αντιπαράδειγμα ο αριθμός 0,0051, τον ο 

ποίο είχε ο ίδιος αναφέρει ως ενδιάμεσο των αριθμών 0,005 και 0,006 στην 

προφορική ερώτηση Π3, αναθεώρησε την απάντησή του, λέγοντας: 

«Ναι, μπράβο…αυτό…ναι… Γιατί αναλύεται κι άλλο με…παρακάτω…το 

είχα ξεχάσει…Είχα ξεχάσει, ουσιαστικά, εντελώς το τέταρτο, το επόμενο 

ψηφίο…Ναι…Γιατί είναι αυτό, ότι πολλές φορές δε σου έρχεται στο μυαλό 

ότι  το επόμενο ψηφίο   ταιριάζει σε αυτήν την παράσταση. Μπράβο, ναι, 

αυτό είναι! Πάλι άπειροι είναι!» 

 

Παράδειγμα 5 (Ενδιάμεση κατηγορία) 

 Π1:  

«Το 0,01 είναι ίσο με το 0,010, ας πούμε. Κι έχουμε και το 0,001. Άρα θα είναι 

οι τιμές από το 0,002 μέχρι και τις τιμές 0,009» 

 

 Π3:  

«Ναι, είναι πάρα πολλοί ανάμεσα σε αυτούς. Είναι ο 0,0051,  52, 53 – ή μπο‐

ρούσε να είναι και πολύ παραπάνω: 511 ή 5.831 και παραπάνω» 

 

Πάλι χρειάστηκε να του επισημανθεί η αντίφαση, για την οποία εξήγησε: 

«Εδώ πέρα είναι…είναι στην ίδια…είναι στα χιλιοστά και οι δύο αριθ‐

μοί…είναι στην ίδια ‐πώς να το πω, ομάδα να το πω; Στο ίδιο μέρος. Ως α‐

ποτέλεσμα, στο πέντε, στο μηδέν κόμμα μηδέν μηδέν πέντε, μέχρι στο μη‐

δέν κόμμα μηδέν μηδέν έξι, στο πέντε να μπορούν να προστεθούν πάρα 

πολλές τιμές από δεξιά, ώσπου να φτάσει στο μηδέν κόμμα μηδέν μηδέν έ‐

ξι. Εδώ πέρα, όμως, έχουμε τον αριθμό 0,001 και τον αριθμό 0,01. Άρα, θα 

είναι οι αριθμοί που θα βρίσκονται ανάμεσα σ’αυτά τα δύο μέρη». 

 

Παράδειγμα 6 (Ενδιάμεση κατηγορία) 

 

Το παιδί που αναφέρεται στο παράδειγμα 6 απάντησε ότι υπάρχουν «πά‐

ρα πολλοί» αριθμοί στις ερωτήσεις Π1,Π3, δίνοντας παραδείγματα αριθ‐

μών με περισσότερα δεκαδικά ψηφία. Ωστόσο, αντιμετώπισε διαφορετικά 

την ερώτηση Π2 που αφορά στα κλάσματα, αναφέροντας τις ισοδύναμες 

αναπαραστάσεις του ίδιου αριθμού. 

 Π2: 

‐ Μ: Το τέσσερα όγδοα. Αλλά, μόνο; 

‐ Ε: Αν σε ενοχλεί κάτι σε αυτό, σκέψου το… 
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‐ Θα μπορούσε να είναι κι ένας δεκαδικός, ή μια ρίζα. Θα μπορούσα να 

βάλω ρίζα. Θα μπορούσα, ανάμεσα σ’ αυτά τα δύο, να βάλω ρίζα οκτώ 

(αντί του ορθού  16 ) προς οκτώ. Αν έβγαζα τη ρίζα, θα ήταν πάλι τέσ‐

σερα. Άρα κι αυτός είναι ανάμεσα. 

‐ Ε: Υπάρχουν κι άλλοι; 

‐ Μ: Ναι. Ναι. Το τέσσερα κόμμα μηδέν προς οκτώ. Είναι πάρα πολλοί! 

Το φαινόμενο να θεωρούνται διαφορετικοί αριθμοί οι διαφορετικές ανα‐

παραστάσεις του ίδιου αριθμού, εμφανίστηκε και σε ένα παιδί, το οποίο, 

βάσει της συνολικής επίδοσής  του, τοποθετήθηκε στην κατηγορία «Πά‐

ντα Π». 

 

Παράδειγμα 7 («Πάντα Π») 

 

 Π2:  

‐ Μ : Δεν υπάρχει άλλος αριθμός. Αν γράψεις 
8

4
 , αυτό γίνεται 

2

1
. 

‐ Ε: Οπότε; 

‐ Μ: Δεν είναι ανάμεσα! 

 

2.6.2.2. Η ερώτηση Πε. 

Πίνακας 2‐5: Βαθμολογία απαντήσεων στην Πε και αντίστοιχες συχνότητες. 

Κατηγορίες απαντήσεων 

στην Πε 

Βαθμός Συχνότητα 

Mη κατατάξιμη απάντηση  0 1 

Ο επόμενος φυσικός (1000)  1 5 

Κάποιος δεκαδικός αριθμός 

(π.χ.999,001) 

2 4 

Δεν μπορεί να προσδιοριστεί  3 6 

Η Πε ακολουθήθηκε από αρκετές ερωτήσεις, προκειμένου να διασφαλι‐

στεί ότι η διατύπωση είναι κατανοητή από τα παιδιά. Τα παιδιά που βαθ‐

μολογήθηκαν με 1 παρουσιάστηκαν ιδιαίτερα ανθεκτικές απόψεις. Το ί‐

διο συνέβη και στην περίπτωση των παιδιών που βαθμολογήθηκαν με 2. 

Παράδειγμα 1 

‐ Μ: Μεγαλύτερο...Το 1000 είναι.   
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‐ Ε: Θα ήθελα να σε ρωτήσω κάτι, επειδή θέλω να είμαι σίγουρη ότι εγώ 

έχω διευκρινίσει καλά στην εκφώνηση κι εσύ έχεις αποφασίσει για το 

σωστό λόγο. Ποιος αριθμός είναι μεγαλύτερος, το 999,001 ή το 999;    

‐ Μ: Το 999,001, εντάξει, γιατί προέχει εδώ πέρα το 1. 

‐ Ε: Σωστά. Ποιος είναι πιο κοντά στο 999, αυτός ή το 1000; 

‐ Μ: Αυτός. Εντάξει, και το 1000 είναι κοντά στο 999, αλλά όχι όσο είναι 

το 999,001. Αναρωτιέμαι τώρα... 

‐ Ε: Μπορείς να το εκφράσεις; 

‐ Μ: Δεν ξέρω, αλλά εγώ πιστεύω ότι το σωστό είναι το 1000.  

Παράδειγμα 2 

‐ Μ: Δεν είναι το 1000. Μπορεί να πάρει και το 999…κόμμα…εεε…001. 

Η πρώτη του τιμή, ε; 

‐ Ε: Εσύ θα μου πεις. 

‐ Μ: Είναι η πρώτη τιμή ‐έστω και για ένα, αλλά είναι μεγαλύτερο από 

το 999. Να βάλω αυτό.  

‐ Ε: Για εξασφαλίζω ότι το βάζεις για το σωστό λόγο, θα σε ρωτή‐

σω…Αν είναι το 999,001 όντως η πρώτη‐πρώτη τιμή, σημαίνει ότι δεν 

υπάρχει άλλος πιο πριν από αυτόν, πιο κοντά στο 999; 

‐ Μ: Ε, όχι . Δεν υπάρχει…να’ναι πιο κοντά, αλλά να είναι μεγαλύτερος 

από το 999…Μόνο αυτό. Μετά πάει…ε, ναι…κόμμα δύο, τρία…και 

φτάνει. 

Τα παιδιά που βαθμολογήθηκαν με 3 αναφέρθηκαν σε αριθμούς με ά‐

πειρα δεκαδικά ψηφία, κυρίως στη μορφή 999,0...01. Κατά τη διάρκεια των 

συνεντεύξεων, διαπιστώθηκε η αδυναμία της Πε, να διακρίνει ανάμεσα 

στα παιδιά που πιστεύουν ότι υπάρχει πράγματι ο επόμενος του 999, αλ‐

λά δεν μπορεί να προσδιοριστεί ακριβώς και στα παιδιά που πιστεύουν 

ότι δεν υπάρχει. 

 

Παράδειγμα 3 (υπάρχει επόμενος) 

 

«Μια πιθανή απάντηση θα ήταν ότι, δεν μπορώ να τον προσδιορίσω, γιατί 

θα μπορούσε να είναι…αντί για ένα χιλιοστό, μια πολύ μικρότερη μονά‐

δα….ας πούμε, όχι εκατομμυριοστό, ‐εντάξει, είναι μια πολύ μικρότερη‐ 

κάτι άλλο. Ότι υπάρχει, υπάρχει! Αλλά θα μπορούσε να είναι…αναλόγως, 

τώρα, και τι μέγεθος μετράμε.» 

 

Παράδειγμα 4 (δεν  υπάρχει επόμενος) 

 

« Ψάχνουμε να βρούμε τον πιο μικρό αριθμό, ο οποίος είναι μεγαλύτερος 

από 999...  Δεν υπάρχει, λογικά, γιατί…μετά το κόμμα –που από εκεί και 
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πέρα υπάρχουν οι δεκαδικοί‐ υπάρχουνε…οι αριθμοί δε σταματάνε. Άρα, 

δεν μπορείς να προσδιορίσεις.  Λογικά, θα είναι 999 κόμμα και θα έβρισκες 

τη μικρότερη τιμή από τους…μετά το κόμμα, τους υπόλοιπους αριθμούς 

και θα έβαζες τη μονάδα σ’ αυτόν που  θα  ήταν ο τελευταίος, για να δώσει 

τον μικρότερο. Αλλά, εφόσον αυτοί οι αριθμοί, από το κόμμα και μετά, δε 

σταματάνε, δεν μπορείς να πεις το μικρότερο αριθμό πιο κοντά στο 999.» 

 

Παράδειγμα 5 (αδιευκρίνιστο) 

 

‐ Μ: Δηλαδή η πρώτη τιμή που επιτρέπεται να πάρει ο άλφα  μετά το 999. 

Δεν μπορεί να είναι 999 κόμμα ένα εκατομμυριοστό; 

‐ Ε: Μπορεί; Εσύ θα μου πεις! 

‐ Μ: Ναι!   Άρα, θα πω ότι δεν μπορούμε να το προσδιορίσουμε ακρι‐

βώς, γιατί….μπορεί να συνεχιστεί.   

 

2.6.3. Ενδιάμεσα στάδια κατανόησης 

 

Από τις απαντήσεις των παιδιών, όπως αυτές στα παραδείγματα  1 και 2 

(2.6.2), προέκυψε ότι είναι δυνατή μια πιο λεπτή ανάλυση των απαντή‐

σεων που δόθηκαν από τα παιδιά της κατηγορίας «πάντα Π». Επιπλέον,   

θεωρήθηκε   απαραίτητη μια πιο αυστηρή περιγραφή της κατηγορίας 

που αντιστοιχεί στην βέλτιστη επίδοση στις ερωτήσεις για την πυκνότη‐

τα. Συγκεκριμένα,   για να συμπεριληφθεί στην κατηγορία αυτή, ένα 

παιδί πρέπει να είναι σε θέση να απαντήσει ότι υπάρχουν άπειροι αριθ‐

μοί ανάμεσα σε δύο οποιουσδήποτε διαφορετικούς ρητούς αριθμούς, α‐

νεξάρτητα από τη μορφή τους . Βάσει τη θεώρησης αυτής, μια επίδοση 

όπως αυτή του  μαθητής του παραδείγματος 3 (2.6.2) απέχει από αυτήν 

που θεωρείται βέλτιστη. Οι 5 κατηγορίες (Διακριτότητα, Διακριτότητα+, 

Διακριτότητα/ Πυκνότητα, Πυκνότητα‐, Πυκνότητα), η περιγραφή τους  

και το πλήθος των παιδιών που κατατάχτηκαν σε κάθε κατηγορία πα‐

ρουσιάζεται στον πίνακα 2‐6. 

 

Πίνακας 2‐6: Πέντε κατηγορίες και αντίστοιχες συχνότητες  

Κατηγορία   Περιγραφή  Συχνότητα  

της κατη‐

γορίας 

  Όλες οι απαντήσεις  «Υπάρχει πεπερασμένο 

πλήθος αριθμών ανάμεσα σε δύο ρητούς» 
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Δ    και   

υπάρχει απάντηση «Δεν υπάρχει αριθμός α‐

νάμεσα σε δύο ρητούς» 

9  

 

Δ+ 

Όλες οι απαντήσεις  «Υπάρχει πεπερασμένο 

πλήθος αριθμών ανάμεσα σε δύο ρητούς» 

και 

καμία απάντηση «Δεν υπάρχει αριθμός ανά‐

μεσα σε δύο ρητούς» 

  

2 

 

 

Π/Δ 

Υπάρχει απάντηση   «Υπάρχει πεπερασμένο 

πλήθος αριθμών ανάμεσα σε δύο ρητούς» 

και 

Υπάρχει απάντηση   «Υπάρχουν άπειροι α‐

ριθμοί ανάμεσα σε δύο ρητούς» 

 

  

 

4 

 

Π‐ 

Όλες οι απαντήσεις  «Υπάρχουν άπειροι α‐

ριθμοί ανάμεσα σε δύο ρητούς» 

και 

Η μορφή των αριθμών επηρεάζει 

 

 

1 

 

 

Π 

Όλες οι απαντήσεις  «Υπάρχουν άπειροι α‐

ριθμοί ανάμεσα σε δύο ρητούς» 

και 

Η μορφή των αριθμών δεν επηρεάζει 

 

 

 

0 

 

2.7. Η επίδραση της ευθείας των πραγματικών 

Κατά τη διάρκεια των συνεντεύξεων, προέκυψε η ιδέα να χρησιμοποιηθεί 

η ευθεία των πραγματικών αριθμών ως εξωτερική αναπαράσταση των 

πραγματικών αριθμών. Η ευθεία παρουσιάστηκε στους συμμετέχοντες 

μετά τη συμπλήρωση των απαντήσεων στις ερωτήσεις για την πυκνότη‐

τα, προκειμένου να προκληθεί γνωστική σύγκρουση.   Καθώς δεν ανήκε 

στις αρχικές υποθέσεις της Έρευνας Ι, η χρήση της ευθείας δεν έγινε κα‐

τά συστηματικό τρόπο και έτσι τα αποτελέσματα δεν έχουν αναλυθεί. 

Ωστόσο, προέκυψαν ενδείξεις ότι η παρουσία της ευθείας δεν ήταν ικανή 

να προκαλέσει τη γνωσιακή σύγκρουση που αναμενόταν. Παραθέτουμε 

κάποια παραδείγματα από τις απαντήσεις των παιδιών. 

Παράδειγμα 1 

Η ερευνήτρια σχεδιάζει την ευθεία και ζητά από το παιδί να σημειώσει 

τους αριθμούς 0,005 και 0,006 σε αυτήν. 

«Το 0,005 είναι κάπου εδώ, και δίπλα του το 0,006. Δεν έχουν μεγάλο διά‐

στημα, ώστε να δείχνει ότι υπάρχει αριθμός ανάμεσά τους». 
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Παράδειγμα 2 

Η ερευνήτρια σχεδιάζει την ευθεία και ζητά από το παιδί να σημειώσει 

τους αριθμούς 0,005 και 0,006 σε αυτήν. 

«Δεν υπάρχει άλλος μέσα,  γιατί μετά το 0,005 πάει απευθείας το 0,006» 

 

Παράδειγμα 3 

Η ερευνήτρια σχεδιάζει την ευθεία και σημειώνει τον αριθμό 0,005 σε αυ‐

τήν. 

‐ Ε: Εδώ είναι το 0,005, έτσι; 

‐ Μ: Ναι 

‐ Ε: Το 0,006 πού ακριβώς είναι; 

‐ Μ: Είναι ακριβώς δίπλα του. Και η απόστασή τους είναι αυτή, του πέ‐

ντε…του 0, 05 και του έξι. 

‐ Ε: Α, υπάρχει δηλαδή μια απόσταση εδώ_ 

‐ Μ:Ναι, αλλά δεν υπάρχει κάποιος αριθμός ανάμεσά τους. 

 

Παράδειγμα 4 

Η ερευνήτρια σχεδιάζει την ευθεία και σημειώνει τους αριθμούς 
8

3
 και 

8

5
 

σε αυτήν. 

‐ Ε:  Πόσοι αριθμοί υπάρχουν ανάμεσά τους; 

‐ Μ: Ένας! Είναι το 4/8, γιατί, ανάμεσα στο 3/8 και στο 5/8, έχουν απόστα‐

ση…αν κάνουμε μια αφαίρεση, θα δούμε ότι έχουν απόσταση 2/8. Είναι 

το διάστημα 2/8, ο αριθμός ανάμεσα σε αυτό το διάστημα, αυτά τα 2/8, 

είναι  ένας αριθμός, το 4/8.  

 

Παράδειγμα 5 

Η ερευνήτρια σχεδιάζει την ευθεία και σημειώνει τους αριθμούς 0,001 και 

0,01 σε αυτήν. 

‐ Μ: Υπάρχει κάποιος αριθμός, αλλά…βρε παιδί μου…Πώς τα λένε αυτά 

που είναι εδώ πέρα, τα… (τραβάει γραμμούλες ανάμεσα στο 0.001 και 

το 0.01)…τά ’χω ξεχάσει. 

‐ Ε: Τα χιλιοστά; Τα εκατοστά; Αυτά λες; 

‐ Μ: Ναι… Αυτά μου ήρθαν. 

‐ Ε :  Σκέφτηκες το χάρακα; 

‐ Μ: Ναι 

Το παιδί που αναφέρεται στο παράδειγμα 5 είναι το μόνο από όσα ρωτή‐

θηκαν που άλλαξε την αρχική του απάντηση. Στην ερώτηση Π1 είχε απα‐
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ντήσει ότι δεν υπάρχουν αριθμοί ανάμεσα στους δεδομένους αριθμούς, 

γιατί οι αριθμοί 0,001 και 0,01 είναι «ίδιοι». 

2.8. Συζήτηση των αποτελεσμάτων 

Βάσει του γενικού πλαισίου της εννοιολογικής αλλαγή, και ειδικότερα 

του πλαισίου της Vosniadou (1994, 2001a, 2002)προβλέφτηκε ότι υπάρχουν 

ιδιότητες των ρητών, οι οποίες υποστηρίζονται από την προηγούμενη 

γνώση των παιδιών για τους φυσικούς αριθμούς, και άρα τα παιδιά δεν 

αντιμετωπίζουν ιδιαίτερες δυσκολίες στην εκμάθησή τους. Αντίθετα, υ‐

πάρχουν ιδιότητες των ρητών που έρχονται σε αντίθεση με την αρχική 

«θεωρία» των παιδιών για τους αριθμούς. Σε αυτήν την περίπτωση, προ‐

βλέφτηκε ότι η κατανόηση θα είναι δύσκολη, σταδιακή και θα συνοδεύε‐

ται από παρανοήσεις, οι οποίες εξηγούνται ως συνθετικά μοντέλα. Τα 

αποτελέσματα της Έρευνας Ι ήταν σύμφωνα με τις υποθέσεις μας. 

2.8.1. Ύπαρξη αντίστροφου και αντίθετου στους ρητούς 

Όσον αφορά στις ερωτήσεις  για τις αλγεβρικές ιδιότητες των πραγματι‐

κών αριθμών, τα παιδιά δεν ήταν πράγματι εξοικειωμένα με τους ζητού‐

μενους αριθμούς, ιδιαίτερα στην περίπτωση του
02506,0

1 . Παρά το γεγονός 

αυτό και παρά το γεγονός ότι δεν ήταν πάντα σε θέση να αναφέρουν 

σωστά τον αντίστροφο ή τον αντίθετο των δεδομένων αριθμών, τα παι‐

διά αντιμετώπισαν με ευκολία το ζήτημα της ύπαρξης των ζητούμενων 

αριθμών. Συγκεκριμένα, εμφάνισαν την ισχυρή τάση να προϋποθέτουν 

ότι οι ζητούμενοι αριθμοί υπάρχουν και στη συνέχεια να προσπαθούν να 

βρουν ποιοι ακριβώς είναι. Σύμφωνα με το θεωρητικό πλαίσιο της εννοι‐

ολογικής αλλαγής, αυτό μπορεί να αποδοθεί στο γεγονός ότι η προηγού‐

μενη εμπειρία και εξοικείωσή των παιδιών με τις αντίστοιχες ιδιότητες 

τους υποστηρίζει στην απόδοση των αντίστοιχων ιδιοτήτων σε μη φυσι‐

κούς αριθμούς, ακόμα και όταν δεν είναι εξοικειωμένα με τη μορφή τους 

και παρά τις δυσκολίες που συχνά συνοδεύουν την κατανόηση των ρη‐

τών αριθμών (Hartnett and Gelman, 1998; Vosniadou, 2002, 2001a,1994b)  

2.8.2. Κατανόηση για τη  δομή του συνόλου των ρητών: Δυσκο‐
λίες και ενδιάμεσα στάδια κατανόησης 

Όσον αφορά στις ερωτήσεις για την πυκνότητα του συνόλου των ρητών, 

τα παιδιά αντιμετώπισαν σημαντικές δυσκολίες. Σε κάθε μία από τις ε‐

ρωτήσεις Π1, Π2, Π3,  η πλειοψηφία των παιδιών απάντησε ότι υπάρχει πε‐

περασμένο πλήθος αριθμών ανάμεσα στους δεδομένους αριθμούς.  Οι 

απαντήσεις των παιδιών αντανακλούν, αφενός την τάση τους να ομαδο‐
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ποιούν τους αριθμούς, αφετέρου τη θεμελιώδη προϋπόθεση της διακριτό‐

τητας (Merenluoto and Lehtinen, 2002; Vamvakoussi and Vosniadou, in 

press, 2003, 2002; Vosniadou, 2002, 2001a,1994b).  Πιο συγκεκριμένα, τα 

παιδιά που απαντούν, για παράδειγμα, ότι ανάμεσα στους αριθμούς 

0,005 και 0,006 δεν υπάρχουν άλλοι αριθμοί, αναφέρονται σε ένα υποσύ‐

νολο των ρητών, το οποίο διατηρεί την ιδιότητα της διακριτότητας των 

φυσικών. Στη δεδομένη περίπτωση, ομαδοποιούνται οι δεκαδικοί αριθμοί 

με 3 δεκαδικά ψηφία.  Το ίδιο ισχύει και για τα παιδιά που απαντούν ότι 

ανάμεσα στο 
8

3
  και το 

8

5
 υπάρχει μόνο ο αριθμός 

8

4
, τα οποία αναφέρο‐

νται στο υποσύνολο των ομώνυμων κλασμάτων με παρονομαστή 8.  Ι‐

διαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση του μοναδικού παιδιού 

που απάντησε ότι υπάρχουν άπειροι αριθμοί ανάμεσα στους δεδομένους 

αριθμούς, για όλες τις ερωτήσεις Π1, Π2, Π3. Το παιδί αυτό φάνηκε να ξε‐

περνά, κατά τη διάρκεια της συνέντευξης, την αρχική του δέσμευση στην 

ιδέα της διακριτότητας, διορθώνοντας την πρώτη από τις απαντήσεις 

του, χωρίς την παρέμβαση της ερευνήτριας. Ωστόσο, όπως είναι φανερό 

από την απάντησή του στην ερώτηση Π4,  το παιδί δεν αναφέρεται στο 

σύνολο των ρητών ως «ομοιογενές» σύνολο. Αντίθετα, φαίνεται να ομα‐

δοποιεί τους αριθμούς σε δεκαδικούς και κλάσματα, δεδομένου ότι θεω‐

ρεί πως είναι απαραίτητο να μετατρέψει τους αριθμούς  
6

5  και 8.5 στην ίδια 

μορφή, πριν απαντήσει ότι υπάρχουν άπειροι αριθμοί ανάμεσά τους (και αυτό, 

ενώ γνωρίζει ότι οι δεδομένοι αριθμοί δεν είναι ίσοι).  

Τα ευρήματα της έρευνας είναι σύμφωνα και με την πρόβλεψη ότι κατά 

την ανάπτυξη της έννοιας της πυκνότητας, υπάρχουν ενδιάμεσα στάδια 

κατανόησης. Πραγματικά, η πλειοψηφία των παιδιών και, συγκεκριμένα, 

τα παιδιά που ανήκουν στην κατηγορία Δ(ιακριτότητα), φάνηκε να χρη‐

σιμοποιεί με συνέπεια την αρχική «θεωρία» των φυσικών αριθμών, προ‐

κειμένου να αντιμετωπίσει τα ζητούμενα. Τα παιδιά που ανήκουν στις 

κατηγορίες Δ+, Π/Δ, Π‐  βρίσκονται σε ενδιάμεσα στάδια κατανόησης. Τα 

παιδιά στην κατηγορία Δ+, χρησιμοποιούν τη γνώση που έχουν π.χ. για 

τους δεκαδικούς αριθμούς, για να συμπεράνουν ότι ανάμεσα στο 0,005 

και το 0,006, βρίσκονται οι αριθμοί 0,0051, 0,0052, ...,0,0059. Ας παρατηρη‐

θεί ότι, παρά το γεγονός ότι έχουν κάνει το πρώτο βήμα για να συμπερά‐

νουν την ύπαρξη άπειρων αριθμών ανάμεσα στους δεδομένους αριθ‐

μούς, το δεύτερο βήμα δεν είναι αυτονόητο. Τα παιδιά της κατηγορίας 

Π/Δ, απαντούν με διαφορετικό τρόπο, για διαφορετικές ομάδες αριθμών. 

Για παράδειγμα, το παιδί που αναφέρεται στο παράδειγμα 4 (2.6.2.1) ι‐

σχυρίζεται ότι ανάμεσα στα κλάσματα υπάρχουν άπειροι αριθμοί, ενώ 

ανάμεσα στους δεκαδικούς υπάρχει πεπερασμένο πλήθος αριθμών. Μά‐
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λιστα, εκδηλώνει ξεκάθαρα τον τρόπο με τον οποίο ομαδοποιεί τους α‐

ριθμούς και σκέπτεται για κάθε ομάδα με διαφορετικό τρόπο. Συγκεκρι‐

μένα, ισχυρίζεται ότι, ανάμεσα στους 0,001 και 0,01 υπάρχει πεπερασμέ‐

νο πλήθος δεκαδικών, ενώ αν οι ίδιοι αριθμοί μετατραπούν σε κλάσματα, 

έχουν άπειρους ενδιάμεσους αριθμούς.   

2.8.3. Κατανόηση για τη  δομή του συνόλου των ρητών: Συνθε‐
τικά μοντέλα 

Μέχρι την Γ΄ Γυμνασίου, τα παιδιά έχουν ήδη έρθει σε επαφή, μέσω και 

της τυπικής εκπαίδευσης, με πολλές πληροφορίες που αφορούν στους 

ρητούς αριθμούς. Οι πληροφορίες αυτές φιλτράρονται διαμέσου της προ‐

ηγούμενης γνώσης τους για του φυσικούς αριθμούς, προκαλώντας πα‐

ρανοήσεις  (Chi, 1992; Hiebert and Wearne, 1986; Fischbein, Deri, Nello, . & 

Marino, 1985;  Σταφυλίδου, 2001; Stafylidou & Vosniadou, in press; Moskal 

and Magone, 2000).  

Στην προσπάθειά τους να αντιμετωπίσουν τα ζητούμενα, τα παιδιά που 

συμμετείχαν στην Έρευνα I, ανακάλεσαν και επικαλέστηκαν διάφορες 

γνώσεις για τους ρητούς αριθμούς, οι οποίες  δεν ανήκουν στη αρχική 

«θεωρία» για το φυσικό αριθμό.  Για παράδειγμα, η γνώση ότι «ο αριθμός 

0,0051 είναι μεγαλύτερος από τον 0,005 και μικρότερος από τον 0,006» που 

φαίνεται να ενεργοποιούν τα παιδιά στην κατηγορία Δ+. Η γνώση ότι ένα 

κλάσματα μπορεί να γραφτεί με «πολλούς διαφορετικούς τρόπους», που 

δηλώνει το παιδί στο παράδειγμα 6 (2.6.2.1). Το παιδί αυτό, προσπαθώ‐

ντας να εντάξει την πληροφορία στην αρχική «θεωρία» του αριθμού, βά‐

σει της οποίας, κάθε αριθμός έχει μοναδική συμβολική αναπαράσταση, 

καταλήγει να θεωρεί ότι κάθε ένα από τα ισοδύναμα κλάσματα είναι δι‐

αφορετικός αριθμός.  Επίσης, η γνώση ότι ένας δεκαδικός αριθμός μπορεί 

να μετατραπεί σε κλάσμα, την οποία χρησιμοποιεί το παιδί του παρα‐

δείγματος 4 (2.6.2.1). Ενεργοποιώντας τις γνώσεις αυτές –κάποιες εκ των 

οποίων είναι ήδη ερμηνευμένες στη βάση της αρχικής «θεωρίας» για τον 

αριθμό‐ και δεσμευμένα από τη θεμελιώδη προϋπόθεση της διακριτότη‐

τας και την αρχή της ομαδοποίησης, τα παιδιά των κατηγοριών Δ+, Π/Δ 

και Π‐ καταλήγουν σε εναλλακτικές περιγραφές για τη δομή των ζητού‐

μενων διαστημάτων των ρητών. 

Για παράδειγμα, τα παιδιά της κατηγορίας Δ+ αναφέρονται σε υποσύνο‐

λα των ρητών της μορφής 0,0051, 0,0052,...,0,0059 ή 
4

9,3
,...,

4

2,3
,

4

1,3  και αρκού‐

νται σε αυτά. Το παιδί του παραδείγματος 4 (2.6.2.1)γνωρίζει ότι μπορεί 

να μετατρέψει τα άκρα 0,001 και 0,01 του δεδομένου διαστήματος σε κλά‐
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σματα, αλλά αναφέρεται στα διαστήματα (0,001, 0,01) και (
100

1
,

1000

1
)  

σαν να έχουν διακριτή και πυκνή δομή, αντίστοιχα. Το παιδί στην κατη‐

γορία Π‐ , καταλήγει στο συμπέρασμα ότι  ένα διάστημα με άκρα δεκαδι‐

κούς αριθμούς είναι πυκνό και ένα διάστημα με άκρα κλασματικούς α‐

ριθμούς είναι πυκνό, αλλά δεν μπορεί να συμπεράνει άμεσα ότι ένα διά‐

στημα με άκρα έναν δεκαδικό και ένα κλασματικό αριθμό είναι επίσης 

πυκνό. Ενδεχομένως, θεωρεί ότι ανάμεσα στους δεκαδικούς υπάρχουν 

άπειροι αριθμοί σε δεκαδική μορφή, ενώ ανάμεσα στα κλάσματα υπάρ‐

χουν άπειροι αριθμοί σε κλασματική μορφή. 

Με βάση τις παρατηρήσεις αυτές, οι εναλλακτικές περιγραφές των δια‐

στημάτων των ρητών αριθμών, τις οποίες αναφέρουν τα παιδιά, είναι 

συνθετικά μοντέλα (Vosniadou, 1992, 1994b) που αντανακλούν την προ‐

σπάθειά τους να εντάξουν τις γνώσεις τους για τους ρητούς στο προϋ‐

πάρχον πλαίσιο της γνώσης τους για τους φυσικούς αριθμούς.  

2.9. Μετά την Έρευνα Ι: Καινούργιες ιδέες και μεθοδολογι‐
κά ζητήματα. 

Από την Έρευνα Ι στηρίχτηκε επαρκώς η υπόθεσή μας, ότι η κατανόηση 

της πυκνής δομής των ρητών προαπαιτεί εννοιολογική αλλαγή. Ωστόσο, 

θεωρήθηκε σημαντικό να στηριχτεί η υπόθεση και με έρευνα σε μεγαλύ‐

τερο δείγμα παιδιών της ίδιας ηλικίας. Επιπλέον, θεωρήθηκε σημαντική 

η διερεύνηση των δυσκολιών που συνοδεύουν την ανάπτυξη της έννοιας 

της πυκνότητας σε παιδιά μεγαλύτερης ηλικίας, προκειμένου να εξετα‐

στεί κατά πόσο ισχύει η πρόβλεψη του θεωρητικού πλαισίου της εννοιο‐

λογικής αλλαγής, ότι οι παρανοήσεις που οφείλονται σε ισχυρούς γνωσι‐

ακούς περιορισμούς είναι ανθεκτικές στην επίδραση της ηλικίας και την 

παράλληλη επίδραση της συνεχιζόμενης εκπαίδευσης.  

Κατά τη διάρκεια των συνεντεύξεων, ένα εξωτερικό αναπαραστασιακό 

μέσο των αριθμών, η ευθεία των πραγματικών, δεν είχε την αναμενόμε‐

νη επίδραση. Το ζήτημα αυτό χρήζει καλύτερης διερεύνησης. Επίσης,   

κατά τη διάρκεια των συνεντεύξεων, παρατηρήθηκε ότι τα παιδιά που 

κατατάχτηκαν στην κατηγορία Δ εμφάνισαν μεγάλη βεβαιότητα για τις 

απαντήσεις τους, σε αντίθεση με τα παιδιά των άλλων κατηγοριών, τα 

οποία επέδειξαν μεγαλύτερο προβληματισμό και λιγότερη βεβαιότητα 

για τις απαντήσεις τους. Η παρατήρηση αυτή είναι συμβατή με παρατη‐

ρήσεις των  Merenluoto και Lehtinen (2003), οι οποίοι υποστηρίζουν ότι το 

φαινόμενο αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα παιδιά που βρίσκονται σε 

πολύ αρχικό στάδιο κατανόησης μιας έννοιας, δεν αμφισβητούν τις προ‐
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ϋποθέσεις του αρχικού επεξηγηματικού τους πλαισίου. Παρά το γεγονός 

ότι, η αίσθηση της βεβαιότητας μπορεί να οφείλεται και σε ιδιοσυγκρα‐

σιακούς λόγους –για παράδειγμα, το παιδί του παραδείγματος 4, κατά τη 

διάρκεια της συνέντευξης επέδειξε  μεγάλη αυτοπεποίθηση και σιγουριά 

για τις ικανότητές του στα μαθηματικά‐ είναι ενδιαφέρον να διερευνηθεί 

κατά πόσο η βεβαιότητα των παιδιών για τις απαντήσεις τους σχετίζεται 

με το στάδιο κατανόησης στο οποίο βρίσκονται.  

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, κατά τη διάρκεια των συνεντεύξεων, διαπι‐

στώθηκε η αδυναμία της διατύπωσης της ερώτησης Πε να διαχωρίσει τα 

παιδιά που πιστεύουν ότι υπάρχει ο επόμενος ενός ρητού αριθμού, αλλά 

δεν μπορεί να προσδιοριστεί γιατί, για παράδειγμα, έχει άπειρα δεκαδικά 

ψηφία, από αυτούς που πιστεύουν ότι δεν υφίσταται επόμενος ενός ρη‐

τού αριθμού. Είναι φανερό ότι η Πε χρήζει πιο λεπτομερούς διατύπωσης. 

Τέλος, υπό το φως των ευρημάτων, θεωρήθηκε ότι η λέξη «ανάμεσα» στο 

πλαίσιο της φράσης «αριθμοί που βρίσκονται ανάμεσα σε δύο δεδομένους 

αριθμούς» ενδεχομένως ενισχύει την τάση των παιδιών να ομαδοποιούν 

τους αριθμούς. Στη θέση της, προκρίθηκε η έκφραση «αριθμοί, οι οποίοι 

να είναι μεγαλύτεροι από .... και συγχρόνως μικρότεροι από...».  

Οι παρατηρήσεις αυτές λήφθηκαν υπόψη κατά το σχεδιασμό της Έρευ‐

νας ΙΙ. 
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3. Κεφάλαιο τρίτο: Έρευνα ΙΙ 

Η κεντρική υπόθεση της παρούσας εργασίας είναι ότι η κατανόηση της 

πυκνής δομής των ρητών αριθμών προϋποθέτει εννοιολογική αλλαγή. 

Στη βάση της κεντρικής υπόθεσης και των  ευρημάτων από την Έρευνα Ι, 

σχεδιάστηκε η Έρευνα ΙΙ.    

3.1. Υποθέσεις και σχεδιασμός της Έρευνας ΙΙ 

Υπενθυμίζεται ότι, στο πλαίσιο της κεντρικής υπόθεσης της παρούσας 

εργασίας, οι επιπλέον υποθέσεις της Έρευνας ΙΙ αφορούν : 

 Την  επίδραση της ηλικίας, στην κατανόηση  της πυκνής δομής του συ‐

νόλου των ρητών.  

 Την επίδραση του τύπου του ερωτηματολογίου (ανοικτού/κλειστού) 

στην επίδοση των συμμετεχόντων 

 Την επίδραση της ευθείας των πραγματικών, στον τρόπο με τον οποίο 

τα παιδιά αναφέρονται στη δομή των ρητών. 

 Τη συσχέτιση του επιπέδου κατανόησης των παιδιών για την  πυκνό‐

τητα, με τη βεβαιότητα που τα ίδια τα παιδιά αισθάνονται για τις α‐

παντήσεις τους. 

 Τις διαφορές λόγω φύλου στην επίδοση των συμμετεχόντων. 

 

Προκειμένου να συγκεκριμενοποιηθούν οι υποθέσεις, προαναφέρεται ό‐

τι, σύμφωνα με το σχεδιασμό της Έρευνας ΙΙ,  οι συμμετέχοντες είναι 

παιδιά της Γ΄ τάξης του Γυμνασίου και της Β΄ τάξης του Λυκείου. Όπως 

περιγράφεται αναλυτικά στην παράγραφο 3.3.1, τα ερευνητικά εργαλεία 

είναι ερωτηματολόγια ανοικτού και κλειστού τύπου. Οι ερωτήσεις και 

στους δύο τύπους ερωτηματολογίων διακρίνονται σε ερωτήσεις στις ο‐

ποίες  παρουσιάζεται η ευθεία των πραγματικών αριθμών και σε ερωτή‐

σεις, στις οποίες δεν εμφανίζεται η ευθεία των πραγματικών αριθμών. 

Στο τέλος κάθε ερώτησης, τα παιδιά καλούνται να αυτο‐αξιολογηθούν, 

ως προς τη βεβαιότητα με την οποία απάντησαν την ερώτηση. Τέλος, η 

συμπλήρωση των ερωτηματολογίων γίνεται σε δύο φάσεις: Στην πρώτη 

φάση οι μισοί συμμετέχοντες λαμβάνουν και απαντούν τις ερωτήσεις, 

στις οποίες εμφανίζεται η ευθεία των πραγματικών αριθμών, ενώ οι υ‐

πόλοιποι τις ερωτήσεις στις οποίες δεν εμφανίζεται η ευθεία των πραγ‐

ματικών (βλ. παράγραφο 3.4). Στη δεύτερη φάση, αποσύρονται οι αρχικές 

ερωτήσεις και τα υποκείμενα λαμβάνουν και απαντούν τις υπόλοιπες 

ερωτήσεις. 
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Με δεδομένες  τις διευκρινίσεις αυτές και στη βάση της συζήτησης της 

παραγράφου 1.2.2, οι υποθέσεις συγκεκριμενοποιούνται ως εξής:  

 Τα παιδιά της Β΄ Λυκείου έχουν καλύτερη επίδοση από τα παιδιά της 

Γ΄ Γυμνασίου. 

 Τα έχουν καλύτερη επίδοση στις ερωτήσεις με τη παρουσία της ευθεί‐

ας, σε σύγκριση με την επίδοση στις ερωτήσεις χωρίς την παρουσία 

της ευθείας. 

  Τα παιδιά που δίνουν τις πιο «αφελείς» απαντήσεις, έχουν συχνά με‐

γαλύτερη βεβαιότητα από τα παιδιά που δίνουν πιο εκλεπτυσμένες. 

 Τα αγόρια έχουν καλύτερη επίδοση στα ερωτηματολόγια ανοικτού τύ‐

που, σε σύγκριση με τα κορίτσια. 

Σύμφωνα με την κεντρική υπόθεση της παρούσας εργασίας και το θεω‐

ρητικό πλαίσιο που έχει υιοθετηθεί, προβλέπεται ότι, τόσο για τα παιδιά 

στη Γ΄ Γυμνασίου, όσο και για τα παιδιά στη Β΄ Λυκείου, τα έργα για την 

πυκνότητα παρουσιάζουν δυσκολίες. Πιο συγκεκριμένα, προβλέπεται ό‐

τι: 

 Θα διαγνωσθούν ενδιάμεσα στάδια κατανόησης της πυκνής δομής 

των ρητών. 

 Τα ενδιάμεσα στάδια κατανόησης συνοδεύονται από παρανοήσεις. Οι 

παρανοήσεις αυτές αντανακλούν τη θεμελιώδη προϋπόθεση της δια‐

κριτότητας, καθώς και την τάση ομαδοποίησης των αριθμών και μπο‐

ρούν να εξηγηθούν ως συνθετικά μοντέλα. 

3.2. Συμμετέχοντες 

Στην έρευνα συμμετείχαν συνολικά 306 μαθητές από τη Γ΄ Γυμνασίου 

και την Β΄ Λυκείου. Οι μαθητές της Γ΄ Γυμνασίου προέρχονται από δύο 

σχολεία, ένα στην περιοχή του Αλίμου και ένα στην περιοχή του Κορυ‐

δαλλού, στην Αττική. Οι μαθητές της Γ΄ Λυκείου προέρχονται επίσης από 

δύο σχολεία, ένα στην περιοχή του Αλίμου και ένα στην περιοχή του Ιλί‐

ου, στην Αττική. Κατά την αξιολόγηση των ερωτηματολογίων, θεωρήθη‐

καν άκυρα 5 από τα ερωτηματολόγια ανοικτού τύπου, 3 στα οποία εμφα‐

νίστηκε μεγάλος αριθμός αναπάντητων ερωτήσεων και 2 στα οποία εμ‐

φανίστηκαν απαντήσεις άσχετες με το θέμα. Έτσι, απέμεινα συνολικά 

301 ερωτηματολόγια. Τα χαρακτηριστικά του δείγματος παρουσιάζονται 

συνοπτικά στον Πίνακα 3‐1. 

Πίνακας 3‐1: Χαρακτηριστικά του δείγματος στην έρευνα ΙΙ 

  Κορίτσια  Αγόρια  Δεν δήλωσαν φύλο    

Γ΄ Γυμνασίου  69  82  13  164 

Β΄ Λυκείου  68  60  9  137 
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 Σύνολο  137  142  22  301 

3.3. Υλικά 

3.3.1. Τύποι ερωτηματολογίων  

Σύμφωνα με το σχεδιασμό μας, κατασκευάστηκαν ερωτηματολόγια α‐

νοιχτού και κλειστού τύπου (Α/Κ), τα οποία παρουσιάζονται στο παράρ‐

τημα .... . Μια δεύτερη διαφοροποίηση των ερωτηματολογίων προκύπτει 

από 6 από τις ερωτήσεις που αφορούν την πυκνότητα. Πρόκειται για τις 

ερωτήσεις Π1, Π2, Π3, Π4, Π5, Π63,  οι οποίες αφορούν στον προσδιορισμό 

του πλήθους και του είδους των αριθμών σε ένα δεδομένο διάστημα. Οι 

ερωτήσεις αυτές διαφοροποιούνται   από την παρουσία ή όχι της ευθείας 

των πραγματικών αριθμών, ως βοηθητικό εποπτικό μέσο. Οι ερωτήσεις 

Π1, Π2, Π3  θα χαρακτηρίζονται στο εξής ως ερωτήσεις Χε (χωρίς ευθεία), 

ενώ οι ερωτήσεις Π4, Π5, Π6 θα χαρακτηρίζονται στο εξής ως ερωτήσεις 

Με (με ευθεία).  Εκτός από τη συνθήκη (Α/Κ), η συνθήκη που διαφορο‐

ποιεί τον τύπο των ερωτηματολογίων προκύπτει από τη σειρά κατά την 

οποία επιδόθηκαν στους συμμετέχοντες οι ερωτήσεις Με και Χε. Πιο συ‐

γκεκριμένα, σε ένα μέρος των συμμετεχόντων επιδόθηκαν πρώτα οι ε‐

ρωτήσεις Με, και ακολούθησαν οι ερωτήσεις Χε. Στους υπόλοιπους οι 

ερωτήσεις Με και Χε επιδόθηκαν με την αντίστροφη σειρά. Προέκυψαν 

τελικά 4 διαφορετικοί τύποι ερωτηματολογίων, οι οποίοι παρουσιάζονται 

στον πίνακα.... Στον ίδιο πίνακα εμφανίζονται και οι κωδικοί οι οποίοι 

αντιστοιχούν σε  κάθε τύπο ερωτηματολογίου: εΑ (ευθεία στην πρώτη 

φάση:(Με, Χε)) και  εΒ (ευθεία στη δεύτερη φάση: (Χε,Με)). 

Πίνακας 3‐2 Τύποι ερωτηματολογίων στην Έρευνα Ι. 

  (Με, Χε)  (Χε, Με) 

Ανοιχτό  Α/εΑ  Α/εΒ 

Κλειστό  Κ/εΑ  Κ/εΒ 

 

3.3.2. Σχεδιασμός του περιεχομένου των ερωτηματολογίων 

Τα ερωτηματολόγια κλειστού και ανοικτού τύπου περιλαμβάνουν 3 ζευ‐

γάρια ερωτήσεων, κάθε ένα από τα οποία αφορά αριθμούς που μοιράζο‐

νται κάποια κοινά χαρακτηριστικά. Συγκεκριμένα :  

                                                 
3 Χρησιμοποιήθηκε η ίδια ονομασία (Π1, Π2, Π3, Π4, Π5, Π6,Ε) για τις αντίστοιχες ερωτή‐

σεις στα ανοιχτά και στα κλειστά ερωτηματολόγια. Η ονομασία των ερωτήσεων δεν εί‐

ναι αντίστοιχη της ονομασίας των ερωτήσεων στο ερωτηματολόγιο της Έρευνας Ι. 
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α.  Οι ερωτήσεις Π1, Π4  αφορούν δεκαδικούς αριθμούς  με το ίδιο πλήθος 

δεκαδικών ψηφίων  (0,005, 0,006 και 0,1, 0,2 , αντίστοιχα).  

β. Οι ερωτήσεις Π2, Π5  αφορούν ομώνυμα κλάσματα (
8

3 ,
8

5  και 
3

1 ,
3

2 , αντί‐

στοιχα).  

γ. Οι ερωτήσεις Π3, Π6  αφορούν αριθμούς παρόμοιας μορφής, με διαφο‐

ρετικό πλήθος δεκαδικών ψηφίων (0,001 , 0,01 και 0,01 , 0,1, αντίστοιχα.) 

Ο σχεδιασμός των ερωτηματολογίων κλειστού τύπου προβλέπει την εμ‐

φάνιση της «σωστής» απάντησης ανάμεσα στις πολλαπλές επιλογές. 

Συγκεκριμένα, σωστή απάντηση σε κάθε μία από τις ερωτήσεις Π1‐Π6 

θεωρείται η απάντηση «Υπάρχουν άπειροι αριθμοί: απλοί δεκαδικοί, δε‐

καδικοί με άπειρα δεκαδικά ψηφία, κλάσματα, ρίζες». Θεωρήθηκε ότι η 

επιλογή της συγκεκριμένης απάντησης από κάποιο παιδί πιστοποιεί ότι 

το παιδί έχει υπερβεί, τόσο τη θεμελιώδη προϋπόθεση της διακριτότητας, 

όσο και τον περιορισμό της ομαδοποίησης των αριθμών σύμφωνα με την 

αναπαράστασή τους. Ιδιαίτερη δυσκολία προέκυψε για τη διατύπωση μι‐

ας επιλογής, η οποία να διακρίνει τα παιδιά που θεωρούν ότι ανάμεσα 

στους δεκαδικούς αριθμούς υπάρχουν άπειροι αριθμοί σε δεκαδική μορ‐

φή και ανάμεσα στα κλάσματα υπάρχουν άπειροι αριθμοί σε κλασματι‐

κή μορφή, κατ’ αντιστοιχία με τα παιδί της κατηγορίας Π‐, στην Έρευνα Ι. 

Η δυσκολία έγκειται στο γεγονός ότι, η πρόταση «ανάμεσα σε δύο ρητούς 

υπάρχουν άπειροι δεκαδικοί» είναι, από μαθηματική άποψη, ορθή. Παρά 

το γεγονός ότι η συνειδητοποίηση πως με τον όρο «δεκαδικοί» καλύπτο‐

νται στην πραγματικότητα όλοι οι πραγματικοί αριθμοί είναι εξαιρετικά 

εκλεπτυσμένη, ακόμα και για τα παιδιά της Β΄ Λυκείου, δεν μπορεί να 

αποκλειστεί η περίπτωση να έχει επιτύχει κάποιο παιδί αυτή τη βαθιά 

κατανόηση. Το πρόβλημα αντιμετωπίστηκε με την τακτική της ελεύθε‐

ρης επιλογής ανάμεσα στις πολλαπλές επιλογές. Αξίζει να αναφερθεί 

ότι 2 παιδιά της Β΄ Λυκείου πράγματι διατύπωσαν την άποψη ότι «ανά‐

μεσα στους δεκαδικούς υπάρχουν άπειροι δεκαδικοί και ανάμεσα στα 

κλάσματα υπάρχουν άπειροι δεκαδικοί, γιατί όλοι οι αριθμοί μπορούν να 

γίνουν δεκαδικοί». Ένα από τα δύο παιδιά αναφέρθηκε καθαρά και στους 

ρητούς και στους άρρητους αριθμούς.  

3.4. Διαδικασία 

Σε κάθε ένα από τα τμήματα των σχολείων που συμμετείχαν στην έρευ‐

να επιδόθηκαν και τα 4 ειδών ερωτηματολόγια (Α/εΑ, Α/εΒ, Κ/εΑ, Κ/εΒ), 

με εξαίρεση τα τμήματα από το Γυμνάσιο Κορυδαλλού, στο οποίο επιδό‐

θηκαν δύο ειδών ερωτηματολόγια (Α/εΒ, Κ/εΒ).   
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Τα ερωτηματολόγια επιδόθηκαν από τον ίδιο ερευνητή, εκτός από την 

περίπτωση του Λυκείου Ιλίου, στο οποίο τα ερωτηματολόγια επέδωσε δι‐

αφορετικό άτομο, καθηγήτρια στο ίδιο σχολείο. Στην περίπτωση αυτή, η 

καθηγήτρια ακολούθησε τις οδηγίες που περιγράφονται στην επόμενη 

παράγραφο. 

Τα ερωτηματολόγια επιδόθηκαν στα παιδιά στο περιβάλλον της τάξης 

του σχολείου τους. Η ερευνήτρια συστήθηκε και ανέφερε τους λόγους για 

τους οποίους πραγματοποιείται η έρευνα, συγκεκριμένα για να διερευ‐

νήσει τις ιδέες τους σχετικά με τους αριθμούς. Διάβασε τις οδηγίες που 

αναφέρονται στην αρχική σελίδα του ερωτηματολογίου και έδωσε έμφα‐

ση στο γεγονός ότι ο όρος «αριθμός» στις επερχόμενες ερωτήσεις αναφέ‐

ρεται σε στοιχεία του συνόλου των πραγματικών αριθμών. Για την περί‐

πτωση των ερωτήσεων κλειστού τύπου (όλες οι ερωτήσεις στα ερωτημα‐

τολόγια τύπου Κ, οι ερωτήσεις ... στα ερωτηματολόγια τύπου Α), η ερευ‐

νήτρια απέτρεψε τα παιδιά από το να προσπαθήσουν να ανακαλύψουν 

τη σωστή απάντηση στις προτεινόμενες επιλογές. Συγκεκριμένα, διευ‐

κρίνισε ότι οι επιλογές προέκυψαν από απαντήσεις παιδιών της ίδιας με 

τους συμμετέχοντες ηλικίας. Προέτρεψε τα παιδιά να μη διστάσουν να 

διατυπώσουν τις προσωπικές τους απόψεις, στην περίπτωση που δεν 

συμφωνούν εντελώς με καμία από τις προτεινόμενες επιλογές. Για την 

περίπτωση των ερωτήσεων ανοιχτού τύπου, η ερευνήτρια ζήτησε από τα 

παιδιά να προσπαθήσουν να είναι όσο το δυνατόν πιο σαφή στις απα‐

ντήσεις τους. Πιο συγκεκριμένα, για τις ερωτήσεις Π1, Π2, Π3, Π4, Π5, Π6, η 

ερευνήτρια εξήγησε στα παιδιά ότι είναι στην επιλογή τους να προσδιο‐

ρίσουν –αν θεωρούν ότι μπορούν‐ πόσοι αριθμοί βρίσκονται στο δεδομέ‐

νο διάστημα, να τους αναφέρουν –αν θεωρούν ότι μπορούν‐ ή να τους 

περιγράψουν. Ζήτησε επίσης αιτιολόγηση  των απαντήσεων. 

Η συμπλήρωση των ερωτηματολογίων έγινε στη διάρκεια μιας σχολικής 

ώρας, με τη δυνατότητα των παιδιών να αξιοποιήσουν και την ώρα του 

διαλείμματος, εφόσον το επιθυμούσαν. Καθ’ όλη τη διάρκεια της ώρας, η 

ερευνήτρια ήταν στη διάθεση των παιδιών για οποιαδήποτε ερώτηση ή 

διευκρίνιση. 

Η συμπλήρωση των ερωτηματολογίων έγινε σε δύο φάσεις: Τα παιδιά 

που έλαβαν ερωτηματολόγιο  τύπου εΑ, απάντησαν στην Α΄ φάση τις 

ερωτήσει Με. Τα παιδιά που έλαβαν ερωτηματολόγιο  τύπου εΒ, απάντη‐

σαν στην Α΄ φάση τις ερωτήσει Χε.  Με τη συμπλήρωση των ερωτήσεων 

της Α΄ φάσης, κάθε ένα παιδί παρέδωσε το φύλλο με τις απαντήσεις του 

και πήρε τις αντίστοιχες ερωτήσεις της Β΄ φάσης.  
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3.5. Επεξεργασία των δεδομένων 

3.5.1. Βαθμολόγηση σε επίπεδο ερώτησης 

Στα επόμενα, οι κωδικοί «Π», «Αδ» και «Α» αναφέρονται στις απαντήσεις 

«Υπάρχει πεπερασμένο πλήθος αριθμών», «Υπάρχει αδιευκρίνιστο πλήθος 

αριθμών» και «Υπάρχουν άπειροι αριθμοί» αντίστοιχα,  στις ερωτήσεις Π1‐

Π6. Η απάντηση «Αδ» προέκυψε στα ανοιχτά ερωτηματολόγια, στις περι‐

πτώσεις στις οποίες τα υποκείμενα δήλωσαν υπάρχουν αριθμοί σε κά‐

ποιο δεδομένο διάστημα, επιλέγοντας την απάντηση «Ναι», χωρίς να δί‐

νουν άλλη πληροφορία σχετικά με το πλήθος ή το είδος των αριθμών αυ‐

τών. Κατά τη βαθμολόγηση, στην απάντηση «Αδ» αποδόθηκε μεγαλύτε‐

ρος βαθμός από την απάντηση «Π» και μικρότερος από την απάντηση 

«Α». Η απόφαση αυτή στηρίχτηκε στο εξής σκεπτικό: 

 Το παιδί, το οποίο δεν είναι σε θέση να χαρακτηρίσει το πλήθος των 

περιεχομένων   σε ένα διάστημα αριθμών ως «άπειρο», βαθμολογείται 

με μικρότερο βαθμό από το παιδί, το οποίο χρησιμοποιεί την έκφραση 

αυτή. 

 Το παιδί που δεν μπορεί να βρει παραδείγματα αριθμών σε ένα δεδο‐

μένο διάστημα, αλλά παρ’ όλ’ αυτά θεωρεί δεδομένη την ύπαρξή τους, 

βαθμολογείται με μεγαλύτερο βαθμό από το παιδί που θεωρεί ότι δεν 

υπάρχουν αριθμοί στο διάστημα αυτό. 

3.5.1.1. Βαθμολόγηση των ερωτηματολογίων τύπου Α 

Στην περίπτωση αυτή, οι απαντήσεις σε κάθε μία ερώτηση ομαδοποιή‐

θηκαν σε 4 κατηγορίες. Με 0 βαθμολογήθηκαν οι μη κατατάξιμες απα‐

ντήσεις. Οι απαντήσεις «Π» ομαδοποιήθηκαν και βαθμολογήθηκαν με 1. 

Οι απαντήσεις «Αδ» βαθμολογήθηκαν με 2, βάσει του σκεπτικού που πε‐

ριγράφτηκε παραπάνω. Οι απαντήσεις «Α» βαθμολογήθηκαν με 3.  

3.5.1.2. Βαθμολόγηση των ερωτηματολογίων τύπου Κ 

Στην περίπτωση αυτή, οι απαντήσεις σε κάθε μία από τις ερωτήσεις Π1‐

Π6 ομαδοποιήθηκαν σε 3 κατηγορίες. Οι απαντήσεις «Π» αποτέλεσαν  

μια κατηγορία και βαθμολογήθηκαν με 1, ενώ οι απαντήσεις «Α» αποτέ‐

λεσαν μια  δεύτερη κατηγορία και βαθμολογήθηκαν με 2. Με 0 βαθμολο‐

γήθηκαν οι μη κατατάξιμες απαντήσεις. Ειδικά για τις ερωτήσεις Π3 και 

Π6, με 0 βαθμολογήθηκε και η απάντηση «Η ερώτηση δεν έχει νόημα για 

τους συγκεκριμένους αριθμούς». Η βαθμολόγηση για κάθε μία από τις 

ερωτήσεις Π1‐Π6 παρουσιάζεται αναλυτικά στον πίνακα .... 
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3.5.2. Βαθμολόγηση σε επίπεδο ομάδας ερωτήσεων 

Προκειμένου να συγκριθούν τα δεδομένα από τα ανοιχτά και τα κλειστά 

ερωτηματολόγια,  τα υποκείμενά  κατατάχθηκαν  σε τρεις διαφορετικές 

κατηγορίες, με βάση τις απαντήσεις τους σε όλες τις ερωτήσεις Π1‐Π6.   

Στην πρώτη κατηγορία, ομαδοποιήθηκαν τα υποκείμενα που έδωσαν την 

απάντηση «Π» και στις έξι ερωτήσεις Π1‐Π6.  Στην ίδια κατηγορία ομαδο‐

ποιήθηκαν και τα υποκείμενα, τα οποία έδωσα την απάντηση «Ο» σε 2, 

το πολύ, ερωτήσεις από τις  Π1‐Π6 και την απάντηση «Π» σε όλες τις υπό‐

λοιπες. Στην τρίτη κατηγορία ομαδοποιήθηκαν τα υποκείμενα που έδω‐

σαν την απάντηση «Α» σε κάθε μία από τις ερωτήσεις Π1‐Π6. Στην ενδιά‐

μεση κατηγορία, εντάχθηκαν όλες οι υπόλοιπες κατηγορίες απαντήσε‐

ων. Στον πίνακα 3‐3 περιγράφονται οι τρεις κατηγορίες, σε σχέση με τις 

απαντήσεις στις επιμέρους ερωτήσεις. 

Πίνακας 3‐3:Απαντήσεις στις ερωτήσεις Π1‐Π6 και αντίστοιχες κατηγορίες 

Κατηγορία  Απαντήσεις στις ερωτή‐

σεις Π1‐Π6 

1  {Π, Π, Π, Π, Π, Π} 

ή 

{Π, Π, Π, Π, Π,0} 

ή 

{Π, Π, Π, Π,0,0} 

2  {α, β, γ, δ, ε, ζ, η } 

με α, β, γ, δ, ε, ζ, η ∈ 
{Π,Δ,Α,Ο} 

3  {A, A, A, A, A, A} 

 

Π: Υπάρχει πεπερασμένο πλήθος αριθμών ανάμεσα στους δύο α‐

ριθμούς (≥0) 

Αδ: Υπάρχει αδιευκρίνιστο πλήθος αριθμών ανάμεσα στους δύο 

αριθμούς  

Α: Υπάρχει άπειρο πλήθος αριθμών ανάμεσα στους δύο αριθμούς 

 

Στη συνέχεια θα αναφερόμαστε στην πρώτη, δεύτερη και τρίτη κατηγο‐

ρία ως «πάντα Π», «Ενδιάμεση» , «Πάντα Α» αντίστοιχα. 
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3.6. Αναλύσεις και αποτελέσματα 

3.6.1.1. Αποτελέσματα ανά ερώτηση   

3.6.1.2. Επίδοση ανά ερώτηση 

Στον πίνακα 3‐4 παρουσιάζεται η συχνότητα κάθε απάντησης στην ερώ‐

τηση Πε. 

Πίνακας 3‐4: Απαντήσεις στην Πε και αντίστοιχη συχνότητα 

  Ανοιχτά Κλειστά 

Ο επόμενος 

του 999... 

Γ  Λ Γ Λ 

Ν  % Ν % Ν % Ν  % 

Καμία απά‐

ντηση 

32  38,6 27 40,9 4 4,9 3  4,2

1000  31  37,3 18 27,3 25 30,9 26  36,6

π.χ. 999,001  6  7,2 5 7,6 23 28,4 11  15,5

Υπάρχει, αλ‐

λά δεν μπο‐

ρεί να προσ‐

διοριστεί 

999,00...01 

6  7,2 10 15,2 17 21,0 19  26,8

Δεν υπάρχει  8  9,6 6 9,1 12 14,8 12  16,9

Σύνολο  83  66 81 71 
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Στον πίνακα 3‐5 παρουσιάζεται η συχνότητα κάθε κατηγορίας απάντη‐

σης σε κάθε μία από τις ερωτήσεις Π1‐Π6.   

 

Πίνακας 3‐5: Συχνότητα και ποσοστό % ε κάθε κατηγορίας απάντησης 

ανά ερώτηση Π1‐Π6 

Ερωτήσεις 

  

Κατηγορίες 

απαντήσεων

Α Κ 

Γ Λ Γ Λ 

Ν % Ν % Ν % Ν  % 

Π1  (Χε) 

0,005‐0,006 

0 1 1,2 6 9,1 2 2,5 0  0 

Π 60 72,3 28 42,4 42 51,9 22  31,0 

Αδ 4 4,8 17 25,8 ‐ ‐ ‐  ‐ 

Α 18 21,7 15 22,7 37 45,7 49  69,0 

  Σύνολο  83   66   81    71    

Π4 (Με) 

0,1‐0,2 

 

0 0  0,0 0 0 1 1,2  1  1,4 

Π 56 67,5 33 50 39 48,1 24  33,8 

Αδ 8 9,6 16 24,2 ‐ ‐     

Α 19 22,9 17 25,8 41 50,6 46  64,8 

  Σύνολο  83 66 81 71   

Π2  (Χε) 

 

8

5
,

8

3  

0 4 4,8 3 4,5 1 1,2  0  0,0 

Π 60 72,3 30 45,5 54 66,7 30  42,3 

Αδ 7 8,4 20 30,3 ‐ ‐  ‐  ‐ 

Α 12 14,5 13 19,7 26 32,1 41  57,7 

  Σύνολο  83 66 81 71   

Π5 (Με) 

3

2
,

3

1  

0  2 2,4 4 6,1 1 1,2  2  2,8 

Π 54 65,1 27 40,9 43 53,1 24  33,8 

Αδ 15 18,1 19 28,8 ‐ ‐  ‐  ‐ 

Α 2 14,5 16 24,2 37 45,7 45  63,4 

  Σύνολο  83 66 81 71   

Π3 (Χε) 

0,001‐0,01 

0 5 6 1 1,5 14 17,3 10  14,1 

Π 49  59 17 25,8 37 45,7 22  31,0 

Αδ 10  12 23 34,8 ‐ ‐  ‐  ‐ 

Α 19 22,9 25 37,9 30 37,0 39  54,9 

  Σύνολο  83 66 81 71   

Π6 (Με) 

0,01‐0,1 

0 2 2,4 2 3 7 8,6  5  7,0 

Π 44 53 30 45,5 38 46,9 25  35,2 

Αδ 15 18,1 17 25,8 ‐ ‐  ‐  ‐ 

Α 22 26,5 17 25,8 36 44,4 41  57,7 

  Σύνολο  83 66 81 71   
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Από τον πίνακα φαίνεται ότι: 

 Στα  ερωτηματολόγια ανοικτού τύπου (Α), 

  η επικρατούσα απάντηση είναι η «Π», εκτός από την περίπτωση της Π3 

για τη Β΄ Λυκείου. 

 Η απάντηση  «Αδ» εμφανίζεται πιο συχνά στην περίπτωση της Β΄ Λυ‐

κείου, στηρίζοντας την εκτίμηση ότι  η απάντηση αυτή είναι «καλύτε‐

ρη» από την απάντηση «Π». Στην περίπτωση της Γ΄ Γυμνασίου, η απά‐

ντηση «Αδ» εμφανίζεται πιο συχνά στις ερωτήσεις Π5 και Π6, οι οποίες 

είναι ερωτήσεις Με.  

 Στις ερωτήσεις Με (Π4, Π5,Π6), μειώνεται το πλήθος των απαντήσεων 

«0». Συγκεκριμένα, υπάρχουν 20 συνολικά απαντήσεις «0» στις ερωτή‐

σεις Χε, αλλά 10 συνολικά απαντήσεις «0» στις ερωτήσεις Με.  

 Στα  ερωτηματολόγια κλειστού τύπου (Κ), 

 η επικρατούσα κατηγορία απαντήσεων είναι σταθερά «Α» για τη Β΄ 

Λυκείου, ενώ είναι «Π» για την Γ΄ Γυμνασίου, εκτός από την περίπτωση 

της Π4. 

 Στην περίπτωση της Π3, εμφανίζεται η απάντηση «0» σε σημαντικά με‐

γαλύτερο ποσοστό, συγκριτικά με τις υπόλοιπες ερωτήσεις. Αυτό οφεί‐

λεται στη συχνότητα   επιλογής της απάντησης «Η ερώτηση δεν έχει 

νόημα, γιατί οι συγκεκριμένοι αριθμοί ανήκουν σε διαφορετική ομάδα: 

Ο ένας έχει 2 και ο άλλος έχει τρία δεκαδικά ψηφία». Η επιλογή της 

απάντησης αυτής μειώνεται σημαντικά στην Π6, στην οποία εμφανίζε‐

ται επιπλέον η ευθεία των πραγματικών αριθμών. 

 Στις ερωτήσεις Με (Π4, Π5,Π6), μειώνεται το πλήθος των απαντήσεων 

«0». Συγκεκριμένα, υπάρχουν  27 συνολικά απαντήσεις «0» στις ερωτή‐

σεις Χε, αλλά 17 απαντήσεις «0» στις ερωτήσεις Με. 

Συνοψίζοντας, 

 Στην Γ΄ Γυμνασίου, τόσο στα ερωτηματολόγια Α , όσο και στα ερωτη‐

ματολόγια κλειστού τύπου, η Π2 είναι η ερώτηση που λαμβάνει την 

απάντηση «Π» με τη μεγαλύτερη συχνότητα. Η  απάντηση «Α» δίνεται 

με μεγαλύτερη συχνότητα στην ερώτηση Π6, στην περίπτωση των ε‐

ρωτηματολογίων Κ . Στην περίπτωση των ερωτηματολογίων Α, η α‐

πάντηση «Α» δίνεται με μεγαλύτερη συχνότητα στην ερώτηση Π4. Και 

οι δύο ερωτήσεις αφορούν δεκαδικούς και είναι ερωτήσεις Με. 

 Στην Β΄ Λυκείου, η Π2 λαμβάνει την απάντηση «Π» με μεγάλη συχνό‐

τητα, τόσο στα ερωτηματολόγια Α , όσο και στα ερωτηματολόγια Κ 

(επικρατούσα στα Κ, δεύτερη στη σειρά στα Α). Τα ερωτηματολόγια Α 
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και Κ διαφοροποιούνται, όσον αφορά τη συχνότητα της απάντησης 

«Α»: Στα ερωτηματολόγια Α, η απάντηση «Α» δίνεται με τη μεγαλύτε‐

ρη συχνότητα στην ερώτηση Π3. Στα ερωτηματολόγια Κ, η απάντηση 

«Α» δίνεται με τη μεγαλύτερη συχνότητα στην ερώτηση Π1. Τόσο η Π1, 

όσο και η Π3 είναι ερωτήσεις Χε, οι οποίες αφορούν δεκαδικούς. 

 Στην ερώτηση Πε παρατηρείται η μεγαλύτερη δυσκολία των παιδιών 

να παρουσιάσουν κάποια απάντηση, τόσο στα ανοικτά, όσο και στα 

κλειστά ερωτηματολόγια.  

3.6.1.3. Βεβαιότητα ανά ερώτηση 

Στον πίνακα... παρουσιάζεται η κατάταξη των ερωτήσεων Π1‐Π3 βάσει 

δύο κριτηρίων: Το μέσο όρο της επίδοσης σε κάθε ερώτηση (

__

E )και το μέ‐

σο όρο του βαθμού βεβαιότητας  (

__

B )με τον οποίο αυτοαξιολογήθηκε 

κάθε παιδί.  
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Πίνακας 3‐6: Φθίνουσα κατάταξη των ερωτήσεων Π1‐Π6, βάσει των μέσων όρων επί‐

δοσης (
__

E ) και βεβαιότητας (
__

B ) στα ερωτηματολόγια Α και Κ. 

 

Ερωτηματολόγια ανοικτού τύπου

Γυμνάσιο  Λύκειο 
__

E  
min=0,max=3 

Πi 

με 

__

E   

__

B  
min=1,max=5

Πi 

με 

__

B

__

E  
min=0,max=3

Πi 

με 

__

E

__

B  
min=1,max=5 

Πi 

με 

__

B
1,69 
,896 

Π6  3,96 
1,224 

Π2  2,09 
,836

Π3 3,92 
,950  

Π4 

1,55 
,845 

Π4  3,84 
1,292 

Π3 1,76 
,842

Π6 3,91 
1,486 

Π2 

1,52 
,915 

Π3  3,819 
1,2797 

Π6 1,74 
,882

Π4 3,864 
1,1353 

Π6 

1,47 
,846 

Π1  3,77 
1,162 

Π4 1,71 
,907

Π5 3,74 
1,339 

Π3 

1,45 
,769 

Π5  3,76 
1,143 

Π1 1,65 
,850

Π2 3,53 
1,551 

Π1 

1,33 
,783 

Π2  3,54 
1,272 

Π5 1,62 
,941

Π1 3,42 
1,359 

Π5 

Ερωτηματολόγια κλειστού τύπου

Γ  Λ
__

E  
min=0 

max=2 

Πi 

με 

__

E   

__

B  
min=1 

max=5 

Πi 

με 

__

B

__

E  
min=0 

max=2

Πi 

με 

__

E  

__

B  
min=1 

max=5 

Πi 

με 

__

B
1,49
,527 

Π4  3,98
,967

Π4 1,69
,466

Π1 4,042 
,7058 

Π6 

1,44
,524

Π5  3,80
1,030

Π1 1,63
,514

Π4 3,97 
,828 

Π4 

1,43
,546

Π1  3,77
1,052

Π2 1,61
,547

Π5 3,76 
,948 

Π3 

1,36
,639

Π6  3,728
1,0841

Π6 1,58
,497

Π2 3,76 
,963 

Π1 

1,31
,491

Π2  3,67
1,000

Π5 1,51
,630

Π6 3,75 
9,52 

Π5 

1,20
,714

Π3  3,67
1,118

Π3 1,41
,729

Π3 3,66 
,970 

Π2 
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 Με μια πρώτη εκτίμηση των στοιχείων του πίνακα φαίνεται ότι η επίδο‐

ση ανά ερώτηση δεν είναι απαραίτητα θετικά συσχετισμένη με τη βε‐

βαιότητα με την οποία απαντήθηκε.  

Η ερώτηση Π2 παρουσιάζει τη μεγαλύτερη διαφορά ανάμεσα στις θέσεις 

στις οποίες κατατάσσεται με βάση την επίδοση των συμμετεχόντων και 

με βάση το βαθμό βεβαιότητας με τον οποίο αυτοαξιολογήθηκαν. Για 

παράδειγμα, τα παιδιά της Γ΄ Γυμνασίου αναφέρουν ότι είναι περισσότε‐

ρο σίγουρα για την απάντησή τους στην ερώτηση Π2, σε σύγκριση με τις 

υπόλοιπες ερωτήσεις, ενώ παρουσιάζουν τη μικρότερη επίδοση στην ε‐

ρώτηση αυτή. Αντίστοιχα για τα παιδιά της Β΄ Λυκείου, κατά λιγότερο 

ακραίο τρόπο. Να σημειωθεί ότι τα παιδιά της Β΄ Λυκείου, ενώ έχουν 

στην Π3 τη μεγαλύτερη μέση επίδοση, δεν αναφέρουν αντίστοιχη βεβαιό‐

τητα. 

Πράγματι, στα ερωτηματολόγια ανοικτού τύπου, για το Γυμνάσιο, προ‐

κύπτει ότι η βεβαιότητα είναι θετικά συσχετισμένη με την επίδοση, σε 

σημαντικό βαθμό, μόνο στις ερωτήσεις Π5,Κ (p=0,011) και Π4 Δ(p<0.001) 

.Στην περίπτωση του Λυκείου, η βεβαιότητα είναι θετικά συσχετισμένη 

με την επίδοση, σε σημαντικό βαθμό, μόνο στις ερωτήσεις Π1, Δ(p=<0.001) 

και Π3 Δ(p=0,026) και η Π5 (p=0,008)Κ. (κριτήριο Spearman, βλ.Πίνακα....). 

Επιπλέον, διερευνήθηκαν οι διαφορές που παρουσιάζουν ως προς τη βε‐

βαιότητα οι συμμετέχοντες, ανάλογα με την απάντηση την οποία δίνουν 

σε κάθε μία ερώτηση (κριτήριο Kruskal‐Wallis, βλ. Πίνακα...). Για την α‐

νάλυση αυτή, οι απαντήσεις ανά ερώτηση κατηγοριοποιήθηκαν σε τρεις 

κατηγορίες Α,Β,Γ. Η κατηγορία Α περιλαμβάνει τις απαντήσεις «0» και 

«Π», η κατηγορία Β την απάντηση «Αδ» και η κατηγορία Γ την απάντηση 

«Α». Από την ανάλυση προέκυψε ότι στατιστικά σημαντικές διαφορές 

στη βεβαιότητα με την οποία απαντούν οι συμμετέχοντες, ανάλογα με 

την κατηγορία στην οποία ανήκουν, εμφανίζονται στις ερωτήσεις Π3 

(p=0,016), Π4 (p=0,003), Π5 (p=0,001) (για το Γυμνάσιο) και Π1 (p=0,002), Π3 

(p=0,016), Π5 (p=0,021)  (για το Λύκειο). Οι ερωτήσεις αυτές σημειώνονται 

με  στον πίνακα 3‐7 .Στον ίδιο πίνακα, εμφανίζονται στην 3ης και στην 

8ης στήλης τονισμένες οι τιμές τις μέσης βεβαιότητας που  αντιστοιχούν 

στις ερωτήσεις, στις οποίες οι συμμετέχοντες που ανήκουν στην κατηγο‐

ρία Β απάντησαν με μικρότερη βεβαιότητα, συγκριτικά με τους συμμετέ‐

χοντες της κατηγορίας Α.   
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Πίνακας 3‐7 

Ερωτηματολόγια ανοικτού τύπου

  Γυμνάσιο Λύκειο 

Πi 

 

__

B , 
__

E  

Διαφορές 

της 
__

B  ανά 
κατηγορία 

απάντησης 

__

B  
ανά  κατη‐

γορία  α‐

πάντησης 

__

B ,
__

E
 

Διαφορές 

της 
__

B  ανά 
κατηγορία 

απάντησης 

__

B   
ανά  κατη‐

γορία  α‐

πάντησης 

Π1 

0,005‐

0,006 

‐‐  ‐‐  A: 3,64 

Β: 4,00 

Γ: 3,77 

+   A: 3,15 

Β:3,82 

Γ:4,53 

Π2 

8

5
,

8

3
 

‐‐  ‐‐  A: 3,94

Β: 3,86 

Γ: 4,50 

‐‐  ‐‐ A: 3,78 

Β: 3,60 

Γ: 4,38 

Π3 

0,001‐

0,01 

‐‐    A: 3,74

Β: 3,60 

Γ: 4,47 

+   A: 3,61 

Β: 3,43 

Γ: 4,28 

Π4 

0,1‐0,2 

+    A: 3,50 

Β: 4,13 

Γ: 4,42 

‐‐  ‐‐ A: 3,85 

Β:  3,69 

Γ: 4,29 

Π5 

3

2
,

3

1  

+    A: 3,39

Β: 3,33 

Γ: 4,67 

+   A: 3,10 

Β: 3,47 

Γ: 4,19 

Π6 

0,01‐

0,1 

‐‐‐  ‐‐  A: 3,74

Β: 3,60 

Γ: 4,27 

‐‐  ‐‐ A: 3,78 

Β: 3,71 

Γ: 4,24 

 

Από τα στοιχεία του πίνακα 3‐7 φαίνεται ότι οι συμμετέχοντες, σε γενι‐

κές γραμμές,  δίνουν απαντήσεις με αρκετά μεγάλη βεβαιότητα στο ερω‐

τηματολόγιο, δεδομένου ότι η  
__

B  είναι σταθερά μεγαλύτερη από την τιμή 

3, που αντιστοιχεί στο μέσον της κλίμακας που χρησιμοποιήθηκε. Γενικά, 

δεν προκύπτει ότι αυτοί που απαντούν καλύτερα στις ερωτήσεις, έχουν 

μεγαλύτερη βεβαιότητα για την απάντησή τους. Το αποτέλεσμα αυτό εί‐

ναι σύμφωνο με την υπόθεσή μας. Ωστόσο, οι συμμετέχοντες της Γ΄ κα‐

τηγορίας, που έχουν και τη μεγαλύτερη επίδοση στη δεδομένη ερώτηση, 

απαντούν σταθερά με μεγαλύτερη βεβαιότητα από τους υπόλοιπους, ε‐

κτός από την περίπτωση της Π1, για το Γυμνάσιο. Δεδομένου ότι οι συμ‐

μετέχοντες της κατηγορίας αυτής είναι σε θέση να δώσουν την απάντη‐
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ση «Α» σε ερωτήσεις ανοικτού τύπου, χωρίς την υποστήριξη των πολλα‐

πλών επιλογών, το επίπεδο της κατανόησής τους πρέπει να είναι αρκετά 

υψηλό και φαίνεται ότι συνοδεύεται με την αίσθηση της βεβαιότητας. Αν 

και παράγοντες που συνδέονται με την ιδιοσυγκρασία του κάθε συμμε‐

τέχοντα, όπως, για παράδειγμα, η υψηλή ή όχι αυτοπεποίθηση θα πρέπει 

να ληφθούν υπόψη, το αποτέλεσμα αυτό υποδεικνύει ότι, στην περίπτω‐

ση  της κατηγορίας Γ, εμφανίζεται και μεγαλύτερη μεταγνωσιακή επί‐

γνωση. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι ερωτήσεις εκείνες, στις οποίες οι 

συμμετέχοντες της κατηγορίας Α απάντησαν με μεγαλύτερη βεβαιότητα, 

σε σύγκριση με τους συμμετέχοντες της κατηγορίας Β, κάτι που επίσης 

είναι σύμφωνο προς την υπόθεσή μας. Συγκεκριμένα, οι απαντήσεις της 

κατηγορίας «Α» είναι αυτές που αντιστοιχούν στα χαμηλότερα επίπεδα 

κατανόησης για την κάθε ερώτηση και δίνονται από συμμετέχοντες που 

δεν έχουν καλή επίγνωση των προβλημάτων που ενυπάρχουν. Επίσης, 

πρέπει να τονιστεί ιδιαίτερα η περίπτωση της ερώτησης Π2, η οποία συν‐

δυάζει τα μεγαλύτερα ποσοστά απαντήσεων «Π», τόσο στην περίπτωση 

του Γυμνασίου, όσο και στην περίπτωση του Λυκείου ταυτόχρονα με υ‐

ψηλό μέσο όρο βεβαιότητας (βλ. Πίνακα....). Και στην περίπτωση αυτή, οι 

συμμετέχοντες στην κατηγορία Β έχουν μικρότερο βαθμό βεβαιότητας, 

συγκριτικά με τους συμμετέχοντες στην κατηγορία Α.  

Στα  ερωτηματολόγια κλειστού τύπου (Κ),  για το Γυμνάσιο, προκύπτει 

ότι η βεβαιότητα είναι θετικά συσχετισμένη με την επίδοση, σε σημαντι‐

κό βαθμό, μόνο στην ερώτηση Π3 , (p=0,011). Στην περίπτωση του Λυκεί‐

ου, η βεβαιότητα είναι θετικά συσχετισμένη με την επίδοση, σε σημαντι‐

κό βαθμό, στις ερωτήσεις Π3, (p=0,011) και Π4 (p=0,008) και  Π5 (p=0,001) 

(κριτήριο Spearman, βλ. Πίνακα ....). Επιπλέον, διερευνήθηκαν οι διαφο‐

ρές που παρουσιάζουν ως προς τη βεβαιότητα οι συμμετέχοντες, ανάλο‐

γα με την απάντηση την οποία δίνουν σε κάθε μία ερώτηση (κριτήριο 

Kruskal‐Wallis, βλ. Πίνακα...). Για την ανάλυση αυτή, οι απαντήσεις ανά 

ερώτηση κατηγοριοποιήθηκαν σε τρεις κατηγορίες Α,Γ. Η κατηγορία Α 

περιλαμβάνει τις απαντήσεις «0» και «Π» και η κατηγορία Γ την απάντη‐

ση «Α». Από την ανάλυση προέκυψε ότι στατιστικά σημαντικές διαφορές 

στη βεβαιότητα με την οποία απαντούν οι συμμετέχοντες, ανάλογα με 

την κατηγορία στην οποία ανήκουν, εμφανίζονται στις ερωτήσεις Π3 

(p=0,011) (για το Γυμνάσιο) και  Π3 (p=0,23 ), Π4 (p=0,008 ), Π5 (p=0,001 )  (για 

το Λύκειο). Οι ερωτήσεις αυτές σημειώνονται με  στον πίνακα.... Στις 

ερωτήσεις αυτές, η κατηγορία Γ είναι σημαντικά συσχετισμένη με μεγα‐

λύτερη βεβαιότητα. Στον ίδιο πίνακα, εμφανίζονται στην 3ης και στην 8ης 

στήλης τονισμένες οι τιμές τις μέσης βεβαιότητας που  αντιστοιχούν στις 
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ερωτήσεις, στις οποίες οι συμμετέχοντες που ανήκουν στην κατηγορία Γ 

απάντησαν με μικρότερη βεβαιότητα, συγκριτικά με τους συμμετέχοντες 

της κατηγορίας Α.  Φαίνεται ότι, στην περίπτωση του Γυμνασίου, οι συμ‐

μετέχοντες που έδωσαν την «καλύτερη» απάντηση στις Π1,Π2, Π4 το έκα‐

ναν με μικρότερη βεβαιότητα, σε σύγκριση με αυτούς που έδωσαν τη 

«χειρότερη» απάντηση. Αυτό είναι σύμφωνο με την υπόθεσή μας, δεδο‐

μένου ότι κάποια από τα παιδιά που δίνουν την απάντηση «Α» στα κλει‐

στά ερωτηματολόγια φαίνεται να υποβοηθούνται από την ύπαρξη πολ‐

λαπλών επιλογών. Στην περίπτωση του Λυκείου, η κατηγορία Γ χαρα‐

κτηρίζεται από μεγαλύτερο βαθμό βεβαιότητας και μάλιστα, η συσχέτι‐

ση είναι στατιστικά σημαντική σε τρεις από τις έξι ερωτήσεις. 
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Πίνακας 3‐8 

 

Ερωτηματολόγια κλειστού τύπου

 

 

 

Πi 

 

Γυμνάσιο  Λύκειο 

Σημαντική 

συσχέτιση 

των  
__

B , 
__

E  
 

Διαφορές 

της 
__

B  ανά 
κατηγορία 

απάντησης 

__

B  
ανά  κατη‐

γορία  α‐

πάντησης 

Σημαντική

συσχέτιση 

των  
__

B , 
__

E  
 

Διαφορές 

της 
__

B  ανά 
κατηγορία 

απάντησης 

__

B   
ανά  κατη‐

γορία  α‐

πάντησης 

Π1 

0,005‐

0,006 

‐‐  ‐‐  Α: 3,86

Γ: 3,76 

‐‐  ‐‐  Α: 3,50 

Γ: 3,88 

Π2 

8

5
,

8

3
 

‐‐  ‐‐  Α: 3,80 

Γ: 3,73 

‐‐  ‐‐  Α: 3,50 

Γ: 3,80 

Π3 

0,001‐

0,01 

+    Α: 3,43

Γ: 4,10 

+    Α: 3,37 

Γ: 4,00 

Π4 

0,1‐0,2 

‐‐  ‐‐  Α: 4,13

Γ: 3,85 

+    Α: 3,52 

Γ: 4,22 

Π5 

3

2
,

3

1  

‐‐  ‐‐  Α: 3,50 

Γ: 3,89 

+    Α: 3,27 

Γ: 4,04 

Π6 

0,01‐

0,1 

‐‐  ‐‐  Α: 3,64 

Γ: 3,86 

‐‐  ‐‐  Α: 3,83 

Γ: 4,20 

 

 

3.6.1.4. Διαφορές την επίδοση ανά ερώτηση 

Από τον πίνακα 3‐6 φαίνεται ότι ο μέσος όρος της επίδοσης σε κάθε μία 

ερώτηση είναι πάντα μεγαλύτερος για τα παιδιά της Β΄ Λυκείου. 

Εξετάζοντας (κριτήριο Mann Whitney,...)την επίδοση σε κάθε μία ερώτη‐

ση σε σχέση με την ηλικία, προέκυψε ότι, στο σύνολο των 6 ερωτήσεων, 

στατιστικά σημαντικές διαφορές ανάμεσα στα παιδιά της Γ΄ Γυμνασίου 

και της Β΄ Λυκείου εμφανίζονται: 
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 Στα ερωτηματολόγια Κ,  στις  ερωτήσεις Π1 (p=0,003), Π2(p=0,001)  και 

Π5 (p=0,043). Οι Π2 και οι Π5 αφορούν τα κλάσματα, ενώ η Π1 τους ψευ‐

δο‐διαδοχικούς δεκαδικούς 0,005, 0,006. στα κλειστά. 

 Στα ερωτηματολόγια Α, στις ερωτήσεις Π2 (p=0,005), Π5 (p=0,040).  

Οι ερωτήσεις, οι οποίες προκαλούν στατιστικά σημαντική διαφορά στην 

επίδοση της Β΄ Λυκείου, σε σύγκριση με τη Γ΄ Γυμνασίου, τόσο στα ερω‐

τηματολόγια ανοικτού τύπου, όσο και στα ερωτηματολόγια κλειστού τύ‐

που είναι οι ερωτήσεις που αφορούν τα κλάσματα. 

3.6.1.5. Αποτελέσματα σε επίπεδο ομάδας ερωτήσεων 

Μετρώντας την επίδοση ως  άθροισμα των επιμέρους βαθμών στις ερω‐

τήσεις Π1‐Π6, εξετάστηκαν  η επίδραση της ηλικίας, του φύλου και της 

συνθήκης εΑ/εΒ (δια‐υποκειμενικές συνθήκες). Εξετάστηκαν επίσης η ε‐

πίδραση της (ενδοϋποκειμενικής) συνθήκης Με/Χε. 

3.6.1.6. Ανοιχτά  ερωτηματολόγια 

 Η μεταβλητή της επίδοσης φαίνεται ότι δεν ακολουθεί την κανονική κα‐

τανομή (Πίνακας Α1). Το ενδιαφέρον είναι ότι αυτό συμβαίνει γιατί υ‐

πάρχει μεγάλη συγκέντρωση σε τιμή, συγκεκριμένα στην τιμή 6. Η τιμή 

αυτή αντιστοιχεί στην απάντηση (Π,Π,Π,Π,Π,Π).  Με μη παραμετρικά 

κριτήρια  (Mann‐Whitney, βλ. Πίνακα Α2) προκύπτει ότι το φύλο και η η‐

λικία είναι σημαντικά συσχετισμένα ((p=.022, p=.004 αντίστοιχα)με την 

επίδοση. Δεν συμβαίνει το ίδιο και με τη συνθήκη εΑ/εΒ (p=.960). 

Με επιφύλαξη χρησιμοποιήθηκε το παραμετρικό κριτήριο t  για διμετα‐

βλητό έλεγχο της επίδοσης σε σχέση με κάθε μία από τις ανεξάρτητες 

μεταβλητές (βλ. Πίνακες Α3), το οποίο έδειξε   ανά δύο συσχέτιση μεταξύ 

επίδοσης και φύλου, ηλικίας αντίστοιχα,  αλλά όχι και με την εΑ/εΒ. Στη 

συνέχεια, από πολυμεταβλητή ανάλυση (two way anova, βλ.Πίνακα Α4) 

προέκυψε  ότι τόσο το φύλο, όσο και η ηλικία είναι σημαντικά συσχετι‐

σμένες (p=.011, p=.014) με την επίδοση. Συγκεκριμένα, τα αγόρια και οι 

μαθητές της Β΄ Λυκείου έχουν καλύτερη επίδοση. 

Η επίδραση της Με/Χε είναι στατιστικά σημαντική (p=.001, κριτήριο Wil‐

coxon) μόνο για την Γ΄ Γυμνασίου (βλ.Πίνακα Α5).  

3.6.1.7. Κλειστά ερωτηματολόγια 

Η μεταβλητή της επίδοσης φαίνεται ότι δεν ακολουθεί την κανονική κα‐

τανομή (Πίνακας Β1). Το μη παραμετρικό κριτήριο Mann‐Whitney δείχνει 

ότι μόνο η ηλικία είναι σημαντικά συσχετισμένη (p=.011) με την επίδοση 
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(Πίνακες Β2). Το ίδιο δείχνει και το παραμετρικό κριτήριο t (p=.007, 

βλ.Πίνακες Β3).  

Η επίδραση της Με/Χε είναι στατιστικά σημαντική (p=.002, κριτήριο Wil‐

coxon) μόνο για την Γ΄ Γυμνασίου, ενώ δεν είναι σημαντική στην περί‐

πτωση της Β΄ Λυκείου.  

Συνοψίζοντας: 

 Τόσο στα ερωτηματολόγια ανοικτού, όσο και κλειστού τύπου, τα παι‐

διά της Β΄ Λυκείου έχουν καλύτερη συνολική επίδοση στις ερωτήσεις 

Π1‐Π6, κάτι που είναι σύμφωνο με την υπόθεσή μας. 

 Η επίδραση του φύλου στη συνολική επίδοση ανιχνεύεται στα ανοιχτά 

ερωτηματολόγια, υπέρ των αγοριών.  Το αποτέλεσμα αυτό είναι σύμ‐

φωνο με την υπόθεσή μας, δεδομένου ότι το έργο της συμπλήρωσης 

των ερωτηματολογίων αποδεικνύεται πιο δύσκολο, σε σύγκριση με τη 

συμπλήρωση των κλειστών ερωτηματολογίων, τόσο για τα παιδιά της 

Γ΄ Γυμνασίου, όσο και για τα παιδιά της Β΄ Λυκείου. 

 Στην περίπτωση του Λυκείου, ο μέσος όρος της επίδοσης των συμμε‐

τεχόντων στις ερωτήσεις, στις οποίες είναι παρούσα η ευθεία, δεν δια‐

φέρει γενικά σημαντικά από το μέσο όρο της επίδοσή τους, όταν η ευ‐

θεία δεν είναι παρούσα. Αντίθετα, στην περίπτωση του Γυμνασίου, η 

παρουσίας της ευθείας βελτιώνει την  επίδοση των παιδιών. Ωστόσο, η 

θετική επίδραση της ευθείας υφίσταται μόνο όταν αυτή είναι πράγμα‐

τι παρούσα, δεδομένου ότι η επίδοση των παιδιών που ξεκινούν τη συ‐

μπλήρωση του ερωτηματολογίου με τις ερωτήσεις στις οποίες εμφανί‐

ζεται η ευθεία των πραγματικών αριθμών, δεν διαφέρει σημαντικά 

από την επίδοση αυτών που ξεκινούν τη συμπλήρωση με τις ερωτήσεις 

που δεν συνοδεύονται από την ευθείας. 

3.6.1.8. Συνολική επίδοση και στάδια κατανόησης 

Στον πίνακα... παρουσιάζεται οι συχνότητες και τα αντίστοιχα ποσοστά. 

σύμφωνα με τα οποία κατατάχτηκαν οι συμμετέχοντες σε κάθε μια από 

τις κατηγορίες «Πάντα Π», «Ενδιάμεση», «Πάντα Α», ανάλογα με την η‐

λικία τους και τον τύπο του ερωτηματολογίου που απάντησαν. 

Πίνακας 3‐9. Κατάταξη σε τρεις κατηγορίες: Συχνότητες και ποσοστά 

 

Κατηγο‐

ρία 

Ανοικτού τύπου Κλειστού τύπου 

Γ  Λ Γ Λ   

Ν  %  Ν % Ν % Ν % 



  69

Πάντα 

«Π» 

39   47 13 19,7 29 35,8 15   21,13 

Ενδιάμεση  36  43,4 44  66,6 33 40,74 30   42,25 

Πάντα 

«Α» 

8  9,6 9 13,6 19 23,46 26  36,7 

Σύνολο  83  66 81 71   

 

Από τον πίνακα 3‐9 φαίνεται ότι στα ερωτηματολόγια κλειστού τύπου 

αυξάνει σημαντικά το ποσοστό της κατηγορίας «πάντα Α», σε σύγκριση 

με τα ερωτηματολόγια ανοικτού τύπου. Στην περίπτωση της Β΄ Λυκείου, 

μειώνεται σημαντικά το ποσοστό της ενδιάμεσης κατηγορίας, ενώ παρα‐

τηρείται αύξηση και στο ποσοστό της κατηγορίας «πάντα Π». Το τελευ‐

ταίο αποτελεί ένδειξη για τον τρόπο που επιδρά το ερωτηματολόγιο 

κλειστού τύπου: Αφενός καθοδηγεί τις επιλογές των συμμετεχόντων, 

αυξάνοντας την επίδοση, αφετέρου δρα περιοριστικά  σε κάποιες περι‐

πτώσεις. Τα μεγάλα ποσοστά στην  ενδιάμεση κατηγορία, στην περίπτω‐

ση των ανοικτών ερωτηματολογίων οφείλεται στην παρουσία των απα‐

ντήσεων Δ. 

Η επίδραση της ηλικίας, του φύλου, της εΑ/εΒ και του Α/Κ στη συγκεκρι‐

μένη περίπτωση εξετάστηκε με χρήση του κριτηρίου Chi‐square (βλ. Πί‐

νακες Γ1‐Γ9). Βρέθηκε να είναι στατιστικά σημαντική για όλες τις ανεξάρ‐

τητες μεταβλητές, εκτός από την εΑ/εΒ. 

Συγκεκριμένα, 

 τα κορίτσια κατατάσσονται συχνότερα στην Ενδιάμεση κατηγορία και 

λιγότερο συχνά στην κατηγορία «πάντα Α», σε σχέση με τα αγόρια. 

 τα παιδιά της Γ΄ Γυμνασίου κατατάσσονται συχνότερα στην κατηγο‐

ρία «πάντα Π» και λιγότερο «ενδιάμεση», «πάντα Α», σε σύγκριση με 

τα παιδιά της Β΄ Λυκείου.   

 τα παιδιά που απαντούν σε  ανοικτά ερωτηματολόγια κατατάσσονται 

συχνότερα στην πρώτη κατηγορία και λιγότερο συχνά στη δεύτερη και 

τρίτη κατηγορία, σε σύγκριση με τα παιδιά που απαντούν σε  ερωτη‐

ματολόγια κλειστού τύπου. 

 

Για πολυμεταβλητή ανάλυση χρησιμοποιήθηκε η ανάλυση των log‐linear 

models, η οποία έδειξε ότι και οι τρεις ανεξάρτητες μεταβλητές σχετίζο‐

νται τελικά με την  επίδοση. (Πίνακας Γ10) .  
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3.6.1.9. Χαρακτηριστικά των σταδίων κατανόσης, με όρους συνέπει‐
ας/ ασυνέπειας  

Προκειμένου να διερευνηθούν τα χαρακτηριστικά της Ενδιάμεσης κατη‐

γορίας τόσο σε σχέση με την ηλικία, όσο και σε σχέση με τη συνθήκη 

Α/Κ, οι απαντήσεις των συμμετεχόντων κατηγοριοποιήθηκαν με όρους 

συνέπειας και ασυνέπειας. Πιο αναλυτικά, οι    αριθμοί που εμφανίστη‐

καν στις ερωτήσεις Π1‐Π6 διακρίνονται σε τρεις ομάδες, ως εξής: Οι δεκα‐

δικοί 0,005και 0,006, 0,1και 0,2 που εμφανίζονται στις ερωτήσεις Π1 και Π4 

αντίστοιχα  ορίζονται ως δεκαδικοί τύπου 1 και συμβολίζονται με δ1.Το 

κοινό χαρακτηριστικό τους είναι ότι είναι ψευδο‐διαδοχικοί δεκαδικοί. Οι 

δεκαδικοί αριθμοί 0,001 και 0,01, 0,01 και 0,1 που εμφανίζονται στις ερω‐

τήσεις Π3,Π6 αντίστοιχα,  ορίζονται ως δεκαδικοί τύπου 2 και συμβολίζο‐

νται με δ2. Πρόκειται για δεκαδικούς με διαφορετικό πλήθος δεκαδικών 

ψηφίων, οι οποίοι επιπλέον έχουν και την ιδιαιτερότητα της παρουσίας 

μηδενικών. Οι κλασματικοί αριθμοί των ερωτήσεων Π2 και Π5 συμβολίζο‐

νται με κ. Έτσι, ορίζεται ως  

 εσωτερικά συνεπής η απάντηση, κατά την οποία ο συμμετέχων απα‐
ντά με τον ίδιο τρόπο για τα δύο ζευγάρια των αριθμών μιας ομάδας. 

Υπάρχουν 3 ειδών εσωτερικά συνεπείς απαντήσεις, αυτές που είναι 

συνεπείς  ως προς τους δ1, δ2, κ αντίστοιχα. Οι απαντήσεις αυτές θα 

συμβολίζονται με [δ1], [δ2], [κ] αντίστοιχα. Διακρίνονται 3 επίπεδα 

εσωτερικής συνέπειας: 

 Στο επίπεδο 3, ο συμμετέχων δίνει εσωτερικά συνεπή απάντηση για 

κάθε μία από τις ομάδες δ1, δ2, δ3. 

 Στο επίπεδο 2, ο συμμετέχων δίνει εσωτερικά συνεπή απάντηση για 

2 από τις ομάδες δ1, δ2, δ3.  

 Στο επίπεδο 1, ο συμμετέχων δίνει εσωτερικά συνεπή απάντηση για 

1 μόνο από τις ομάδες δ1, δ2, δ3.  

 εξωτερικά συνεπής η απάντηση, κατά την οποία ο συμμετέχων απα‐
ντά με τον ίδιο τρόπο για διαφορετικές ομάδες από τις δ1, δ2, κ. Δια‐

κρίνονται 2 επίπεδα εξωτερικής συνέπειας: 

 Στο επίπεδο 3, ο συμμετέχων δίνει εξωτερικά συνεπή απάντηση και 

για τις τρεις ομάδες δ1,δ2, κ. 

 Στο επίπεδο 2, ο συμμετέχων δίνει εξωτερικά συνεπή απάντηση για 

δύο μόνο από τις τρεις ομάδες δ1, δ2, κ. 

Συνδυάζοντας την εσωτερική και την εξωτερική συνέπεια, για όλα τα ε‐

πίπεδα, προκύπτουν οι περιπτώσεις που εμφανίζονται στον πίνακα 3‐10. 

συνοδευόμενες από παραδείγματα. 



  71

Πίνακας 3‐10 

  Ενδεικτική περίπτωση, 

συμβολισμός 

Ενδεικτική περίπτωση, περιγρα‐

φή 

Α 

Εξωτερική συνέ‐

πεια 3, Εσωτερική 

συνέπεια 3 

{[δ1], [δ2], [δ3] }  Απάντηση «Π» για όλες τις ομάδες 

δ1,δ2,δ3. 

Β 

Εξωτερική συνέ‐

πεια 2, Εσωτερική 

συνέπεια 3 

{ [δ1], [δ2]}, [κ]  Απάντηση «Α» για δ1,δ2 και «Π» 

για κ  

Γ 

Εξωτερική συνέ‐

πεια 2, Εσωτερική 

συνέπεια 2 

{ [δ1],[δ2]}, κ  Απάντηση «Α» για δ1, δ2, ασυνε‐

πής απάντηση για κ 

Δ 

Εσωτερική συνέ‐

πεια 2 

[δ1], [δ2], κ  Απάντηση «Α» για δ1, απάντηση 

«Π» για δ2, ασυνεπής απάντηση 

για κ. 

Ε 

Εσωτερική συνέ‐

πεια 1 

[δ1], δ2, κ  Απάντηση «Α» για δ1, ασυνεπής 

απάντηση για δ2, κ 

Ζ 

Καμία συνέπεια 

δ1, δ2, κ  Ασυνεπής απάντηση για δ1, δ2,κ 

Προφανώς, η περίπτωση Α περιλαμβάνει τις απαντήσεις που κατατάσ‐

σονται στις κατηγορίες  «Όλα Π» και «Όλα Α». Περιλαμβάνει επίσης και 

ένα τύπο απάντησης που προέκυψε από τα ερωτηματολόγια ανοικτού 

τύπου, συγκεκριμένα την απάντηση «Αδ» σε όλες τις ερωτήσεις Π1 – Π6. 

Αυτός ο τύπος απάντησης, μαζί με τους τύπος απάντησης των περιπτώ‐

σεων Β‐Ζ, αντιστοιχούν στην Ενδιάμεση κατηγορία. Στον πίνακα... πα‐

ρουσιάζεται η συχνότητα με την οποία εμφανίστηκε κάθε μια από τις 

περιπτώσεις Β‐Ζ και η ειδική περίπτωση της Α στην Ενδιάμεση κατηγο‐

ρία, η οποία συμβολίζεται με Α*. 

Πίνακας 3‐11: Συχνότητα και ποσοστό των κατηγοριών Α*, Β, Γ, Δ, Ε 

  Γυμνάσιο Λύκειο

Ανοικτά  Κλειστά Ανοικτά Κλειστά  Συνολικά 

Ν %  Ν  % Ν % Ν %  Ν  %

Α*  2 5,6   0  0,0 5 11,4 0 0,0  7  4,9

Β  8 22,3  4  12,1 2   4,5 3 10,0  17  11,8

Γ  13 36,0  15    45,5 14 31,8 16 53,4  58  40,5

Δ  3 8,4  4  12,1 5 11,4 2 6,6  14  9,8
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Ε  6  16,7  7  21,2 16 36,4 6 20,0 35  24,5 

Ζ  4  11,2  3  9,1 2 4,5 3 10,0 12  8,4 

Σύνολο  36    33  44 30 143   

 

Α* :Εξωτερική συνέπεια 3, Εσωτερική συνέπεια 3 (Αδ,Αδ,Αδ,Αδ,Αδ,Αδ) 

Β: Εξωτερική συνέπεια 2, Εσωτερική συνέπεια 3 

Γ: Εξωτερική συνέπεια 2, Εσωτερική συνέπεια 2 

Δ: Εσωτερική συνέπεια 2 

Ε: Εσωτερική συνέπεια 1 

Ζ: Καμία συνέπεια 

 

Από τα στοιχεία του πίνακα 3‐11 φαίνεται ότι η κατηγορία με τη μεγαλύ‐

τερη συγκέντρωση τιμών είναι η Γ. Ένα ποσοστό 57,2 %  των συμμετεχό‐

ντων της Ενδιάμεσης κατηγορίας διατηρεί σε μεγάλο βαθμό τη συνέπειά 

του, δεδομένου ότι απαντά τουλάχιστον με εξωτερική συνέπεια 2 και ε‐

σωτερική συνέπεια 2. Παραδείγματα τέτοιων απαντήσεων είναι η απά‐

ντηση «Α» για τις ομάδες δ1, δ2 των  δεκαδικών και «Π» για τα κλάσμα‐

τα, ή αντίστροφα.  

 Ένα ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η κατηγορία Ζ. Από τα 12 παιδιά 

στην κατηγορία αυτή, 7  απάντησαν με τελείως διαφορετικό τρόπο τις 

ερωτήσεις Π1‐Π3 χωρίς την παρουσία της ευθείας, σε σύγκριση με τον 

τρόπο που απάντησαν τις ερωτήσεις Π4‐Π6, με την παρουσία της ευθείας. 

Προκύπτει ότι, 5 από τα 7 παιδιά απάντησαν  «υπάρχει πεπερασμένο 

πλήθος» στις ερωτήσεις Π1‐Π3, ενώ απάντησαν «υπάρχει άπειρο πλήθος 

στις ερωτήσεις  Π4‐Π6 , υποστηριζόμενα από την παρουσία της ευθείας.  

Επομένως, από όλα τα παιδιά που βοηθήθηκαν από την παρουσία της 

ευθείας, για αυτά τα πέντε μόνο η παρουσία της ευθείας ήταν πραγματι‐

κά καταλυτική. Για τα υπόλοιπα δύο παιδιά, ισχύει ακριβώς το αντίστρο‐

φο, δηλαδή σε αυτούς η παρουσία της ευθείας μάλλον λειτούργησε αρ‐

νητικά.  

Διερευνήθηκε η συχνότητα με την οποία κάθε μία από τις ομάδες δ1, δ2, 

κ και σε προκαλεί ασυνέπεια στις απαντήσεις από τους συμμετέχοντες. 

Τα αποτελέσματα φαίνονται στον πίνακα 3‐12. 

Πίνακας 3‐12 

  Γυμνάσιο Λύκειο

Ανοικτά  Κλειστά Ανοικτά Κλειστά Συνολικά 
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Ν  %  Ν % Ν % Ν %  Ν  %

δ1  2    3 6 1   7 

δ2  3    7 7 7   24 

κ  11    9   6 10   36 

δ1, δ2  2    2 2 3   9 

δ1, κ  1    2   7 1   11 

δ2, κ  3    3 5 2   13 

δ1, δ2,κ         

Σύνολο  3..    3.. 4.. 3..   14..   

 

Από τα στοιχεία του πίνακα φαίνεται ότι η ομάδα κ, δηλαδή τα κλάσμα‐

τα, είναι αυτή που προκαλεί τα μεγαλύτερα ποσοστά ασυνέπειας στους 

συμμετέχοντες της Ενδιάμεσης κατηγορίας. Αν μάλιστα, συνυπολογιστεί 

η ασυνέπεια που προκαλούν τα κλάσματα στις περιπτώσεις δ1,κ , δ2,κ, 

τότε το ποσοστό φτάνει το 60%.  

Στον πίνακα 3‐13 παρουσιάζονται αναλυτικά οι κατηγορίες απαντήσεων 

που δόθηκαν από όλο το δείγμα, με τη συχνότητα της κάθε μίας απά‐

ντησης. Χρησιμοποιήθηκε χρωματικός κωδικός, προκειμένου να διαχωρι‐

στούν οι περιπτώσεις, στις οποίες οι συνεπείς απαντήσεις είναι «πεπερα‐

σμένο πλήθος» (γαλάζιο χρώμα), «άπειρο πλήθος» (κίτρινο χρώμα) και 

«αδιευκρίνιστο πλήθος» (μοβ χρώμα) στις ερωτήσεις της κάθε ομάδας. 

Με κόκκινο χρώμα σημειώνονται οι εσωτερικά ασυνεπείς απαντήσεις. 

Πίνακας 3‐13: Κατηγορίες απαντήσεων για όλο το δείγμα. 

  Γυμνάσιο, 

Α 

Λύκειο, Α Γυμνάσιο, Κ Λύκειο, Κ   

Α 

{[δ1],[δ2],[κ]}  39  13  29  15  96 

{[δ1],[δ2],[κ]}  8  9  19  26  62 

Α*  {[δ1],[δ2],[κ]}  2  5  ‐  ‐  7 

Β   

{[δ1] , [δ2] }, [κ]  1        1 

{[δ1] , [κ] }, [δ2]  1    1    2 

{[δ1] ,  [δ2]}, [κ]  3      1  4 

{ [δ1] , [κ]}, [δ2]}        1  1 

{[δ2] , [κ] }, [δ1]        3  1  4 

{[δ1] , [κ] }, [δ2]  1        1 

{[δ2] , [κ] }, [δ1]  2  2      4 



  74

Σύνολο 8 2 4 3  17 

Γ           

{[δ1] , [δ2] }, κ  4  2  3  4  13 

{[δ1] , [κ] }, δ2  2  3  4    9 

{[δ1] , [δ2]}, [κ  4  1  4  5  14 

{ [δ1] , [κ]}, δ2      2  6  8 

{[δ2] , [κ] }, δ1  1  1  2    4 

{[δ2] , [κ] },  δ1  1      1  2 

{[δ1] , [δ2] }, κ    2      2 

{[δ1] , [κ] }, δ2  1  2      3 

{[δ2] , [κ] }, δ1    3      3 

Σύνολο 13 14 15 16  58 

Δ     

[δ1] , [δ2] , κ  2      2 

[δ1], [δ2],  κ  1  1      2 

[δ1] , [δ2],  κ      2  1  3 

[δ1] ,  [κ], δ2      1  1  2 

 [δ2] , [κ] , δ1         1    1 

[δ1] , [κ] , δ2    1      1 

[δ1] , [κ] , δ2    1      1 

[δ2] , [κ], 1    2      2 

Σύνολο  3 5 4 2  14 

Ε     

[δ1]   ,[δ2] ,  κ  2  3      5 

[δ1]   ,[δ2] ,  κ  1  1  3  2  7 

[δ2]   ,[δ1] ,  κ    2  1  1  4 

[δ2]   ,[δ1] ,  κ    4  1    5 

[κ]   ,[δ1] ,  δ2  2  2    2  6 

[κ] , [δ1] , δ2      2  1  3 

[δ1]   ,[δ2] , κ    1      1 

[δ2]   ,[δ1] ,  κ  1  1      2 

[κ]   ,[δ1] , δ2    2      2 

Σύνολο 6 16 7 6  35 

Ζ     

  4  2  3  3  12 

Σύνολο  83 66 81 71  301 

Από τα στοιχεία του πίνακα 3‐13 προκύπτει η συχνότητα, με την οποία 

δίνονται συνεπείς απαντήσεις, για κάθε μία από τις ομάδες δ1, δ2, κ, στις 

κατηγορίες  Α*, Β, Γ, Δ, Ε (συνολικά, 131 άτομα), που αντιστοιχούν στην 

Ενδιάμεση κατηγορία. Τα στοιχεία αυτά παρουσιάζονται στον Πίνακα.... 

Να ληφθεί υπόψη ότι, δεδομένου ότι τα αποτελέσματα είναι για κάθε μία 

από τις κατηγορίες δ1, δ2, κ, οι συνεπείς απαντήσεις για δύο ομάδες α‐

ριθμών, όπως για παράδειγμα, η {[δ1], [δ2]}, προσμετρώνται και για την 

δ1 και για τη δ2. Στον επόμενο πίνακα (....) παρουσιάζονται οι συχνότητες 

των συνεπών απαντήσεων που αντιστοιχούν στην Ενδιάμεση κατηγορία 

για το Γυμνάσιο και το Λύκειο ξεχωριστά, ανάλογα με το αν είναι «πεπε‐
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ρασμένο πλήθος» (γαλάζιο χρώμα), «άπειρο πλήθος» (κίτρινο χρώμα) 

και «αδιευκρίνιστο πλήθος» (μοβ χρώμα) στις ερωτήσεις της κάθε ομά‐

δας. Έτσι, για παράδειγμα στη δεύτερη γραμμή και δεύτερη στήλη του 

υποπίνακα με το μπλε χρώμα, παρουσιάζεται η συχνότητα της απάντη‐

σης {[δ1], [δ2]}, η οποία είναι εσωτερικά συνεπής για κάθε μία από τις 

ομάδες δ1, δ2 και εξωτερικά συνεπής για τις δύο ομάδες, ενώ, επιπλέον, 

το μπλε χρώμα αντιστοιχεί στην πληροφορία ότι η δόθηκε η απάντηση 

«πεπερασμένο πλήθος» για όλα τα ζευγάρια αριθμών. Στις διαγωνίους 

των υποπινάκων με το μπλε, κίτρινο και μως χρώμα, αντίστοιχα κατα‐

χωρούνται οι συνεπείς απαντήσεις για μία μόνο ομάδα αριθμών. Για πα‐

ράδειγμα, στη δεύτερη γραμμή, δεύτερη στήλη του υποπίνακα με το μπλε 

χρώμα, αντιστοιχεί η συχνότητα της απάντησης «πεπερασμένο πλήθος» 

για τους αριθμούς της ομάδας δ2. 

Πίνακας 3‐14: Χαρακτηριστικά των συνεπών απαντήσεων σε Γυμνάσιο και Λύκειο για 

την Ενδιάμεση κατηγορία 

  Γυμνάσιο

  [δ1]  [δ2]  [κ] [δ1] [δ2] [κ] [δ1] [δ2]  [κ] 

[δ1]  7  8  9  10  11  2  2  2  3 

[δ2]  8  3  6  11  5  1  2  7  4 

[κ]  9  6  6  2  1  3  3  4  2 

  24  17  21 23 17 6 1 7 9 

Σύνολο απαντήσεων στις κατηγορίες Α*, Β, Γ, Ε: 62

  Λύκειο

  [δ1]  [δ2]  [κ] [δ1] [δ2] [κ] [δ1] [δ2]  [κ] 

[δ1]  7  6  3  6  7  7  6  5  7 

[δ2]  6  5  2  7  5  1  7  10  10 

[κ]  3  2  8  7  1  1  7  10  9 

  16  13  13 20 13 9 20 25  26 

Σύνολο απαντήσεων  στις κατηγορίες Α*, Β, Γ, Ε: 69

 

Από τον πίνακα φαίνεται ότι,  τόσο στο Γυμνάσιο, όσο και στο Λύκειο, 

 η ομάδα κ των κλασμάτων απαντήθηκε με μικρότερη συνέπεια από 

τις δύο άλλες ομάδες, όπως ήταν αναμενόμενο από τα προηγούμενα 

αποτελέσματα. Επίσης, οι συνεπείς απαντήσεις «πεπερασμένο πλή‐

θος» είναι περισσότερες από τις «άπειρο πλήθος».  Ωστόσο, η απάντη‐

ση «αδιευκρίνιστο πλήθος» είναι πρώτη σε συχνότητα, που σημαίνει 

ότι οι συμμετέχοντες ήταν πιο πρόθυμοι να απαντήσουν ότι υπάρχουν 

αριθμοί ανάμεσα στους αριθμούς της ομάδας κ, ακόμα και όταν δεν 

ήταν σε θέση να διευκρινίσουν ποιοι ή πόσοι είναι αυτοί.  

 Η ομάδα που απαντήθηκε με τη μεγαλύτερη συνέπεια ήταν η δ1 των 

ψευδο‐διαδοχικών δεκαδικών αριθμών 0,005‐0,006 και 0,1‐0,2. Ωστόσο, 
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φαίνεται ότι ομάδα δ1 έλαβε την απάντηση «πεπερασμένο πλήθος» 

συχνότερα σε σύγκριση με τις δύο άλλες ομάδες και, στην περίπτωση 

του Γυμνασίου, συχνότερα από την απάντηση «άπειρο πλήθος». 

 Η δ2 έλαβε τις απαντήσεις «πεπερασμένο πλήθος» και «άπειρο πλή‐

θος» με την ίδια συχνότητα. Επίσης, οι συμμετέχοντες ήταν πιο πρό‐

θυμοι να απαντήσουν ότι υπάρχουν αριθμοί ανάμεσα στους αριθμούς 

της ομάδας δ2, σε σύγκριση με τους αριθμούς της δ1, ακόμα και όταν 

δεν ήταν σε θέση να διευκρινίσουν ποιοι ή πόσοι είναι αυτοί. 

 Ο συνδυασμός ομάδων που απαντήθηκε με τη μεγαλύτερη εξωτερική 

και εσωτερική συνέπεια είναι ο συνδυασμός των δ1, δ2, δηλ. οι ομάδες 

των δεκαδικών. Στην περίπτωση αυτή, δόθηκε πιο συχνά η απάντηση 

«άπειρο πλήθος», σε σχέση με την απάντηση πεπερασμένο πλήθος. 

Συνοψίζοντας, περιγράφοντας τις απαντήσεις της Ενδιάμεσης κατηγορί‐

ας με όρους συνέπειας, η εικόνα που προκύπτει για το Γυμνάσιο και αυτή 

που προκύπτει για το Λύκειο είναι παρόμοιες. Και στις δύο περιπτώσεις, 

η ομάδα δ1 απαντιέται με μεγαλύτερη συνέπεια, αλλά η συνέπεια αυτή 

οφείλεται και σε ένα μεγάλο πλήθος από συνεπείς απαντήσεις «πεπερα‐

σμένο πλήθος», στις οποίες υπερτερεί έναντι των δύο άλλων ομάδων. 

Προκειμένου να δοθεί μια ερμηνεία του αποτελέσματος αυτού, υπενθυ‐

μίζεται ότι οι αριθμοί της ομάδας δ1 είναι αυτοί που παραπέμπουν στη 

διαδοχή των φυσικών περισσότερο, σε σύγκριση με τους αριθμούς των 

δύο άλλων ομάδων. Η συχνότερη συνέπεια της απάντησης «πεπερασμέ‐

νο πλήθος» ενδεχομένως οφείλεται στη μεγαλύτερη δυσκολία των παι‐

διών να εγκαταλείψουν το μοντέλο των φυσικών στη δεδομένη περίπτω‐

ση. Η μεγάλη ασυνέπεια που εμφανίζεται, όσον αφορά στην ομάδα των 

κλασμάτων μπορεί ενδεχομένως να εξηγηθεί και βάσει της διαφοράς 

που υπάρχει ανάμεσα στα δύο ζευγάρια αριθμών της ομάδας. Συγκεκρι‐

μένα, ενώ οι αριθμοί 
3

2
,

3

1  της ερώτησης Π5 είναι ψευδο‐διαδοχικοί, οι α‐

ριθμοί 
8

5
,

8

3  δεν είναι. Στο βαθμό που η ασυνέπεια μπορεί να αποδοθεί στη 

διαφορά αυτή, το αποτέλεσμα είναι θεωρητικά σημαντικό, γιατί υποδει‐

κνύει ότι η προϋπόθεση της διακριτότητας μπορεί να συνεχίζει να επι‐

δρά, ανάλογα με το πλαίσιο της ερώτησης, ακόμα και σε περιπτώσεις 

που η συνολική εικόνα που δίνει κάποιο παιδί είναι πολύ πιο εκλεπτυ‐

σμένη. Στο σημείο αυτό, είναι ενδιαφέρον να γίνει ιδιαίτερη αναφορά σε 

μια ομάδα παιδιών, η οποία παρουσιάζει ακριβώς αυτή την εικόνα. Συ‐

γκεκριμένα, 9 παιδιά από αυτά που απάντησαν τα κλειστά ερωτηματο‐

λόγια (ποσοστό 9/149 =6%) απάντησαν με συνέπεια «υπάρχει άπειρο 

πλήθος αριθμών» για όλες τις ερωτήσεις Πi, εκτός από την ερώτηση Π5, η 
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οποία αφορά τα κλάσματα 
8

5
,

8

3 , στην οποία έδωσαν την απάντηση «υ‐

πάρχει πεπερασμένο πλήθος αριθμών». Από τα παιδιά αυτά, τα 6 προτί‐

μησαν, ειδικά για την ερώτηση αυτή, την απάντηση «υπάρχει μόνο ο α‐

ριθμός 
8

4  και όλα τα κλάσματα που είναι ισοδύναμα με αυτόν».  Τα παι‐

διά αυτά είναι ικανοποιημένα με τη συγκεκριμένη  απάντηση, πιθανότα‐

τα γιατί θεωρούν ότι οι άπειρες ισοδύναμες αναπαραστάσεις  του κλά‐

σματος 
8

4  αντιστοιχούν σε άπειρους διαφορετικούς αριθμούς. Με αυτή τη 

θεώρηση, είναι πεπεισμένα ότι έχουν απαντήσει «υπάρχουν άπειροι α‐

ριθμοί» ανάμεσα στους αριθμούς 
8

5
,

8

3 . 

Η ασυνέπεια, όσον αφορά στα κλάσματα, είναι δυνατόν να στηρίξει και 

μια υπόθεση, σχετικά με ποια ομάδα αριθμών είναι αυτή που υποστηρί‐

ζει περισσότερο το πέρασμα από το διακριτό στο πυκνό μοντέλο για τους 

ρητούς. Υπενθυμίζεται ότι, από τις ερωτήσεις Π1‐Π6, αυτές για τις οποίες 

εμφανίζεται στατιστικά σημαντική διαφορά στην επίδοση ανάμεσα στο 

παιδιά του Γυμνασίου και του Λυκείου, είναι τα οι ερωτήσεις που αφο‐

ρούν στα κλάσματα. Ενδεχομένως, τα κλάσματα, για κάποια παιδιά, πα‐

ραπέμπουν στους φυσικούς λιγότερο από τους δεκαδικούς και τα υπο‐

στηρίζουν στο πέρασμα από τη διακριτότητα στην πυκνότητα. Συνδυά‐

ζοντας την υπόθεση αυτή, με το γεγονός ότι στην Ενδιάμεση ομάδα, η 

μεγαλύτερη εξωτερική και εσωτερική συνέπεια στην απάντηση «υπάρ‐

χουν άπειροι αριθμοί» δίνεται για τις ομάδες των δεκαδικών,  είναι δυνα‐

τόν να διατυπωθεί ο εξής ισχυρισμός: 

Κάποια παιδιά, φτάνουν επαγωγικά στο συμπέρασμα «υπάρχουν άπει‐

ροι αριθμοί» ανάμεσα στους δεκαδικούς, χρησιμοποιώντας τις αλγοριθ‐

μικές δεξιότητες που διαθέτουν, όσον αφορά στους δεκαδικούς αριθμούς 

(π.χ. πρόσθεση δεκαδικών ψηφίων στο τέλος των δεκαδικών αριθμών). 

Άλλα παιδιά, αντιμετωπίζοντας αριθμούς που δεν τα παραπέμπουν ά‐

μεσα στο μοντέλο των φυσικών,  αναγκάζονται να επιστρατεύσουν άλ‐

λου είδους βοήθεια –πιθανόν να ανακαλούν και την πληροφορία ότι στα 

διαστήματα των ρητών υπάρχουν άπειροι αριθμοί, η οποία έχει δοθεί στο 

περιβάλλον της τάξης ή αλλού. Πρέπει επίσης να ληφθεί υπόψη ότι, εν‐

δεχομένως, τα παιδιά του Λυκείου έχουν αναπτύξει περισσότερο την ι‐

κανότητα χειρισμού των κλασμάτων, οπότε δεν αποκλείεται να επιστρα‐

τεύουν συχνότερα από τα παιδιά του Γυμνασίου τη στρατηγική μετατρο‐

πής των κλασμάτων σε δεκαδικούς, έστω και νοερά. 
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3.6.1.10. Μια πιο λεπτή ανάλυση των κατηγοριών «Όλα Π» και «Όλα 
Α». 

Θα επιχειρηθεί μια πιο λεπτομερής ανάλυση της κατηγορίας «Όλα Π» 

στα ερωτηματολόγια κλειστού και ανοικτού τύπου. Επίσης, θα επιχειρη‐

θεί το ίδιο και για την κατηγορία «Όλα Α», μόνο στην περίπτωση των 

ερωτηματολογίων κλειστού τύπου, προκειμένου να γίνει περισσότερο 

κατανοητό κατά πόσο η μορφή των αριθμών που εμφανίζονται στις ερω‐

τήσεις Π1‐Π6 επηρεάζει τα παιδιά που απαντούν «υπάρχει άπειρο πλήθος 

αριθμών» σε κάθε μία από τις ερωτήσεις αυτές.  Στον παρακάτω πίνακα 

παρουσιάζεται η περιγραφή της κάθε μίας από τις 5 κατηγορίες και το 

ποσοστό των συμμετεχόντων που συμπεριλήφθηκαν σε αυτή, στην περί‐

πτωση των ερωτηματολογίων κλειστού τύπου.  

Πίνακας 3‐15: Υποκατηγορίες των κατηγοριών «πάντα Π» και «πάντα Α»  και ποσο‐
στό % των συμμετεχόντων σε κάθε κατηγορία 
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Περιγραφή της κατηγορίας 

 

Ονομασία 

Ποσοστό %

Γ  Λ

 Δεν υπάρχει αριθμός ανάμεσα στους 0,005, 0,006 
(αντ. 0,01, 0,02) 

 Υπάρχει μόνο ένας αριθμός ανάμεσα στους 

,
8

3

8

5  (αντ.κανένας ανάμεσα στους   ,
3

1

3

2 ) 

 Ανάμεσα στους 0,001, 0,001 (αντ.0,01, 0,1)  υπάρ‐
χουν οι 0,002, 0,003,...,0,009 ή δεν υπάρχει κανείς 

(αντ.) 

ή 

 Τουλάχιστον τέσσερα από τα παραπάνω και μη 
κατατάξιμη απάντηση σε 2 από τις Π1‐Π6   

 

Διακριτότητα

(Δ) 

4,0  12 

Υπάρχει πεπερασμένο πλήθος αριθμών για τις Π1‐

Π6 και τουλάχιστον ένα από τα παρακάτω:  

 Υπάρχει πεπερασμένο (>0) πλήθος αριθμών 
ανάμεσα στους 0,005, 0,006 (0,01, 0,02) 

ή 

 Υπάρχει πεπερασμένο (>1) πλήθος αριθμών 

ανάμεσα στους  ,
8

3

8

5  (αντ. περισσότεροι από 0 

ανάμεσα στους  ,
3

1

3

2 ). 

ή 

 Υπάρχει πεπερασμένο (>9) πλήθος αριθμών 
ανάμεσα στους 0,005, 0,006 (αντ. 0,01, 0,02) 

Διακριτότητα+

(Δ+) 

32,2  17,6 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, ανάμεσα σε δύο διαφο‐

ρετικούς αριθμούς, αλλά έχουν συγκεκριμένη 

μορφή (π.χ. κλάσματα ανάμεσα στα κλάσματα, 

δεκαδικοί ανάμεσα στους δεκαδικούς) 

Πυκνότητα –

(Π‐) 

12,19  16,17 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, όλων των ειδών, ανά‐

μεσα σε δύο διαφορετικούς αριθμούς 

Πυκνότητα 

(Π+) 

10,97  22,5 

 

Πιο αναλυτικά, στην κατηγορία Δ συμπεριελήφθησαν τα παιδιά, τα ο‐

ποία, αντιμετωπίζουν τους 0,005 και 0,006, 0,1 και 0,2, 
3

1  και 
3

2 ,  
8

3  και 
8

4  

ως διαδοχικούς, ενώ στην περίπτωση των 0,001 και 0,01, 0,01και 0,1 ανα‐

φέρονται στις πεπερασμένες ακολουθίες των αριθμών 0,002, 0,003,...,0,009 

και 0,01, 0,02,...,0,09  αντίστοιχα.  

Στην κατηγορία Δ+ συμπεριελήφθησαν τα παιδιά, τα οποία επίσης ανα‐

φέρονται σε υποσύνολα των ρητών, τα οποία διατηρούν τη διακριτότητα 

των φυσικών. Ωστόσο, επιλέγουν και απαντήσεις, στις οποίες οι αρχικοί 

δεδομένοι αριθμοί δεν αντιμετωπίζονται  ως «διαδοχικοί»,  αλλά  η ιδιό‐

τητα αυτή εξακολουθεί να αποδίδεται στους αριθμούς που επιλέγουν ως 
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ενδιάμεσους. Για παράδειγμα, τους αριθμούς 0,0051, 0,0052, 0,0053,...,0,059 

ως ενδιάμεσους των 0,005, 0,006 ή τους 0,11, 0,12, 0,13,....0,99 ως ενδιάμε‐

σους των 0,01, 0,1.  

Έχει ενδιαφέρον να αναφερθεί ότι  στην περίπτωση των ερωτηματολο‐

γίων ανοικτού τύπου, η σχέση των κατηγοριών Δ, Δ+  είναι εντελώς δια‐

φορετική. Συγκεκριμένα, στην περίπτωση των παιδιών του Γυμνασίου 

22,8%  (19/83) κατατάχτηκαν στην κατηγορία Δ, σε σύγκριση με  25,3%  

(21/83) των παιδιών που κατατάχτηκαν στην κατηγορία Δ+  . Αντίστοιχα,    

19,69% (13/66)  από τα των παιδιών του Λυκείου που κατατάχτηκαν στην 

κατηγορία «πάντα Π», 7,5% (5/66 )αντιστοιχεί στην κατηγορία Δ και το 

υπόλοιπο 12,1% (8/66) αντιστοιχεί στην κατηγορία Δ+.  Φαίνεται ότι η πα‐

ρουσία συγκεκριμένων επιλογών βοηθά τα παιδιά της κατηγορίας «Δ+»   

να δώσουν μια πιο εκλεπτυσμένη απάντηση, παραμένοντας σπα πλαίσια 

της κατηγορίας «πάντα Π». Με τη συγκεκριμένη  κατηγοριοποίηση, είναι 

εφικτή μια διαφοροποίηση ανάμεσα στα παιδιά που απάντησαν σε όλες 

τις ερωτήσεις ότι υπάρχει άπειρο πλήθος αριθμών ανάμεσα σε δύο δια‐

φορετικούς ρητούς αριθμούς. Μόνο ένα μέρος αυτών των παιδιών δήλω‐

σε ότι οι αριθμοί που βρίσκονται ανάμεσα σε δύο δεδομένους αριθμούς 

μπορούν να έχουν οποιαδήποτε μορφή (δεκαδικού, κλάσματος αλλά και 

ρίζας), επιλέγοντας με συνέπεια τη συγκεκριμένη απάντηση, σε κάθε μία 

από τις ερωτήσεις Π1‐Π4. Τα υπόλοιπα παιδιά περιόρισαν την απάντησή 

τους σε αριθμούς μιας συγκεκριμένης μορφής σε τουλάχιστον μία από 

τις ερωτήσεις Π1‐Π6. 

3.6.1.11. Η ερώτηση Πε  

Στον πίνακα 3‐16  παρουσιάζεται η κατανομή των απαντήσεων των συμ‐

μετεχόντων στην ερώτηση Πε, ανάλογα με την κατηγορία («Όλα Π», 

«Π+Α», «Όλα Α») στην οποία ανήκουν. 
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Πίνακας 3‐16 

  Ανοιχτά  

Ο επόμενος 

του 999... 

Γ Λ  

Ό

λ 

α 

 «Π» 

«Π»

+ 

«Α» 

Ό

λ 

α 

«Α» 

Ό

λ 

α 

«Π» 

«Π»

+ 

«Α» 

Ό

λ 

α 

«Α» 

 

Καμία απά‐

ντηση 

14  16  2  5  20  3   

1000  18  13  ‐  6  12  ‐   

π.χ. 999,001  3  1  2  2  3  ‐   

Υπάρχει, αλλά 

δεν μπορεί να 

προσδιοριστεί 

(999,00...01) 

1  3  2  ‐  5  5   

Δεν υπάρχει  3  3  2  ‐  4  2   

  39  36  8  13  44  9   

Σύνολο  83 66  

  Κλειστά  

Ο επόμενος 

του 999... 

Γ Λ  

Όλ

α 

«Π» 

«Π»

+ 

«Α» 

«Α» Όλ

α 

«Π» 

«Π»

+ 

«Α» 

«Α»  

Καμία απά‐

ντηση 

1  3  ‐  ‐  1  2   

1000  12  12  1  9  10  7   

π.χ. 999,001  12  10  1  6  5  ‐   

Υπάρχει, αλλά 

δεν μπορεί να 

προσδιοριστεί 

(999,00...01) 

1  4  12  ‐  8  11   

Δεν υπάρχει  3  4  5  ‐  6  6   

  29  33  9  15  30  26   

Σύνολο  81 71  
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Από τα στοιχεία του πίνακα προκύπτει ότι τα παιδιά της κατηγορίας «Ό‐

λα Π» επιλέγουν με μεγαλύτερη συχνότητα τις απαντήσεις «1000» και 

«κάποιος άλλος δεκαδικός με πεπερασμένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων». 

Ωστόσο, στη μεμονωμένη περίπτωση του Γυμνασίου, στα ανοικτά ερω‐

τηματολόγια, εμφανίζονται και παιδιά της κατηγορίας αυτής, που δίνουν 

πολύ πιο εκλεπτυσμένες απαντήσεις στη συγκεκριμένη ερώτηση. Το με‐

γαλύτερο μέρος των παιδιών της κατηγορίας «Π +Α», επιλέγει επίσης τις 

απαντήσεις  «1000» και «κάποιος άλλος δεκαδικός με πεπερασμένο πλή‐

θος δεκαδικών ψηφίων». Επισημαίνεται ιδιαίτερα το μεγάλο ποσοστό 

των παιδιών της κατηγορίας αυτής, τα οποία, στα ανοικτά ερωτηματολό‐

για, δεν δίνουν καμία απάντηση. Ενδεχομένως, η ερώτηση αυτή τους 

προκάλεσε το μεγαλύτερο προβληματισμό. Ωστόσο, από την κατηγορία 

ατή προέρχεται και ένα σημαντικό μέρος των σωστών απαντήσεων, ενώ 

στην περίπτωση των ανοικτών ερωτηματολογίων, από την κατηγορία 

«Π+Α» δεν έχει προέλθει καμία απάντηση «1000» και «κάποιος άλλος δε‐

καδικός με πεπερασμένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων».  Επισημαίνεται ι‐

διαίτερα ότι η κατάταξη στην κατηγορία «Όλα Α» δεν εξασφαλίζει απα‐

ραίτητα εκλεπτυσμένες απαντήσεις στην ερώτηση Πε. 
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3.7. Συζήτηση των αποτελεσμάτων  

Τα αποτελέσματα της Έρευνας ΙΙ είναι σύμφωνα με τις υποθέσεις. 

3.7.1. Δυσκολίες, ηλικία, φύλο 

Σύμφωνα με το θεωρητικό πλαίσιο για την εννοιολογική που υιοθετήθη‐

κε (Vosniadou, 1994b, 2001, 2002) και την ανάλυση που παρατέθηκε στην 

παράγραφο 1.2, η κατανόηση της έννοιας της πυκνότητας αποδείχτηκε 

μια δύσκολη και σταδιακή διαδικασία, η οποία συνοδεύεται από παρα‐

νοήσεις. Παρά το γεγονός ότι η ηλικία και η παράλληλη εκπαίδευση βελ‐

τιώνει την εικόνα που παρουσιάζουν οι μαθητές, όσον αφορά στην κατα‐

νόηση της πυκνής δομής των ρητών, μεγάλο ποσοστό των μαθητών της 

Β΄ Λυκείου εξακολουθεί να περιορίζεται από τη θεμελιώδη προϋπόθεση 

της διακριτότητας. Το αποτέλεσμα αυτό είναι ιδιαίτερα ξεκάθαρο στην 

περίπτωση των παιδιών της Β΄ Λυκείου που κλήθηκαν να απαντήσουν σε 

ερωτηματολόγια ανοικτού τύπου, χωρίς την υποστήριξη των πολλαπλών 

επιλογών. Πραγματικά, σε όλες, πλην μίας,  από τις ερωτήσεις σχετικά 

με το πλήθος των αριθμών σε ένα διάστημα ρητών, η συνηθέστερη απά‐

ντηση των παιδιών αυτών ήταν «υπάρχει πεπερασμένο πλήθος αριθ‐

μών». Αντίθετα, στα παιδιά της ίδια ηλικίας που είχαν την δυνατότητα 

των πολλαπλών επιλογών, επικρατούσα ήταν η απάντηση «υπάρχει ά‐

πειρο πλήθος αριθμών». Το αποτέλεσμα αυτό αντανακλά και την επί‐

δραση του ερευνητικού εργαλείου στην επίδοση των συμμετεχόντων και 

προέκυψε και για τις δύο ηλικίες συμμετεχόντων, επιβεβαιώνοντας την 

υπόθεση: Η παρουσία πολλαπλών επιλογών διευκολύνει τα παιδιά στο 

να ανακαλέσουν πληροφορίες σχετικές με το περιεχόμενο των ερωτήσε‐

ων, με αποτέλεσμα να δίνουν καλύτερη εικόνα κατανόησης (Vosniadou, 

Skopeliti & Ikospentaki, in press). Η υπόθεση ότι  μεγαλύτερη επίδοση επι‐

τυγχάνουν οι συμμετέχοντες που απαντούν σε κλειστού τύπου ερωτήσεις 

επιβεβαιώθηκε και για τις δύο ηλικίες των συμμετεχόντων, υποδεικνύο‐

ντας ότι η συμπλήρωση του ερωτηματολογίου ανοικτού τύπου ήταν το 

πιο δύσκολο από τα δύο έργα. Στο δυσκολότερο αυτό έργο, καλύτερη επί‐

δοση πέτυχαν τα αγόρια, αποτέλεσμα που είναι συμβατό με την υπόθεσή 

μας και με προηγούμενες έρευνες σχετικά με τις διαφορές λόγω φύλου 

στη μαθηματική επίδοση (Fennema & Hart , 1988; PISA ,2000) και ειδικά 

στο χώρο κατανόησης των αριθμών (Hannula, Maijala, Pehkonen & Soro, 

2001).  
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3.7.2. Η επίδραση της ευθείας των πραγματικών 

 Όπως είχε υποτεθεί, η επίδραση της ευθείας ήταν περιορισμένη, υπό την 

εξής έννοια: Ενώ τα παιδιά της Γ΄ Γυμνασίου είχαν γενικά καλύτερες ε‐

πιδόσεις στις ερωτήσεις με την παρουσία της ευθείας, η καλύτερη αυτή 

επίδοση δεν διατηρήθηκε όταν το αναπαραστασιακό μέσο  αποσύρθηκε. 

Τα παιδιά του Λυκείου δεν παρουσίασαν σημαντικές διαφορές στην επί‐

δοση λόγω της παρουσίας της ευθείας. Η διαφορά αυτή ανάμεσα στις δύο 

ηλικίες μπορεί να αποδοθεί στο γεγονός ότι, στην Γ΄ Γυμνασίου, η ευθεία 

ως μέσο αναπαράστασης των πραγματικών είναι ακόμα ένα καινούργιο 

εργαλείο και είναι ακριβώς σε αυτή την περίοδο που έχει τη μεγαλύτερη 

επίδραση. Για τα παιδιά του Λυκείου, φαίνεται ότι η επίδραση της ευθείας 

έχει ήδη συντελεστεί –ενδεχομένως, συμβάλλοντας και στην καλύτερη 

γενική επίδοση των παιδιών.  Πέρα από την ποσοτική διάσταση του θέ‐

ματος, έχει ενδιαφέρον να αναφερθεί το μεγάλο ποσοστό των παιδιών, 

τόσο στη Γ΄ Γυμνασίου, όσο και στη Β΄ Λυκείου, το οποίο απαντά σταθερά 

«υπάρχει πεπερασμένο πλήθος αριθμών» ανάμεσα στους δεδομένους α‐

ριθμούς, είτε με, είτε χωρίς την παρουσία της ευθείας. Επιπλέον, υπάρχει 

και ένας αριθμός παιδιών που έχει μικρότερη επίδοση στις ερωτήσεις με 

την ευθεία. Το αποτέλεσμα αυτό είναι ενδεικτικό της ερμηνείας της ευ‐

θείας των πραγματικών αριθμών, στη βάση πραγματιστικών αναπαρα‐

στάσεων, όπως ο χάρακας. 

3.7.3. Βεβαιότητα και συνέπεια 

Τα παιδιά που είναι περισσότερο δεσμευμένα από τη θεμελιώδη προϋπό‐

θεση της διακριτότητας, επιδεικνύουν συχνά μεγαλύτερη βεβαιότητα για 

τις απαντήσεις τους, αποτέλεσμα που είναι συμβατό με την πρόβλεψη 

των Merenluoto και Lehtinen (in press, 2003) και με τις παρατηρήσεις κατά 

τη διάρκεια των συνεντεύξεων της Έρευνας Ι. Αντίθετα, τα παιδιά που 

βρίσκονται σε ενδιάμεσα στάδια κατανόησης, συχνά εμφανίζονται λιγό‐

τερο σίγουρα για τις απαντήσεις τους, γεγονός που υποδεικνύει ότι απο‐

κτούν αίσθηση των αντιφάσεων, ανάμεσα στην αρχική τους θεωρία για 

τους αριθμούς και τις αυξανόμενες γνώσεις τους για τους ρητούς αριθ‐

μούς, αλλά δεν παύουν να δεσμεύονται από τη θεμελιώδη προϋπόθεση 

της διακριτότητας. Η ένδειξη αυτή ενισχύεται από το γεγονός ότι, από τα 

παιδιά που βρίσκονται στην ενδιάμεση κατηγορία, αυτά που επιδεικνύ‐

ουν μεγαλύτερη συνέπεια στην  απάντηση «υπάρχει πεπερασμένο πλή‐

θος αριθμών» είναι τα παιδιά της Γ΄ Γυμνασίου. Δεν πρέπει να αποκλει‐

στεί το ενδεχόμενο, τα παιδιά της Β΄ Λυκείου που επιδεικνύουν μεγαλύ‐

τερη ασυνέπεια στις απαντήσεις τους, να αρχίζουν να αναθεωρούν τις 

αρχικές τους απαντήσεις κατά τη διάρκεια της συμπλήρωσης του ερωτη‐
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ματολογίου, ειδικά στην περίπτωση των παιδιών που έχουν τη δυνατότη‐

τα επιλογής από πολλαπλές απαντήσεις.  

3.7.4. Ενδιάμεσα στάδια κατανόησης‐συνθετικά μοντέλα 

Εκτός από τα παιδιά που ανήκουν στην ενδιάμεση κατηγορία «Π+Α», μια 

πιο λεπτή ανάλυση των κατηγοριών «Όλα Π» και «Όλα Α», έδειξε ότι και 

εκεί μπορούν να διαγνωσθούν ενδιάμεσα στάδια  κατανόησης. Τα παιδιά 

που συμπεριλήφθηκαν στην κατηγορία «Διακριτότητα +», ενώ ξεπερνούν 

το στάδιο όπου, για παράδειγμα, οι αριθμοί 0,005 και 0,006 θεωρούνται 

διαδοχικοί και αναγνωρίζουν τους 0,0051, 0,0052, ...,0,0059 ως ενδιάμεσους, 

δεν προχωρούν στο επόμενο βήμα της προσθήκης ενός ακόμα δεκαδικού 

ψηφίου. Συνεχίζουν έτσι να αναφέρονται σε ένα υποσύνολο των ρητών 

που διατηρεί τη διακριτή δομή των φυσικών.  

Τα παιδιά που συμπεριλήφθηκαν στην κατηγορία «Πυκνότητα –», ενώ 

έχουν υπερβεί τη θεμελιώδη προϋπόθεση της διακριτότητας, συνεχίζουν 

να δεσμεύονται από την τάση τους να ομαδοποιούν τους αριθμούς. Έτσι, 

επιλέγουν να απαντήσουν ότι ανάμεσα σε δύο ρητούς της ίδιας  «ομά‐

δας», π.χ. κλάσματα, υπάρχουν άπειρα κλάσματα.  

Ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα παιδιά, τα οποία επιλέγουν να απαντή‐

σουν ότι ανάμεσα στο 
8

3
  και στο 

8

5
 υπάρχει ο αριθμός 

8

4
 και όλα τα ισο‐

δύναμα με αυτόν κλάσματα, ιδιαίτερα δε αυτά που απαντούν  «υπάρχει 

άπειρο πλήθος αριθμών» σε όλες τις υπόλοιπες ερωτήσεις. Υπενθυμίζε‐

ται ότι παρόμοιες απαντήσεις είχαν εμφανιστεί και στα ευρήματα της 

Έρευνας Ι. Τα παιδιά αυτά φαίνεται να θεωρούν ότι, τα άπειρα κλάσματα 

που είναι ισοδύναμα με το  
8

4
 αντιστοιχούν σε άπειρους διαφορετικούς 

αριθμούς.  

Γενικά, οι ερωτήσεις  που αφορούν κλάσματα αποδείχτηκαν ιδιαίτερα 

δύσκολες για τα παιδιά που συμμετείχαν στην έρευνα Ι και μάλιστα, εί‐

ναι ακριβώς οι ερωτήσεις που διαφοροποιούν την επίδοση των μαθητών 

της Β΄ Λυκείου, από την επίδοση των μαθητών της Γ΄ Γυμνασίου. Το γε‐

γονός αυτό αποτελεί μια ένδειξη για το ότι, για τα περισσότερα παιδιά, η 

ανάπτυξη της έννοιας της πυκνότητας αρχίζει στους δεκαδικούς αριθ‐

μούς. Πραγματικά, φαίνεται ότι  η προσθήκη δεκαδικών ψηφίων στο τέ‐

λος του δεκαδικού μέρους του 0,01, προκειμένου να προκύψουν αριθμοί 

ενδιάμεσοι του 0,01 και του 0,1, από τη στιγμή που το παιδί αρχίζει να την 

επαναλαμβάνει, είναι μια διαδικασία που το οδηγεί βήμα –βήμα στο συ‐

μπέρασμα ότι υπάρχουν άπειροι αριθμοί στο διάστημα. Πρέπει όμως, να 

επισημανθεί, ότι αυτό είναι ακόμα μια ένδειξη για το ότι πολλά παιδιά 
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σκέφτονται διαφορετικά για τη δομή των κλασμάτων, και διαφορετικά 

για τη δομή των δεκαδικών και, μάλιστα, η πιο εκλεπτυσμένη κατανόηση 

στο ένα πεδίο, δεν μεταφέρεται απαραίτητα και στο άλλο.   

Με βάση τις παρατηρήσεις αυτές, οι εναλλακτικές περιγραφές των δια‐

στημάτων των ρητών αριθμών, τις οποίες αναφέρουν τα παιδιά, είναι 

συνθετικά μοντέλα (Vosniadou, 1992, 1994b) που αντανακλούν την προ‐

σπάθειά τους να εντάξουν τις γνώσεις τους για τους ρητούς στο προϋ‐

πάρχον πλαίσιο της γνώσης τους για τους φυσικούς αριθμούς. Να επι‐

σημάνουμε ιδιαίτερα ότι, οι γνώσεις που φαίνεται να ενεργοποιούν τα 

παιδιά, είναι κυρίως διαδικαστικές, ενώ φαίνεται να λείπει η βασική εν‐

νοιολογική γνώση, ότι οι διαφορετικές συμβολικές αναπαραστάσεις ενός 

αριθμού, αναφέρονται στον ίδιο αριθμό. 

 

3.8. Γενικότερη συζήτηση 

3.8.1. Η γνωσιακή άποψη 

Η παρούσα εργασία κινήθηκε στα πλαίσια του χώρου της γνωσιακής ε‐

πιστήμης. Ευρύτερος στόχος μας ήταν να ελέγξουμε κατά πόσο μια γό‐

νιμη θεωρητική προσέγγιση στη μάθηση, η προσέγγιση της εννοιολογι‐

κής αλλαγής, μπορεί αξιοποιηθεί στην περίπτωση των μαθηματικών. Η 

θεωρία της εννοιολογικής αλλαγής έχει χρησιμοποιηθεί ευρέως, ήδη από 

τα τέλη της δεκαετίας του 70,  για να περιγράψει τις συνθήκες, υπό τις 

οποίες η ανάπτυξη μιας έννοιας είναι δύσκολη για τα παιδιά και να εξη‐

γήσει τις παρανοήσεις που δημιουργούνται στο χώρο της μάθησης που 

άπτεται των φυσικών επιστημών (ενδεικτικά: Carey and Spelke,1996, 1994; 

Driver and Easley,1978;  Mason, 2001; Posner, Strike, Hewson, and Gertzog, 

1982; Vosniadou, 1994a). Ωστόσο, οι απόπειρες μεταφοράς της στο πεδίο 

των μαθηματικών είναι σχετικά πρόσφατες (Lehtinen, Merenluoto & 

Kasanen, 1997; Merenluoto and Lehtinen, in press, 2002; Vamvakoussi and 

Vosniadou, in press, 2003,2002; Verschaffel and Vosniadou, in press). 

 Στη συγκεκριμένη εργασία, υιοθετήσαμε ένα συγκεκριμένο θεωρητικό 

πλαίσιο (Vosniadou, 1994b, 2001, 2002) και αναλύσαμε  θεωρητικά τις 

προϋποθέσεις του. Βάσει της ανάλυσής μας, μπορέσαμε να εντοπίσουμε 

την περίπτωση της ανάπτυξης μιας μαθηματικής έννοιας, για την οποία 

υποθέσαμε ότι απαιτεί εννοιολογική αλλαγή. Ελέγξαμε εμπειρικά την 

υπόθεσή μας, προβλέποντας και εξηγώντας τις παρανοήσεις που προ‐

κύπτουν. Πλησιάζοντας στο κλείσιμο της συγκεκριμένης εργασίας, είμα‐

στε πεπεισμένοι ότι η   προσέγγιση της εννοιολογικής αλλαγής, και μά‐
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λιστα το συγκεκριμένο  θεωρητικό πλαίσιο μπορεί να χρησιμοποιηθεί 

κατά συστηματικό τρόπο για να προβλέψει δυσκολίες που συναντούν οι 

μαθητές στην ανάπτυξη μαθηματικών γνώσεων και να εξηγήσει τις πα‐

ρανοήσεις που τις συνοδεύουν. Στηρίζοντας την πεποίθησή μας αυτή με 

τα ευρήματα της έρευνας, ελπίζουμε ότι η παρούσα εργασία θα αποτελεί  

μια μικρή συμβολή στο χώρο της έρευνας της γνωσιακής επιστήμης. 

Στην πορεία της εργασίας αυτής, αναδείχθηκε ως κομβικό σημείο στην 

κατανόηση των ρητών αριθμών η συνειδητοποίηση ότι οι διαφορετικές 

συμβολικές αναπαραστάσεις ενός αριθμού αναφέρονται στον ίδιο αριθ‐

μό, κάτι που είναι συμβατό με την άποψη που έχει διαμορφωθεί στο χώρο 

της εκπαίδευσης (NCTM, 2000). Σύμφωνα με την ανάλυσή μας στην πα‐

ράγραφο 1.2.1, οι πολλαπλές συμβολικές αναπαραστάσεις είναι χαρα‐

κτηριστικό των ρητών, αλλά όχι των φυσικών (στο σύνολο των φυσικών). 

Αν και απαιτείται διεξοδικότερη βιβλιογραφική και εμπειρική, έρευνα, θα 

διατυπώσουμε τον ισχυρισμό ότι, ενδεχομένως, η αρχική θεωρία των 

παιδιών για τον αριθμό, όπως περιγράφεται από τους Gelman και 

Galistell (1978) και Gelman (2000)  για τα παιδιά της προσχολικής ηλικίας, 

εμπλουτίζεται, υπό την επίδραση της βασικής τυπικής εκπαίδευσης, με 

μία ακόμα αρχή: Ότι κάθε αριθμός έχει μοναδική συμβολική αναπαρά‐

σταση. Βάσει της εικασίας αυτής, η επέκταση της αρχικής θεωρίας για 

τον αριθμό, μπορεί να εξηγήσει μεγάλο μέρος των δυσκολιών που αντι‐

μετωπίζουν τα παιδιά από την πρωτοβάθμια, ως το τέλος της δευτερο‐

βάθμιας εκπαίδευσης στην κατανόηση της έννοιας του ρητού αριθμού. 

 

3.8.2. Η εκπαιδευτική άποψη 

Ο σκοπός της παρούσας εργασίας δεν είναι να αξιολογήσει κατά πόσο η 

ελληνική μαθηματική εκπαίδευση επιτυγχάνει ή όχι, όσον αφορά την έν‐

νοια της πυκνότητας, πόσο μάλλον όταν η έννοια της πυκνότητας δεν εί‐

ναι δηλωμένος στόχος του τρέχοντος Αναλυτικού Προγράμματος Σπου‐

δών. Ωστόσο, τόσο από τη θεωρητική μας ανάλυση, όσο και από τα ευρή‐

ματα της έρευνας, ανακύπτουν ζητήματα που αφορούν τη μαθηματική 

εκπαίδευση γενικά και ,ειδικότερα, όσον αφορά τους η διδασκαλία των 

ρητών αριθμών που είναι ανάμεσα στους σκοπούς της.  

Μια απλουστευτική, αν και εύλογη άποψη για τα ζητήματα της εννοιο‐

λογικής αλλαγής είναι ότι οι όλες οι δυσκολίες στην κατανόηση οφείλο‐

νται είτε στις αδυναμίες της εκπαίδευσης –της μαθηματικής εκπαίδευ‐

σης, στην προκειμένη περίπτωση‐ είτε στην αδιαφορία, την αμέλεια και 

ενίοτε την αδύναμη μνήμη των ίδιων των μαθητών (ας θυμηθούμε τον 

καθηγητή των παιδιών που συμμετείχαν στην Έρευνα Ι). Από την άλλη 
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μεριά, ενώ η πεποίθηση, ότι τα Μαθηματικά είναι κατεξοχήν το μάθημα, 

στο οποίο η προηγούμενη γνώση είναι εξαιρετικά σημαντική,  είναι ισχυ‐

ρή στους χώρους των εκπαιδευτικών, ο τρόπος με τον οποίο επηρεάζει 

την πρόσληψη της καινούργιας γνώσης γίνεται κατανοητός σε στενά 

πλαίσια. Συγκεκριμένα, η προϋπάρχουσα γνώση θεωρείται ότι είτε επι‐

δρά θετικά, δια της παρουσίας της, είτε επιδρά αρνητικά δια της απουσί‐

ας της (τα περίφημα «κενά» των μαθητών) (Vamvakoussi, Kollias,        

Vosniadou, Skopeliti, Ιkospentaki, 2002). Επομένως, μια πρώτη παράμε‐

τρος είναι η ενημέρωση των εκπαιδευτικών για το ζήτημα της εννοιολο‐

γικής αλλαγής. Η βαθύτερη κατανόηση των περιορισμών που κρύβονται 

πίσω από τις περιπτώσεις, στις οποίες οι μαθητές «επιμένουν» να ξε‐

χνούν, να κάνουν λάθη ή να μην αντιλαμβάνονται την ασυνέπεια των 

συλλογισμών τους, θα είναι οπωσδήποτε βοηθητική στις καταστάσεις 

προβληματικής επικοινωνίας στην τάξη (Sfard, 1994): Μεταξύ κάποιου 

που συλλογίζεται με όρους «ρητών», και κάποιου που συλλογίζεται με 

όρους «δεκαδικών» και «κλασμάτων», οπωσδήποτε υπάρχει ένα κενό ε‐

πικοινωνίας. 

Δίνοντας ιδιαίτερη έμφαση στην αναγκαιότητα ενημέρωσης της εκπαι‐

δευτικής κοινότητας για το ζήτημα της εννοιολογικής αλλαγής, καθώς 

και τις συγκεκριμένες δυσκολίες και παρανοήσεις που μπορεί αυτό το 

θεωρητικό πλαίσιο να προβλέψει, αναφέρουμε  τον τρόπο με τον οποίο 

παρουσιάζεται το σύνολο των ρητών αριθμών στο τρέχον ελληνικό σχο‐

λικό εγχειρίδιο της Β΄ Γυμνασίου:  

 «Όλοι οι γνωστοί μας αριθμοί, δηλαδή οι φυσικοί, τα κλάσματα και οι δε‐

καδικοί, μαζί με τους αντίστοιχους αρνητικούς, σχηματίζουν το σύνολο των 

ρητών αριθμών»  

(Βιβλίο της Β΄ Γυμνασίου, Έκδοση ΙΖ΄, 2003, σελ.298).   

Ας παρατηρηθεί ότι η παρουσίαση αυτή είναι πλήρως συμβατή με την 

τάση της ομαδοποίησης των αριθμών που προβλέψαμε για τους μαθητές 

και η οποία ανιχνεύεται με διάφορους τρόπους στα ευρήματα της παρού‐

σας εργασίας.  

Μια δεύτερη παράμετρος που αφορά στην εκπαίδευση είναι η ευαισθη‐

σία σχετικά με το χρόνο που απαιτείται, προκειμένου να αναδιοργανω‐

θούν οι βαθιά ριζωμένες «θεωρίες» των μαθητών (Vosniadou, 2001b ). Η 

αλλαγές αυτές μπορεί να αποδειχτούν αργές, σταδιακές, επίπονες και 

ανθεκτικές ακόμα και σε μια διδασκαλία προσεκτικά σχεδιασμένη, η ο‐

ποία λαμβάνει υπόψη τους γνωσιακούς περιορισμούς των μαθητών (Van 

Dooren, De Bock, Hessels, Janssens & Verschaffel, in press ).   
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Ειδικά για το ζήτημα της διδασκαλίας των ρητών αριθμών, διεξάγεται δι‐

εθνώς μια μεγάλη συζήτηση για τα προβλήματα στην κατανόηση και τις 

επιπτώσεις για την εκπαίδευση. Αναφέρουμε ως παράδειγμα, ένα πρό‐

γραμμα διάγνωσης και διδακτικής αντιμετώπισης των δυσκολιών που 

αφορούν στην κατανόηση των ρητών, που διεξάγεται στο Πανεπιστήμιο 

της Μινεσότα ήδη από το 1979 με τη συμμετοχή των Behr, Cramer, Harel, 

Lesh και Post 4 . Από τα βασικά ευρήματα των ερευνών τους είναι η διά‐

σταση ανάμεσα στην εννοιολογική και διαδικαστική γνώση των μαθη‐

τών (Post, Behr, Lesh, & Wachsmuth, 1986). 

Θα εστιάσουμε στο συγκεκριμένο ζήτημα της κατανόησης ότι οι διαφο‐

ρετικές συμβολικές αναπαραστάσεις ενός αριθμού αναφέρονται στον ί‐

διο αριθμό, το οποίο αναδείχθηκε ως κεντρικό στην παρούσα εργασία. 

Θεωρούμε ότι πρόκειται για μια κεντρική, για την κατανόηση των ρητών, 

εννοιολογική γνώση, η οποία δεν εξασφαλίζεται από την κατοχή των α‐

ντίστοιχων διαδικαστικών γνώσεων. Πράγματι, από τα ευρήματα της 

Έρευνας Ι προέκυψε ότι, ακόμα και όταν κατέχουν την διαδικαστική 

γνώση της μετατροπής ενός κλάσματος σε δεκαδικό και αντίστροφα, οι 

μαθητές θεωρούν ότι  οι διαφορετικές αναπαραστάσεις του ίδιου αριθμού 

αντιστοιχούν σε διαφορετικούς αριθμούς. Στην προκειμένη περίπτωση, 

υφίσταται διάσταση ανάμεσα στην διαδικαστική και την εννοιολογική 

γνώση των μαθητών. Η πρόταση για την εκπαίδευση συμβαδίζει με το 

διεθνή προσανατολισμό της εκπαίδευσης στην εξισορρόπηση της έμφα‐

σης μεταξύ της  διαδικαστικής και εννοιολογικής γνώσης των μαθητών.  

Τέλος, θα επισημάνουμε ότι, το αν και σε ποιο βαθμό η κατανόηση της 

πυκνής δομής των ρητών πρέπει  να είναι δηλωμένος στόχος του Αναλυ‐

τικού Προγράμματος Σπουδών στην ελληνική εκπαίδευση, είναι ζήτημα 

ενός ευρύτερου σχεδιασμού και στοχοθεσίας της μαθηματικής εκπαίδευ‐

σης. Ωστόσο, θεωρούμε ότι, ακόμα και αν η κατανόηση της πυκνότητας 

δεν είναι καθεαυτή εκπαιδευτικός στόχος, η προσπάθεια για την ανά‐

πτυξη της έννοιας της πυκνότητας ενδεχομένως  να υποστηρίξει τους 

μαθητές στην υπέρβαση των αρχικών «θεωριών» τους και την κατάκτηση 

εννοιολογικής γνώσης για τους ρητούς αριθμούς.    

                                                 
4  Τhe Rational Number Project 

http://education.umn.edu/rationalnumberproject/default.html 
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5. Παραρτήματα 

5.1. Έρευνα Ι : Ερωτηματολόγιο   

Προκαταρκτικές ερωτήσεις:  

α. Ποιοι από τους παρακάτω είναι πραγματικοί αριθμοί; Βάλε τους σε κύ‐

κλο. 

4

2


  3.21  2   0.99999999…. 

2

1
  3 3 5 2  

12

1


 

β. Ο αντίθετος του αριθμού 2 είναι ο αριθμός………………………… 

γ. Ο αντίστροφος του αριθμού 2 είναι ο αριθμός………………………… 

 

Ερωτήσεις για τις αλγεβρικές ιδιότητες των πραγματικών αριθμών: 

Α1. Υπάρχει ο αντίθετος του  3 ; 
i) Ναι, και είναι ο ............................................................................................... 
ii) Όχι, γιατί ........................................................................................................ 

Α2 . Υπάρχει ο αντίστροφος του 0,02506; 

iii) Ναι, και είναι ο ............................................................................................... 
iv) Όχι, γιατί ........................................................................................................ 

 

Ερωτήσεις για την πυκνότητα 

Π1. Ανάμεσα στον αριθμό 0,001 και τον αριθμό 0,01  

i) υπάρχει ακριβώς ένας (1) αριθμός και είναι ο ……………………… 

ii) δεν υπάρχει κανένας αριθμός. 
iii) (άλλο:)……………………………………………………………….. 

Π2. Ανάμεσα στον αριθμό  
8

3
 και τον αριθμό 

8

5
  

i) βρίσκεται ακριβώς ένας (1)  αριθμός και είναι ο αριθμός ……………….. 

ii) δεν βρίσκεται κανένας αριθμός 
iii) (άλλο)……………………………………………………………………… 

 

π. Αν ο α είναι πραγματικός αριθμός και ισχύει ότι α>999, τότε η πρώτη τι‐

μή που επιτρέπεται να πάρει ο α  

i) είναι ο αριθμός 1000 
ii) είναι ο αριθμός 999,001 
iii)  είναι ο αριθμός  ……. 

iv)  δεν μπορεί να προσδιοριστεί, γιατί ……………………………… 

 

Συμπληρωματικές ερωτήσεις για την πυκνότητα (προφορικά) 
 

Π3: Υπάρχουν αριθμοί ανάμεσα στους αριθμούς 0,005 και 0,006;  
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Π4:Υπάρχουν αριθμοί ανάμεσα στους αριθμούς  
6

5  και 8.5; 

Π5: Υπάρχουν αριθμοί ανάμεσα στους αριθμούς  
5

2   και 
7

4 ; 
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5.2. Έρευνα ΙΙ: Ερωτηματολόγια. 
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Α. Η κοινή πρώτη σελίδα των Α/εΑ, Α/εΒ, Κ/εΑ, Κ/εΒ ερωτηματολογί‐

ων 

Ερωτηματολόγιο 

 Ονομάζομαι …………………………………………………………………… 
 Γεννήθηκα στις …………………………………………………….του έτους  
 Είμαι στην ……………τάξη του …………………………………………… 
(Α) Βάλε σε κύκλο την επιλογή που σε εκφράζει περισσότερο: 

Τα Μαθηματικά … 

i. είναι το αγαπημένο μου μάθημα  
ii. είναι ένα από τα αγαπημένα μου 
μαθήματα 

iii. δεν είναι από τα μαθήματα 

που προτιμώ  

iv. δεν μου αρέσουν καθόλου 

Πιστεύω ότι …

i. τα πηγαίνω πολύ καλά στα 
Μαθηματικά 

ii. τα πηγαίνω αρκετά καλά στα 
Μαθηματικά 

iii. δεν τα πηγαίνω και τόσο καλά 
στα Μαθηματικά 

iv. δεν τα πηγαίνω καθόλου καλά 
στα Μαθηματικά 

 

(Β) Διάλεξε αυτό που σε εκφράζει περισσότερο και συμπλήρωσε την 

αντίστοιχη πρόταση: 

i. Πιστεύω ότι είμαι πολύ καλός / καλή στα Μαθηματικά για‐
τί....................................................................... 

ii.  Πιστεύω ότι θα μπορούσα να είμαι πολύ καλός / καλή στα Μαθηματι‐
κά, αν...........................................  

Πιστεύω ότι δεν θα μπορούσα να είμαι από τους πολύ καλούς στα Μα‐

θηματικά, γιατί ...................................................................................................... 

Στα επόμενα, να προσέξεις ότι... 

 ....όπου χρησιμοποιούμε τη λέξη «αριθμός» χωρίς άλλη διευκρίνιση, 

εννοούμε «πραγματικός αριθμός».  Να θυμάσαι:  Όλοι οι αριθμοί 

που γνωρίζεις ανήκουν στους πραγματικούς αριθμούς! 

 .... όπου εμφανίζεται η λέξη «απλός δεκαδικός», εννοούμε τους δεκα‐

δικούς που έχουν συγκεκριμένο αριθμό δεκαδικών ψηφίων (π.χ. ο 

37,0303). Χρησιμοποιούμε αυτόν τον όρο για να διακρίνουμε τους α‐

πλούς δεκαδικούς από τους δεκαδικούς που έχουν άπειρα δεκαδικά 

ψηφία (όπως, για παράδειγμα, ο 37,0303030303.... ή ο π=3,14...).  

 .... κάθε φορά που θα απαντάς μια από τις ερωτήσεις που ακολου‐

θούν, θα σου ζητείται να αξιολογήσεις πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι 

ότι η απάντησή σου είναι σωστή, κυκλώνοντας τον κατάλληλο α‐

ριθμό στις παρακάτω επιλογές: 
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Σε ευχαριστούμε που συμπληρώνεις αυτό το ερωτηματολόγιο! 

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή 
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Β. Το ανοιχτά ερωτηματολόγια (Α/εΑ, Α/εΒ) 

 

Π1. Υπάρχουν αριθμοί που να είναι μεγαλύτεροι από το 0,005 και συγ‐

χρόνως μικρότεροι από το 0,006;  

Ναι       Όχι    

 Αν απάντησες Ναι, προσδιόρισε πόσοι / ποιοι  πιστεύεις ότι είναι αυτοί 
οι αριθμοί 

 Αν απάντησες Όχι, εξήγησε γιατί 
......................................................................................................................................... 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (4) 
είναι σωστή; 

 

Π2. Υπάρχουν αριθμοί που να είναι μεγαλύτεροι από τον 0,001 και 

συγχρόνως μικρότεροι από τον 0,01;   

Ναι       Όχι    

 Αν απάντησες Ναι, προσδιόρισε πόσοι / ποιοι  πιστεύεις ότι είναι αυτοί 
οι αριθμοί.  

 Αν απάντησες Όχι, εξήγησε γιατί 
......................................................................................................................................... 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (1) 
είναι σωστή; 

 

Π3. Υπάρχουν αριθμοί που να είναι μεγαλύτεροι από τον 
8

3  και συγ‐

χρόνως μικρότεροι από τον 
8

5 ; 

Ναι       Όχι    

 Αν απάντησες Ναι, προσδιόρισε πόσοι / ποιοι  πιστεύεις ότι είναι αυτοί 
οι αριθμοί 

 Αν απάντησες Όχι, εξήγησε γιατί 
........................................................................................................................................ 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (3) 
είναι σωστή; 

 
1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή
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Πε. Η μεταβλητή α παίρνει τιμές στους πραγματικούς αριθμούς και 

ισχύει ότι α>999. Μπορείς να προσδιορίσεις από ποιον αριθμό ξεκινά 

να παίρνει τιμές η α; Δικαιολόγησε την απάντησή σου.  

.........................................................................................................................................

.........................................................................................................................................  

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (10) 
είναι σωστή; 

 
 

Π4: Σημείωσε τον αριθμό 0,2 πάνω στην ευθεία των πραγματικών.  

 Υπάρχουν αριθμοί που να είναι μεγαλύτεροι από τον 0,1 και συγ‐
χρόνως μικρότεροι από τον 0,2;   

Ναι       Όχι    

 Αν απάντησες Ναι, προσδιόρισε πόσοι / ποιοι  πιστεύεις ότι είναι αυτοί 
οι αριθμοί 

 Αν απάντησες Όχι, εξήγησε γιατί 
......................................................................................................................................... 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (11) 
είναι σωστή; 

 

Π5. Σημείωσε τον αριθμό 
3

2  πάνω στην ευθεία των πραγματικών. 

(Παρατήρησε ότι το
3

2  είναι μικρότερο από τη μονάδα). 

 

 

 Υπάρχουν αριθμοί που να είναι μεγαλύτεροι από τον 
3

1  και συγ‐

χρόνως μικρότεροι από τον
3

2 ;   

Ναι       Όχι    

 Αν απάντησες Ναι, προσδιόρισε πόσοι / ποιοι  πιστεύεις ότι είναι αυτοί 
οι αριθμοί 

 Αν απάντησες Όχι, εξήγησε γιατί 
......................................................................................................................................... 

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή 

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή 

0,10  1

0  1 
3

1
 



  105

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (12) 
είναι σωστή; 

 

Π6. Σημείωσε τον αριθμό 0,1 πάνω στην ευθεία των πραγματικών.  

 

 

 Υπάρχουν αριθμοί που να είναι μεγαλύτεροι από τον 0,01 και συγ‐
χρόνως μικρότεροι από τον 0,1;   

Ναι       Όχι    

 Αν απάντησες Ναι, προσδιόρισε πόσοι / ποιοι πιστεύεις ότι είναι αυτοί 
οι αριθμοί 

 Αν απάντησες Όχι, εξήγησε γιατί 
.................................................................................................................................. 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην 

 
1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή

0,01 

10 
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Β. Τα κλειστά ερωτηματολόγια (Κ/εΑ, Κ/εΒ) 

 

Ερωτήσεις Χε (Π1‐Π3) 

Π1. Πόσοι αριθμοί υπάρχουν που να είναι μεγαλύτεροι από τον 0,005 

και συγχρόνως μικρότεροι από τον 0,006; 

i. Δεν υπάρχει κανένας τέτοιος αριθμός 

ii. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί :απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί με άπειρα δε‐
καδικά ψηφία, κλάσματα, ρίζες 

iii. Υπάρχουν  οι εξής 9 αριθμοί :0,0051, 0,0052, 0,0053, 0,0054, 0,0055,  
0,0056, 0,0057, 0,0058, 0,0059. 

iv. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, οι οποίοι είναι όλοι δεκαδικοί. 
v. Δεν με ικανοποιεί καμία από τις παραπάνω επιλογές. Εγώ πιστεύω 
ότι ................................... 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (6) 
είναι σωστή; 

 

Π3. Πόσοι αριθμοί υπάρχουν που να είναι μεγαλύτεροι από τον 
8

3 και 

συγχρόνως μικρότεροι από τον 
8

5 ; 

i. Υπάρχουν οι εξής 19 αριθμοί: 
8

1,3 , 
8

2,3 , 
8

3,3 , ..., 
8

9,3 ,
8

4 ,
8

1,4 , 
8

2,4 , 
8

3,4 , 

..., 
8

9,4   

ii. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί :απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί με άπειρα 

δεκαδικά ψηφία, κλάσματα, ρίζες 

iii.Υπάρχει ένας αριθμός, ο 
8

4  

iv. Υπάρχει μόνο ο αριθμός 
8

4  και όλα τα κλάσματα που είναι ισοδύναμα 

με το 
8

4  (π.χ. το
16

8 ) 

v. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, οι οποίοι είναι όλοι κλάσματα 
vi. Δεν με ικανοποιεί καμία από τις παραπάνω επιλογές. Εγώ πιστεύω ότι 
................................... 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (4) 
είναι σωστή; 

 

Π2. Πόσοι αριθμοί υπάρχουν που να είναι μεγαλύτεροι από τον 0,001 

και συγχρόνως μικρότεροι από τον 0,01; 

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή 

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή 

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή 
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i. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί: απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί με άπειρα δε‐
καδικά ψηφία, κλάσματα, ρίζες 

ii. Δεν υπάρχει κανένας τέτοιος αριθμός 

iii. Υπάρχουν οι εξής 8 αριθμοί: 0,002, 0,003, 0,004, 0,005, 0,006, 0,007, 0,008, 
0,009  

iv. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, οι οποίοι είναι όλοι δεκαδικοί. 
v. Υπάρχουν οι εξής 89 αριθμοί: 0,0011, 0,0012, 0,0013,..., 0,0097, 0,0098, 

0,0099 

vi. Η ερώτηση αυτή δεν έχει νόημα για τους συγκεκριμένους αριθμούς, 
γιατί οι αριθμοί αυτοί ανήκουν σε διαφορετική ομάδα: ο ένας έχει 2 και 

ο άλλος έχει 3 δεκαδικά ψηφία. 

vii. Δεν με ικανοποιεί καμία από τις παραπάνω επιλογές. Εγώ πιστεύω 
ότι ................................... 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (5) 
είναι σωστή; 

 

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή
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Ερωτήσεις Με (Π4‐Π6) 

Π4. Σημείωσε τον αριθμό 0,2 πάνω στην ευθεία των πραγματικών.  

 

 

 Πόσοι αριθμοί υπάρχουν που να είναι μεγαλύτεροι από τον 0,1 και 
συγχρόνως μικρότεροι από τον 0,2; 

i. Δεν υπάρχει κανένας τέτοιος αριθμός 
ii. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί :απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί με άπειρα δε‐
καδικά ψηφία, κλάσματα, ρίζες 

iii. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, οι οποίοι είναι όλοι δεκαδικοί. 
iv. Υπάρχουν οι εξής 9 αριθμοί: 0,11, 0,12, 0,13, 0,14, 0,15,  0,16, 0,17, 0,18, 

0,19 

v. Δεν με ικανοποιεί καμία από τις παραπάνω επιλογές. Εγώ πιστεύω 
ότι .......................................... 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (10) 
είναι σωστή; 

 

Π5. Σημείωσε τον αριθμό 
3

2   πάνω στην ευθεία των πραγματικών.  

 

 

 Πόσοι αριθμοί υπάρχουν που να είναι μεγαλύτεροι από τον 
3

1  και 

συγχρόνως μικρότεροι από τον 
3

2 ; (Παρατήρησε ότι το 
3

2  είναι μικρό‐

τερο της μονάδας) 

i. Υπάρχουν οι εξής 9 αριθμοί: 
3

1,1 , 
3

2,1 , 
3

3,1 , 
3

4,1 , 
3

5,1 , 
3

6,1 , 
3

7,1 , 
3

8,1 , 
3

9,1  

ii. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, οι οποίοι όλοι είναι όλοι κλάσματα 
iii. Δεν υπάρχει κανένας τέτοιος αριθμός 
iv. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί :απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί με άπειρα δε‐
καδικά ψηφία, κλάσματα, ρίζες 

v. Δεν με ικανοποιεί καμία από τις παραπάνω επιλογές. Εγώ πιστεύω ότι 
..................................... 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (11) 
είναι σωστή; 

 
1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή 

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή 

0  1 0,1 

0  1 
3

1
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10
Π6. Σημείωσε τον αριθμό 0,1 πάνω στην ευθεία των πραγματικών.  

 

 

 

 Πόσοι αριθμοί υπάρχουν που να είναι μεγαλύτεροι από τον 0,01 και 
συγχρόνως μικρότεροι από τον 0,1; 

i. Δεν υπάρχει κανένας τέτοιος αριθμός 
ii. Υπάρχουν οι εξής 89 αριθμοί: 0,011, 0,012, 0,013,…, 0,020, 0,021, …, 0,099  

iii. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, οι οποίοι είναι όλοι δεκαδικοί. 

iv. Υπάρχουν άπειροι αριθμοί:απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί με άπειρα δεκα‐
δικά ψηφία, κλάσματα, ρίζες 

v. Αυτή η ερώτηση δεν έχει νόημα για τους συγκεκριμένους αριθμούς,  
γιατί οι αριθμοί αυτοί ανήκουν σε διαφορετική ομάδα: ο ένας έχει 1 και 

ο άλλος έχει 2 δεκαδικά ψηφία. 

vi. Υπάρχουν οι εξής 8 αριθμοί: 0,02, 0,03, 0,04, 0,05, 0,06, 0,07, 0,08, 0,09  
Δεν με ικανοποιεί καμία από τις παραπάνω επιλογές. Εγώ πιστεύω ότι 

........................................... 

 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (12) 
είναι σωστή; 

 

Ε. Αν η μεταβλητή α παίρνει τιμές στους πραγματικούς αριθμούς και 

ισχύει ότι α>999, τότε  

i. η α ξεκινά να παίρνει τιμές από τον  αριθμό 1000 
ii. δεν υπάρχει κάποιος συγκεκριμένος αριθμός, από τον οποίο να ξεκινά 
να παίρνει τιμές η α 

iii. η α ξεκινά να παίρνει τιμές από τον  αριθμό 999,001 

iv.  η α ξεκινά να παίρνει τιμές  από κάποιον αριθμό που υπάρχει, αλλά  
δεν μπορεί να προσδιοριστεί 

v. Δεν με ικανοποιεί καμία από τις παραπάνω επιλογές. Εγώ πιστεύω ότι   
 Πόσο βέβαιος / βέβαιη είσαι ότι η απάντηση που έδωσες στην (9) 

είναι σωστή; 

 
1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή

1:Σίγουρα λάθος   2:Μάλλον λάθος   3: Δεν μπορώ να το αξιολογήσω  4:Μάλλον σωστή   5:Σίγουρα σωστή

0,01 
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5.3.  Βαθμολόγηση των κλειστών ερωτηματολογίων 

Κατηγορίες απαντήσεων (Χε) Κατηγορίες απαντήσεων 

(Με) 

Βαθμός

Π1 Π6  

Καμία / μη κατατάξιμη απά‐

ντηση 

Καμία / μη κατατάξιμη απά‐

ντηση 

0 

Δεν υπάρχει κανένας αριθμός  Δεν υπάρχει κανένας αριθ‐

μός 

 

1 

Υπάρχουν οι εξής 9 αριθμοί : 

0,0051, 0,0052,.... , 0,0058, 0,0059..

Υπάρχουν οι εξής 9 αριθμοί : 

0,011, 0,012, 0,013,.... , 0,018, 

0,019.. 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, οι 

οποίοι είναι όλοι δεκαδικοί 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, 

οι οποίοι είναι όλοι δεκαδικοί 

 

2 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί: 

απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί με 

άπειρα δεκαδικά ψηφία, κλά‐

σματα, ρίζες 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί: 

απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί 

με άπειρα δεκαδικά ψηφία, 

κλάσματα, ρίζες 

Π2 Π5  

Καμία  / μη κατατάξιμη απά‐

ντηση 

Καμία / μη κατατάξιμη απά‐

ντηση 

0 

Υπάρχει μόνο ο αριθμός 4/8  Δεν υπάρχει κανένας αριθ‐

μός 

 

 

1 Υπάρχουν οι εξής 9 αριθμοί : 

8

9,3
,...,

8

2,3
,

8

1,3  

Υπάρχουν οι εξής 9 αριθμοί:  

3

1,1

,  3

2,1

,  3

3,1

,  ..., ,  3

8,1

,  3

9,1

 

Υπάρχει μόνο ο αριθμός  4/8 

και όλα τα κλάσματα που εί‐

ναι ισοδύναμα με το 4/8  

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, οι 

οποίοι  είναι όλοι κλάσματα 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, 

οι οποίοι  είναι όλοι κλάσμα‐

τα 

 

 

2 
Υπάρχουν άπειροι αριθμοί: 

απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί με 

άπειρα δεκαδικά ψηφία, κλά‐

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί: 

απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί 

με άπειρα δεκαδικά ψηφία, 
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σματα, ρίζες  κλάσματα, ρίζες 

Π3  Π6  

Καμία / μη κατατάξιμη απά‐

ντηση 

Καμία / μη κατατάξιμη απά‐

ντηση 

 

0 

 Η ερώτηση δεν έχει νόημα για 

τους συγκεκριμένους αριθ‐

μούς, γιατί είναι σε διαφορετι‐

κή ομάδα: Ο ένας έχει 2 και ο 

άλλος έχει 3 δεκαδικά ψηφία 

Η ερώτηση δεν έχει νόημα 

για τους συγκεκριμένους α‐

ριθμούς, γιατί είναι σε δια‐

φορετική ομάδα: Ο ένας έχει 

2 και ο άλλος έχει 3 δεκαδικά 

ψηφία 

Δεν υπάρχει κανένας αριθμός  Δεν υπάρχει κανένας αριθ‐

μός 

 

 

1 Υπάρχουν οι εξής  8 αριθμοί: 

 0,002, 0,003, 0,004, ..., ,0,008, 

0,009 

Υπάρχουν οι εξής 8 αριθμοί: 

0,02, 0,03, 0,04, ..., ,0,08, 0,09 

Υπάρχουν οι εξής 89 αριθμοί:  

0,0011, 0,0012, 0,0013,...., 0,0098, 

0,0099. 

Υπάρχουν οι εξής 89 αριθ‐

μοί:  

0,011, 0,012, 0,013,...., 0,098, 

0,099. 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, οι 

οποίοι είναι όλοι δεκαδικοί 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί, 

οι οποίοι είναι όλοι δεκαδικοί 

 

2 

 Υπάρχουν άπειροι αριθμοί: 

απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί με 

άπειρα δεκαδικά ψηφία, κλά‐

σματα, ρίζες 

Υπάρχουν άπειροι αριθμοί: 

απλοί δεκαδικοί, δεκαδικοί 

με άπειρα δεκαδικά ψηφία, 

κλάσματα, ρίζες 
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5.4. Στατιστικά κριτήρια για την ανάλυση των δεδομένων 
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Αναλύσεις σε επίπεδο ερώτησης 

 

Πίνακας..... 

Κριτήριο  Mann‐Whitney για την επίδραση της ηλικίας στην επίδοση 

ανά ερώτηση  

(Ερωτηματολόγια ανοικτού τύπου) 

 

Ranks

83 71,23 5912,00

66 79,74 5263,00

149

83 70,25 5830,50

66 80,98 5344,50

149

83 67,31 5587,00

66 84,67 5588,00

149

83 69,14 5738,50

66 82,37 5436,50

149

83 63,44 5265,50

66 89,54 5909,50

149

83 73,60 6108,50

66 76,77 5066,50

149

Τάξη (Ηλικία)
Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

0.005-0.006, 3categories

0.1-0.2, 3 categories

3/8-5/8, 3 categories

1/3-2/3, 3 categories

0.001-0.01, 3 categories

0.01-0.1, 3 categories

N Mean Rank Sum of Ranks

 

Test Statisticsa

2426,000 2344,500 2101,000 2252,500 1779,500 2622,500

5912,000 5830,500 5587,000 5738,500 5265,500 6108,500

-1,354 -1,720 -2,781 -2,052 -3,917 -,483

,176 ,086 ,005 ,040 ,000 ,629

Mann-Whitney U

Wilcoxon W

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

0.005-0.006,
3categories

0.1-0.2, 3
categories

3/8-5/8, 3
categories

1/3-2/3, 3
categories

0.001-0.01, 3
categories

0.01-0.1, 3
categories

Grouping Variable: Τάξη (Ηλικία)a. 
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Πίνακας..... 

Κριτήριο  Mann‐Whitney για την επίδραση της ηλικίας στην επίδοση 

ανά ερώτηση  

(Ερωτηματολόγια κλειστού τύπου) 

  

Ranks

81 67,94 5503,50

71 86,26 6124,50

152

81 71,87 5821,50

71 81,78 5806,50

152

81 67,21 5444,00

71 87,10 6184,00

152

81 70,60 5718,50

71 83,23 5909,50

152

81 70,53 5713,00

71 83,31 5915,00

152

81 71,56 5796,50

71 82,13 5831,50

152

Τάξη (Ηλικία)
Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

Γ΄ Γυμνασίου

Β΄ Λυκείου

Total

0.005-0.006

0.01-0.1

3/8-5/8

1/3-2/3

0.001-0.01

0.1-0.2

N Mean Rank Sum of Ranks

 

Test Statisticsa

2182,500 2500,500 2123,000 2397,500 2392,000 2475,500

5503,500 5821,500 5444,000 5718,500 5713,000 5796,500

-2,966 -1,550 -3,218 -2,028 -1,943 -1,716

,003 ,121 ,001 ,043 ,052 ,086

Mann-Whitney U

Wilcoxon W

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

0.005-0.006 0.01-0.1 3/8-5/8 1/3-2/3 0.001-0.01 0.1-0.2

Grouping Variable: Τάξη (Ηλικία)a. 
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Τμήμα Α: Ερωτηματολόγια τύπου Α  

 

 

 Πίνακας Α1 

One‐Sample Kolmogorov‐Smirnov Test για τη μεταβλητής της επίδο‐

σης   

 

  

Επίδο‐

ση 

N  149

Normal 

Parameters(a,b) 

Mean  9,70470

Std. Deviation  4,26726

0

Most Extreme 

Differences 

Absolute  ,193

Positive  ,193

Negative  ‐,152

Kolmogorov‐Smirnov Z  2,359

Asymp. Sig. (2‐tailed)  ,000

a  Test distribution is Normal. 

b  Calculated from data. 

  Statistics 

Επίδοση  

N  Valid  149

Missing  0

Mean  9,70470

Median  8,00000

Std. Deviation  4,26726

0

Minimum  4,000

Maximum  18,000
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Πίνακας Α2 

Κριτήριο  Mann‐Whitney για την επίδραση του φύλου, της ηλικίας, 

της εΑ/εΒ στην επίδοση   

Πίνακας Α21: Φύλο  

  Test Statistics(a) 

 

  

Επίδο‐

ση 

Mann‐Whitney 

U 

1825,50

0 

Wilcoxon W  4036,50

0 

Z  ‐2,287 

Asymp. Sig. (2‐

tailed) 
,022 

a  Grouping Variable: Φύλο 

 

Πίνακας Α22: Ηλικία 

  Test Statistics(a) 

 

  

Επίδο‐

ση 

Mann‐Whitney 

U 

2006,00

0 

Wilcoxon W  5492,00

0 

Z  ‐2,862 

Asymp. Sig. (2‐

tailed) 
,004 

a  Grouping Variable: Τάξη (Ηλικία) 

 

Πίνακας Α23: εΠ/εΜ 
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Γυμνάσιο 

 

Ranks

59 42,11 2484,50

24 41,73 1001,50

83

Ευθεία Πριν / Ευθεία Μετά
Ευθεία Μετά

Ευθεία Πριν

Total

Επίδοση
N Mean Rank Sum of Ranks

 

Test Statisticsa

701,500

1001,500

-,068

,946

Mann-Whitney U

Wilcoxon W

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

Επίδοση

Grouping Variable: Ευθεία Πριν / Ευθεία Μετάa. 
 

Λύκειο 

 

Ranks

34 35,50 1207,00

32 31,38 1004,00

66

Ευθεία Πριν / Ευθεία Μετά
Ευθεία Μετά

Ευθεία Πριν

Total

Επίδοση
N Mean Rank Sum of Ranks

 

Test Statisticsa

476,000

1004,000

-,880

,379

Mann-Whitney U

Wilcoxon W

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

Επίδοση

Grouping Variable: Ευθεία Πριν / Ευθεία Μετάa. 
 

 

 

 



  118

Πίνακες Α3 

Κριτήριο t για διμεταβλητό έλεγχο της επίδοσης με ηλικία, φύλο, εΑ/εΒ 

Πίνακας Α3,1: Επίδοση, Φύλο 

Group Statistics 

   Φύλο  N  Mean 

Std. 

Deviation 

Std. 

Error 

Mean 

Επί‐

δοση 

Αγόρι 
71

10,4647

9
4,619310 ,548211

Κορί‐

τσι 
66 8,81818 3,906244 ,480825

 



  119

 

Independent Samples Test 

 

  

Leveneʹs Test for 

Equality of Vari‐

ances  t‐test for Equality of Means 

   F  Sig.  t  df 

Sig. (2‐

tailed) 

Mean 

Differenc

e 

Std. 

Error 

Differenc

e 

95% Confidence 

Interval of the Dif‐

ference 

                        Lower  Upper 

Equal 

variances 

assumed 

3,491 ,064 2,244 135 ,026  1,64661 ,733664 ,195645
3,09756

9

Equal 

variances 

not 

assumed 

    2,258 133,832 ,026  1,64661 ,729197 ,204365
3,08884

9
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Πίνακας Α3,2: Επίδοση, Ηλικία 

 

  Group Statistics 

 

  

Τάξη 

(Ηλικία)  N  Mean 

Std. 

Deviation 

Std. 

Error 

Mean 

Επίδοση  Γ΄ Γυ‐

μνασίου 
83 9,01205 4,189109 ,459814

Β΄ Λυ‐

κείου 
66

10,5757

6
4,235602 ,521367
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  Independent Samples Test 

 

  

Leveneʹs Test for 

Equality of Vari‐

ances  t‐test for Equality of Means 

   F  Sig.  t  df 

Sig. (2‐

tailed) 

Mean 

Differenc

e 

Std. 

Error 

Differenc

e 

95% Confidence 

Interval of the Dif‐

ference 

                        Lower  Upper 

Equal 

variances 

assumed 

,093  ,761 ‐2,252 147 ,026 ‐1,56371  ,694283

‐

2,93577

4

‐,191645

Equal 

variances 

not 

assumed 

    ‐2,249 138,852 ,026 ‐1,56371  ,695164

‐

2,93818

4

‐,189234
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Πίνακας Α3,3: Επίδοση, εΑ/εΒ 

Group Statistics 

  

Ευθεία Πριν / 

Ευθεία Μετά  N  Mean 

Std. 

Deviation 

Std. 

Error 

Mean 

Επίδοση  Ευθεία Μετά  93 9,61290 4,165156 ,431907 

Ευθεία Πριν  56 9,85714 4,465743 ,596760 
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  Independent Samples Test 

  

Leveneʹs Test for 

Equality of Vari‐

ances  t‐test for Equality of Means 

   F  Sig.  t  df 

Sig. (2‐

tailed) 

Mean 

Differenc

e 

Std. 

Error 

Differenc

e 

95% Confidence 

Interval of the Dif‐

ference 

                        Lower  Upper 

Equal 

variances 

assumed 

,492  ,484 ‐,337 147 ,736 ‐,24424  ,723954

‐

1,67494

1

1,18646

2

Equal 

variances 

not 

assumed 

    ‐,332 109,714 ,741 ‐,24424  ,736659

‐

1,70416

6

1,21568

7
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Πίνακας Α4 

  Πολυμεταβλητή two way anova για την επίδραση φύλου και ηλικίας 

στην επίδοση 

 

  Tests of Between‐Subjects Effects 

 

Dependent Variable: Επίδοση  

Source 

Type III 

Sum of 

Squares  df 

Mean 

Square  F  Sig. 

Corrected 

Model 
203,106(a)  2 101,553 5,729 ,004 

Intercept  12730,603  1 12730,603 718,240 ,000 

Φύλο  116,999  1 116,999 6,601 ,011 

Ηλικία  110,367  1 110,367 6,227 ,014 

Error  2375,113  134 17,725    

Total  15393,000  137      

Corrected 

Total 
2578,219  136      

a  R Squared = ,079 (Adjusted R Squared = ,065) 
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 Πίνακες Α5:  

Wilcoxon test για την επίδραση της Με/Χε στην επίδοση 

 

Πίνακας Α.5.1. Γυμνάσιο: 

Ranks

6a 14,67 88,00

21b 13,81 290,00

56c

83

Negative Ranks

Positive Ranks

Ties

Total

Επίδοση με ευθεία -
Επίδοση χωρίς ευθεία

N Mean Rank Sum of Ranks

Επίδοση με ευθεία < Επίδοση χωρίς ευθείαa. 

Επίδοση με ευθεία > Επίδοση χωρίς ευθείαb. 

Επίδοση χωρίς ευθεία = Επίδοση με ευθείαc. 
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Test Statisticsb

-2,467a

,014

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

Επίδοση με
ευθεία -
Επίδοση

χωρίς ευθεία

Based on negative ranks.a. 

Wilcoxon Signed Ranks Testb. 
Πίνακας Α.5.2. Λύκειο: 

 

Ranks

20a 19,35 387,00

16b 17,44 279,00

30c

66

Negative Ranks

Positive Ranks

Ties

Total

Επίδοση με ευθεία -
Επίδοση χωρίς ευθεία

N Mean Rank Sum of Ranks

Επίδοση με ευθεία < Επίδοση χωρίς ευθείαa. 

Επίδοση με ευθεία > Επίδοση χωρίς ευθείαb. 

Επίδοση χωρίς ευθεία = Επίδοση με ευθείαc. 

Test Statisticsb

-,870a

,384

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

Επίδοση με
ευθεία -
Επίδοση

χωρίς ευθεία

Based on positive ranks.a. 

Wilcoxon Signed Ranks Testb. 
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Τμήμα Β: Ερωτηματολόγια τύπου Κ  

 

Πίνακας Β1:  

One‐Sample Kolmogorov‐Smirnov Test για τη μεταβλητή της επίδοσης 

 

  

Επίδο‐

ση 

N  152

Normal 

Parameters(a,b) 

Mean  8,78947

Std. Deviation  2,74677

8

Most Extreme 

Differences 

Absolute  ,184

Positive  ,174

Negative  ‐,184

Kolmogorov‐Smirnov Z  2,272

Asymp. Sig. (2‐tailed)  ,000

a  Test distribution is Normal. 

b  Calculated from data. 

 

  Statistics 

 

Επίδοση  

N  Valid  152

Missing  0

Mean  8,78947

Median  9,00000

Std. Deviation  2,74677

8

Minimum  4,000

Maximum  12,000
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Πίνακας Β2:  

Κριτήριο  Mann‐Whitney για την επίδραση του φύλου, της ηλικίας, 

της εΑ/εΒ στην επίδοση   

Test Statistics(a) 

  

Επίδο‐

ση 

Mann‐Whitney 

U 

2032,50

0

Wilcoxon W  4243,50

0

Z  ‐,223

Asymp. Sig. (2‐

tailed) 
,823

a  Grouping Variable: Φύλο 

  Test Statistics(a) 

 

  

Επίδο‐

ση 

Mann‐Whitney 

U 

2202,50

0

Wilcoxon W  5523,50

0

Z  ‐2,537

Asymp. Sig. (2‐

tailed) 
,011

a  Grouping Variable: Τάξη (Ηλικία) 

  Test Statistics(a) 

Λύκειο 

Ranks

34 36,99 1257,50

37 35,09 1298,50

71

εΑ / εΒ
Ευθεία Μετά

Ευθεία Πριν

Total

Επίδοση
N Mean Rank Sum of Ranks
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Test Statisticsa

595,500

1298,500

-,398

,691

Mann-Whitney U

Wilcoxon W

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

Επίδοση

Grouping Variable: εΑ / εΒa. 

 
Γυμνάσιο 

Ranks

54 38,64 2086,50

27 45,72 1234,50

81

εΑ / εΒ
Ευθεία Μετά

Ευθεία Πριν

Total

Επίδοση
N Mean Rank Sum of Ranks

 

Test Statisticsa

601,500

2086,500

-1,297

,195

Mann-Whitney U

Wilcoxon W

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

Επίδοση

Grouping Variable: εΑ / εΒa. 
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Πίνακες Β3:  

Κριτήριο t για την επίδραση του φύλου, της ηλικίας, της εΑ/εΒ στην επίδοση   

 

 

Πίνακας B3,1: Επίδοση, Φύλο 

Group Statistics 

 

   Φύλο  N  Mean 

Std. 

Deviation 

Std. 

Error 

Mean 

Επί‐

δοση 

Αγόρι  63  8,65079 2,885776 ,363574

Κορί‐

τσι 
66  8,60606 2,583252 ,317976

 

  Independent Samples Test 

 

     

Leveneʹs Test for 

Equality of Vari‐

ances  t‐test for Equality of Means 
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F  Sig.  t  df 

Sig. (2‐

tailed) 

Mean 

Differenc

e 

Std. 

Error 

Differenc

e 

95% Confidence 

Interval of the Dif‐

ference 

Lower  Upper 

Επίδοση  Equal 

variances 

assumed 

2,539 ,114 ,093 127 ,926 ,04473 ,481759 ‐,908581 ,998047

Equal 

variances 

not 

assumed 

    ,093 123,950 ,926 ,04473 ,483006 ‐,911275
1,00074

1
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Πίνακας B3,2: Επίδοση, Φύλο 

 

Group Statistics 

  

Τάξη 

(Ηλικία)  N  Mean 

Std. 

Deviation 

Std. 

Error 

Mean 

Επίδοση  Γ΄ Γυ‐

μνασίου 
81 8,23457 2,707728 ,300859

Β΄ Λυ‐

κείου 
71 9,42254 2,670805 ,316966
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Independent Samples Test 

 

     

Leveneʹs Test for 

Equality of Vari‐

ances  t‐test for Equality of Means 

F  Sig.  t  df 

Sig. (2‐

tailed) 

Mean 

Differenc

e 

Std. 

Error 

Differenc

e 

95% Confidence 

Interval of the Dif‐

ference 

Lower  Upper 

Επίδοση  Equal 

variances 

assumed 

,020 ,888 ‐2,716 150 ,007 ‐1,18797 ,437414

‐

2,05225

6

‐,323678 

Equal 

variances 

not 

assumed 

    ‐2,718 147,904 ,007 ‐1,18797 ,437017

‐

2,05157

0

‐,324364 
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Πίνακες Β.4.  

Κριτήριο Wilcoxon για την Επίδοση σε σχέση με την Με/Χε. 

 

Β.4.1. Γυμνάσιο 

Ranks

8a 19,75 158,00

31b 20,06 622,00

42c

81

Negative Ranks

Positive Ranks

Ties

Total

Επίδοση Με - Επίδοση Χε
N Mean Rank Sum of Ranks

Επίδοση Με < Επίδοση Χεa. 

Επίδοση Με > Επίδοση Χεb. 

Επίδοση Χε = Επίδοση Μεc. 
 

Test Statisticsb

-3,395a

,001

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

Επίδοση Με -
Επίδοση Χε

Based on negative ranks.a. 

Wilcoxon Signed Ranks Testb. 
 

Β.4.2. Λύκειο 

Ranks

10a 15,25 152,50

16b 12,41 198,50

45c

71

Negative Ranks

Positive Ranks

Ties

Total

Επίδοση Με - Επίδοση Χε
N Mean Rank Sum of Ranks

Επίδοση Με < Επίδοση Χεa. 

Επίδοση Με > Επίδοση Χεb. 

Επίδοση Χε = Επίδοση Μεc. 
 

Test Statisticsb

-,602a

,547

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

Επίδοση Με -
Επίδοση Χε

Based on negative ranks.a. 

Wilcoxon Signed Ranks Testb. 
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Πίνακες Γ 

 

 

Πίνακας Γ1: Επίδοση 2 

 

  

Frequen

cy  Percent 

Valid 

Percent 

Cumulativ

e Percent 

Valid  All 

finite 
95 31,6 31,6 31,6 

Mixed  143 47,5 47,5 79,1 

All 

infinit

e 

63 20,9 20,9 100,0 

Total  301 100,0 100,0  

 

  Πίνακας Γ2: Επίδοση 2, Φύλο: crosstabs 

     

3 categories 

Total 

All 

finite  Mixed 

All 

infinite 

Φύλο  Αγόρι  Count  45 56 33 134 

% 

within 

Φύλο 

33,6% 41,8% 24,6% 100,0% 

Κορίτσι  Count  45 70 17 132 

% 

within 

Φύλο 

34,1% 53,0% 12,9% 100,0% 

Total  Count  90 126 50 266 

% 

within 

Φύλο 

33,8% 47,4% 18,8% 100,0% 
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  Πίνακας Γ3: Επίδοση 2, Φύλο: Chi‐Square Tests 

 

   Value  df 

Asymp. 

Sig. (2‐

sided) 

Pearson Chi‐

Square 
6,661(a) 2 ,036

Likelihood Ratio  6,755 2 ,034

Linear‐by‐Linear 

Association 
1,976 1 ,160

N of Valid Cases  266    

a  0 cells (,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count 

is 24,81. 
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  Πίνακας Γ4: Επίδοση 2, Ηλικία: Crosstab 

 

     

3 categories 

Total 

All 

finite  Mixed 

All 

infinite 

Τάξη (Ηλι‐

κία) 

Γ΄ Γυμνασί‐

ου 

Count  68 69  27  164

% within 

Τάξη (Ηλι‐

κία) 

41,5% 42,1%  16,5%  100,0%

Β΄ Λυκείου  Count  27 74  36  137

% within 

Τάξη (Ηλι‐

κία) 

19,7% 54,0%  26,3%  100,0%

Total  Count  95 143  63  301

% within 

Τάξη (Ηλι‐

κία) 

31,6% 47,5%  20,9%  100,0%

 

  Πίνακας Γ5: Επίδοση 2, Ηλικία: Chi‐Square Tests 

 

   Value  df 

Asymp. 

Sig. (2‐

sided) 

Pearson Chi‐

Square 

16,869(a

) 
2 ,000

Likelihood Ratio  17,329  2 ,000

Linear‐by‐Linear 

Association 
14,436  1 ,000

N of Valid Cases 301     

a  0 cells (,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count 

is 28,67. 
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  Πίνακας Γ6: Επίδοση 2, Α/Κ: Crosstab 

 

     

3 categories 

Total 

All 

finite  Mixed 

All 

infinite 

Ανοιχτά / 

Κλειστά 

Ανοιχτό  Count  51 80  18  149

% within 

Ανοιχτά / 

Κλειστά 

34,2% 53,7%  12,1%  100,0%

Κλειστό  Count  44 63  45  152

% within 

Ανοιχτά / 

Κλειστά 

28,9% 41,4%  29,6%  100,0%

Total  Count  95 143  63  301

% within 

Ανοιχτά / 

Κλειστά 

31,6% 47,5%  20,9%  100,0%
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Πίνακας Γ7: Επίδοση 2, Α/Κ: Chi‐Square Tests 

 

   Value  df 

Asymp. 

Sig. (2‐

sided) 

Pearson Chi‐

Square 

14,080(a

) 
2 ,001

Likelihood Ratio  14,467  2 ,001

Linear‐by‐Linear 

Association 
7,594  1 ,006

N of Valid Cases 301     

a  0 cells (,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count 

is 31,19. 

 

  Πίνακας Γ8: Επίδοση 2, εΑ/εΒ: Crosstab 

 

     

3 categories 

Total 

All 

finite  Mixed 

All 

infinite 

Ευθεία 

Πριν / Ευ‐

θεία Μετά 

Ευθεία Με‐

τά 

Count  57 91 33  181

% within 

Ευθεία 

Πριν / Ευ‐

θεία Μετά 

31,5% 50,3% 18,2%  100,0%

Ευθεία 

Πριν 

Count  38 52 30  120

% within 

Ευθεία 

Πριν / Ευ‐

θεία Μετά 

31,7% 43,3% 25,0%  100,0%

Total  Count  95 143 63  301

% within 

Ευθεία 

Πριν / Ευ‐

31,6% 47,5% 20,9%  100,0%
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θεία Μετά 

 

  Πίνακας Γ9: Επίδοση 2, εΑ/εΒ: Chi‐Square Tests 

 

   Value  df 

Asymp. 

Sig. (2‐

sided) 

Pearson Chi‐

Square 
2,312(a) 2 ,315

Likelihood Ratio  2,293 2 ,318

Linear‐by‐Linear 

Association 
,609 1 ,435

N of Valid Cases  301  

a  0 cells (,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count 

is 25,12. 

 

 

Ξεχωριστά για Γυμνάσιο, κλειστά 

Ranks

54 38,64 2086,50

27 45,72 1234,50

81

εΑ / εΒ
Ευθεία Μετά

Ευθεία Πριν

Total

Επίδοση
N Mean Rank Sum of Ranks

 

Test Statisticsa

601,500

2086,500

-1,297

,195

Mann-Whitney U

Wilcoxon W

Z

Asymp. Sig. (2-tailed)

Επίδοση

Grouping Variable: εΑ / εΒa. 
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Πίνακας Γ10 : Πολυμεταβλητή ανάλυση για διακριτές μεταβλητές: Επί‐

δραση της ηλικίας, του φύλου , Α/Κ ερωτηματολόγιο 

 

* * * * * * * *  H I E R A R C H I C A L   L O G   L I N E A R  * * * * * * * * 

 

DATA   Information 

        266 unweighted cases accepted. 

          0 cases rejected because of out‐of‐range factor values. 

         35 cases rejected because of missing data. 

        266 weighted cases will be used in the analysis. 

 

FACTOR Information 

   Factor  Level  Label 

   GENDER         2  Φύλο 

   GRADE       2  Τάξη (Ηλικία) 

   CLOP        2  Ανοιχτά / Κλειστά 

   MODEL3      3  3 categories 

 

‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ 

 

* * * * * * * *  H I E R A R C H I C A L   L O G   L I N E A R  * * * * * * * * 

 

Backward Elimination (p = ,050) for DESIGN 1 with generating class 

  CLOP*GRADE 

  CLOP*MODEL3 

  CLOP*GENDER 

  GRADE*MODEL3 

  GRADE*GENDER 

  MODEL3*GENDER 

 

 Likelihood ratio chi square =     7,13526    DF = 9  P =  ,623 

‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ 

 

If Deleted Simple Effect is                 DF   L.R. Chisq Change    Prob  Iter 

 CLOP*GRADE                                  1                ,147   ,7013     3 

 CLOP*MODEL3                                 2               7,832   ,0199     3 

 CLOP*GENDER                                    1                ,776   ,3783     3 

 GRADE*MODEL3                                2              12,809   ,0017     3 

 GRADE*GENDER                                   1               2,797   ,0945     3 

 MODEL3*GENDER                                  2               8,075   ,0176     3 
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Step 1 

  The best model has generating class 

      CLOP*MODEL3 

      CLOP*GENDER 

      GRADE*MODEL3 

      GRADE*GENDER 

      MODEL3*GENDER 

 

  Likelihood ratio chi square =     7,28239    DF = 10  P =  ,699 

‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ 

 

If Deleted Simple Effect is                 DF   L.R. Chisq Change    Prob  Iter 

 CLOP*MODEL3                                 2               8,262   ,0161     3 

 CLOP*GENDER                                    1                ,856   ,3548     3 

 GRADE*MODEL3                                2              13,238   ,0013     3 

 GRADE*GENDER                                   1               2,877   ,0899     3 

 MODEL3*GENDER                                  2               8,120   ,0172     2 

_ 

* * * * * * * *  H I E R A R C H I C A L   L O G   L I N E A R  * * * * * * * * 

Step 2 

  The best model has generating class 

      CLOP*MODEL3 

      GRADE*MODEL3 

      GRADE*GENDER 

      MODEL3*GENDER 

  Likelihood ratio chi square =     8,13875    DF = 11  P =  ,701 

‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ 

If Deleted Simple Effect is                 DF   L.R. Chisq Change    Prob  Iter 

 

 CLOP*MODEL3                                 2               7,643   ,0219     3 

 GRADE*MODEL3                                2              13,238   ,0013     2 

 GRADE*GENDER                                   1               2,877   ,0899     2 

 MODEL3*GENDER                                  2               7,473   ,0238     2 

 

Step 3 

 

  The best model has generating class 

      CLOP*MODEL3 

      GRADE*MODEL3 

      MODEL3*GENDER 
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  Likelihood ratio chi square =    11,01572    DF = 12  P =  ,528 

 

‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ 

If Deleted Simple Effect is                 DF   L.R. Chisq Change    Prob  Iter 

 CLOP*MODEL3                                 2               7,643   ,0219     2 

 GRADE*MODEL3                                2              12,520   ,0019     2 

 MODEL3*GENDER                                  2               6,755   ,0341     2 

 

Step 4 

  The best model has generating class 

      CLOP*MODEL3 

      GRADE*MODEL3 

      MODEL3*GENDER 

  Likelihood ratio chi square =    11,01572    DF = 12  P =  ,528 

_* * * * * * * *  H I E R A R C H I C A L   L O G   L I N E A R  * * * * * * * * 

The final model has generating class 

    CLOP*MODEL3 

    GRADE*MODEL3 

    MODEL3*GENDER 

The Iterative Proportional Fit algorithm converged at iteration 0. 

The maximum difference between observed and fitted marginal totals is     

,000 

and the convergence criterion is     ,250 

 

‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ 

 Goodness‐of‐fit test statistics 

 

    Likelihood ratio chi square =    11,01572    DF = 12  P =  ,528 

             Pearson chi square =    10,50058    DF = 12  P =  ,572 

 

‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ 
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5.4.1.  Μοντέλα απαντήσεων στα κλειστά ερωτηματολόγια 

Α 

Εξωτερική συνέπεια 3, 

Εσωτερική συνέπεια 3 

{[..], [..], [..] } Γυμνάσιο Λύκειο 

{[δ1],[δ2],[κ]}  29    15   

{[δ1],[δ2],[κ]}  19    26   

Β 

Εξωτερική συνέπεια 2, 

Εσωτερική συνέπεια 3 

{ [.. ], [..] }, [..]        

{[δ1] , [δ2] }, [κ]         

{ [δ1]  ,  [δ2] }, [κ]     1     

{[δ1] , [κ] }, [δ2]    1       

{ [δ1] , [κ]}, [δ2] }    1     

{[δ2] , [κ] }, [δ1]    3  1     

{[δ2] , [κ] },  [δ1]           

Γ 

Εξωτερική συνέπεια 2, 

Εσωτερική συνέπεια 2 

{ [..], [..] }, [..]        

{[δ1] , [δ2] }, [κ]   3  4     

{[δ1] , [δ2]}, [κ]   4  5     

{[δ1] , [κ] }, [δ2]    4       

{ [δ1] , [κ]}, [δ2]   2  6     

{[δ2] , [κ] }, [δ1]    2       

{[δ2] , [κ] },  [δ1]   

 

  1     

Δ 

Εσωτερική συνέπεια 2 

 

[..], [..], [..]        

[δ1] , [δ2] , [κ]         

[δ1] , [δ2],  [κ]  2  1     

[δ1]  , [δ2] , [κ]           

[δ1] ,  [δ2] , [κ],  1  1     

[δ1]  , [δ2],  [κ]           

[δ1] ,  [δ2] , [κ]   1       

Ε 

Εσωτερική συνέπεια 1 

[δ1] , [δ2] , [κ]         

[δ1] , [δ2] , [κ]  3  2     

 [δ2] , [δ1] , [κ]  1  1     

[δ2] , [δ1] , [κ]  1       

[κ] , [δ1] , [δ2]    2     
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[κ] , [δ1] , [δ2]  2  1     

Ζ 

Καμία συνέπεια 

[δ1] , [δ2] , [κ]  3  3     

Σύνολο 81    71   

 

5.4.2. Μοντέλα απαντήσεων στα ανοιχτά ερωτηματολόγια 

Α 

Εξωτερική συνέπεια 3, 

Εσωτερική συνέπεια 3 

{[..], [..], [..] } Γυμνάσιο Λύκειο 

{[δ1],[δ2],[κ]}  39    13   

{[δ1],[δ2],[κ]}  8    9   

{[δ1],[δ2],[κ]}  2    5   

Β 

Εξωτερική συνέπεια 2, 

Εσωτερική συνέπεια 3 

{ [.. ], [..] }, [..]        

{[δ1] , [δ2] }, [κ]  1       

{[δ1] , [δ2] }, [κ]         

{[δ1] , [δ2] }, [κ]         

{[δ1] , [δ2] }, [κ]         

{ [δ1]  ,  [δ2] }, [κ]         

{ [δ1]  ,  [δ2] }, [κ]  3       

  {[δ1] , [κ] }, [δ2]  1       

  {[δ1] , [κ] }, [δ2]  1       

  {[δ1] , [κ] }, [δ2]         

  {[δ1] , [κ] }, [δ2]         

  { [δ1]  ,  [κ] }, [δ2]         

  { [δ1]  ,  [κ] }, [δ2]         

  {[δ2] , [δ2] }, [δ1]         

  {[δ2] , [δ2] }, [δ1]         

  {[δ2] , [κ] }, [δ1]         

  {[δ2] , [κ] }, [δ1]  2    2   

  { [δ2]  ,  [κ] }, [δ1]         

  { [δ2]  ,  [κ] }, [δ1]         

Γ 

Εξωτερική συνέπεια 2, 

Εσωτερική συνέπεια 2 

{ [..], [..] }, [..]        

{[δ1] , [δ2] }, [κ]  4    2   

{[δ1] , [δ2] }, [κ]      2   

{[δ1] , [δ2]}, [κ]  4    1   
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{[δ1] , [κ] }, [δ2]   2    3   

{[δ1] , [κ] }, [δ2]   1    2   

{ [δ1] , [κ]}, [δ2]         

{[δ2] , [κ] }, [δ1]   1    1   

{[δ2] , [κ] }, [δ1]       3   

{[δ2] , [κ] },  [δ1]   1       

Δ

Εσωτερική συνέπεια 2

 

[..], [..], [..]        

[δ1] , [δ2] , [κ]  2       

[δ1], [δ2],  [κ]  1    1   

[δ1] , [δ2], [κ]         

[δ1] ,[δ2], [κ]         

[δ1] , [δ2] , [κ]         

[δ1] , [δ2] , [κ]         

[δ1] , [κ] , [δ2]      1   

[δ1], [κ],  [δ2]         

[δ1] , [κ], [δ2]         

[δ1] ,[κ], [δ2]         

[δ1] , [κ] , [δ2]         

[δ1] , [κ] , [δ2]      1   

[δ2] , [κ] , [δ1]         

[δ2], [κ],  [δ1]         

[δ2] , [κ], [δ1]      2   

[δ2] ,[κ], [δ1]         

[δ2] , [κ] , [δ1]         

[δ2] , [κ] , [δ1]         

Ε

Εσωτερική συνέπεια 1 

[δ1]   ,[δ2] ,  [κ]  1    1   

[δ1]   ,[δ2] ,  [κ]      1   

[δ1]   ,[δ2] ,  [κ]  2    3   

[δ2]   ,[δ1] ,  [κ]      4   

[δ2]   ,[δ1] ,  [κ]  1    1   

[δ2]   ,[δ1] ,  [κ]      2   

[κ]   ,[δ1] ,  [δ2]         

[κ]   ,[δ1] ,  [δ2]      2   
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  [κ]   ,[δ1] ,  [δ2]  2    2   

Ζ 

Καμία συνέπεια 

  4    2   

Σύνολο  83    66   

 


